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Введение

Данная диссертация посвящена разработке методов аппроксимации эво

люционных полугрупп и вычислительных алгоритмов решений эволюционных

дифференциальных уравнений с помощью итераций Фейнмана-Чернова для

случайных операторнозначных функций.

В настоящее время методы вычислительной математики широко применя

ются в различных научных областях и приложениях, и особенно актуальными

являются задачи связанные с большими размерностями данных. Для достаточ

но больших размерностей численное решение уравнений в частных производ

ных при помощи сеточных алгоритмов, таких как конечно-разностные алго

ритмы или метод конечных элементов, становится практически невозможным.

Стандартным подходом для задач большой размерности сегодня является по

строение статистических оценок методом Монте-Карло. Также в последние го

ды получили развитие идеи применения глубоких нейронных сетей для аппрок

симации решений. При этом обучение таких сетей тоже требует достаточно боль

ших обучающих выборок, которые, как правило, строятся опять же методами

Монте-Карло. Итерации Фейнмана-Чернова (последовательности композиций

случайных операторнозначных функций увеличивающейся кратности) в свою

очередь в некоторых случаях могут использоваться для вычислительно более

эффективного построения аппроксимаций решений эволюционных уравнений.

Формулы представления решений эволюционных уравнений в виде пре

делов кратных интегралов при стремящейся к бесконечности кратности были

впервые опубликованы Фейнманом в работах [1] (формулы Фейнмана в форме

Лагранжа для траекторий в конфигурационном пространстве) и [2] (формулы

Фейнмана в форме Гамильтона для траекторий в фазовом пространстве). Тео

ретическое обоснование лагранжевых формул было построено Нельсоном [3] в

1964 году с использованием теоремы Троттера-Далецкого-Ли [4]. Гамильтоновы
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формулы Фейнмана были доказаны в 2002 году в работе Смолянова, Токарева

и Трумана [5] при помощи теоремы Чернова [6]. Термин итерации Фейнмана

Чернова был введен в 2016 году в работе Орлова, Сакбаева и Смолянова [7].

О современном состоянии исследований в данной области можно судить по ста

тьям [8–27] и обзорам [28–31], а также ссылкам в этих работах.

В случае конечномерного линейного пространства случайные линейные

операторы могут быть представлены в виде случайных матриц. Теория стати

стических свойств произведений независимых случайных матриц и композиций

независимых случайных преобразований интенсивно развивалась во второй по

ловине XX века, ее основные положения можно найти в работах [32–36].

В приложениях композиции случайных операторнозначных функций, воз

никают, например, в задачах классической и квантовой механики для систем,

находящихся в случайных нестационарных полях [37–44]. Усредненная динами

ка таких систем имеет как теоретический, так и практический интерес с точки

зрения анализа средних значений наблюдаемых. В частности, важно представ

лять, в какой мере усреднение решений некоторого эволюционного уравнения

с нестационарными параметрами связано с решением уравнения, усредненно

го по этим параметрам. Использование для этой цели процедуры усреднения

с помощью построения эквивалентных по Чернову полугрупп является весьма

эффективным методом, который был развит в [7–9].

Вопросами аппроксимации эволюционных полугрупп занимается множе

ство научных коллективов, при этом подавляющее большинство работ по чер

новским аппроксимациям полугрупп имеют теоретический характер. В связи с

этим, особенный интерес представляют вопросы разработки новых численных

методов и моделей, основанных на использовании итераций Фейнмана-Чернова,

и их применения в приложениях классической и квантовой механики, экономи

ки, биологии и других областях науки.

Целью данного диссертационного исследования является разработка чис

ленных методов построения аппроксимаций решений эволюционных уравнений
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с помощью усреднения итераций Фейнмана-Чернова для случайных оператор

нозначных функций.

В работе решаются следующие задачи:

– разработка и обоснование сходимости алгоритма численной аппроксима

ции решений задач Коши для эволюционных уравнений с помощью итераций

Фейнмана-Чернова, и в частности разработка эффективного метода аппрокси

мации решений многомерных уравнений Колмогорова, порождаемых случайны

ми аффинными преобразованиями аргумента;

– создание и реализация численного метода моделирования необратимой

эволюции квантовых систем на основе усреднения итераций Фейнмана-Чернова;

– создание и реализация алгоритма численной аппроксимации операто

ров сдвига для произвольных коммутационных соотношений.

Научная новизна. Для последовательности усреднений итераций Фей

нмана-Чернова случайных операторнозначных функций, порождаемых аффин

ными преобразованиями аргумента, сформулированы и доказаны достаточные

условия сходимости к предельной сильно непрерывной полугруппе. Разрабо

тан алгоритм численной аппроксимации решений задач Коши для эволюцион

ных уравнений с помощью итераций Фейнмана-Чернова. Разработан численный

метод моделирования необратимой эволюции квантовых систем. Для случая

неклассических коммутационных соотношений найдено однопараметрическое

семейство операторов рождения и уничтожения, для которых операторнознач

ная функция сдвига является унитарной и удовлетворяет полугрупповому свой

ству на прямых, проходящих через начало координат.

Теоретическая ценность и практическая значимость результатов

исследования состоят в разработке доказательного способа построения сходя

щейся последовательности аппроксимаций решений эволюционных уравнений

с помощью итераций Фейнмана-Чернова.

Методы. В диссертации использован аппарат теории конечнократных ап

проксимаций по формулам Фейнмана-Чернова, и в целом методы вычислитель
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ной математики, бесконечномерного анализа и теории операторов, линейной

алгебры, теории вероятностей и теории случайных процессов.

Обоснованность и достоверность результатов исследования подтвер

ждаются использованием строгих математических доказательств и рассужде

ний и апробированных в научной практике методов численного анализа. Вери

фикация разработанного программного комплекса проводилась в том числе с

помощью сравнительного анализа результатов расчетов с аналитическими ре

шениями и результатами расчетов с помощью альтернативных численных ме

тодов.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Сформулированы и доказаны достаточные условия сходимости последова

тельности усреднений итераций Фейнмана-Чернова для случайных аффин

ных преобразований аргумента к предельной сильно непрерывной полугруп

пе, разрешающей задачу Коши для соответствующего уравнения Фоккера

Планка.

2. Разработан алгоритм численной аппроксимации решений многомерных урав

нений Колмогорова, порождаемых случайными аффинными преобразовани

ями аргумента.

3. Найдено однопараметрическое семейство операторов рождения и уничтоже

ния, для которых операторнозначная функция сдвига является унитарной и

удовлетворяет полугрупповому свойству на прямых, проходящих через нача

ло координат.

4. Разработан и реализован в виде программного комплекса численный метод

моделирования необратимой эволюции квантовых систем.

Апробация работы. Результаты диссертации докладывались на следу

ющих научных семинарах и конференциях:

1. XX Всероссийская молодежная школа-конференция «Лобачевские чте

ния-2021» (1-4 декабря 2021, Казань);
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2. XXI Всероссийская молодежная школа-конференция «Лобачевские чте

ния-2022»(28 ноября – 1 декабря 2022, Казань);

3. Международная конференция «Теория функций, теория операторов и кван

товая теория информации» (18-22 октября 2022, Уфа);

4. International Online Conference One-Parameter Semigroups of Operators (OPSO

2023) (27 February – 3 March 2023);

5. Научный семинар лаборатории БД и ИС ИПМ им. Келдыша РАН (много

кратно, 2019-2023, Москва);

6. Международная конференция «Теория функций, теория операторов и кван

товая теория информации» (1-3 июня 2023, Уфа);

7. Научный семинар «Математическое моделирование» 15 отдела ИПМ им.

М.В. Келдыша РАН (22 июня 2023, Москва);

8. Международная конференция «Математическая физика, динамические си

стемы и бесконечномерный анализ» (5–13 июля 2023, Долгопрудный);

9. Научный семинар «МИАН Квантовая математическая физика» (18 октября

2023, Москва).

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 8

печатных изданиях [45–52], 6 из которых изданы в рекомендованных журна

лах из перечня ВАК [45–50], 4 — в журналах, входящих в базы данных WoS и

SCOPUS [45–48], 2 — в тезисах докладов [51;52].

Личный вклад автора. Все результаты, выносимые на защиту, полу

чены соискателем лично. Автор диссертации, работая в коллективе соавторов

Ю.Н. Орлова и В.Ж. Сакбаева, самостоятельно сформулировал и доказал до

статочные условия сходимости последовательности усреднений итераций Фейн

мана-Чернова для случайных аффинных преобразований аргумента к предель

ной полугруппе, доказал унитарность и выполнение полугруппового свойства

для конкретного семейства лестничных операторов, разработал численные ал

горитмы и провел серию вычислительных экспериментов. Математическая по

становка задач принадлежит научному руководителю.
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В работе [45] автором получены представления когерентных состояний

для двух частных случаев коммутационных соотношений и построено преоб

разование к стандартной скобке Пуассона. В работе [46] автором доказаны до

статочные условия сходимости последовательности усреднений итераций Фейн

мана-Чернова для случайных аффинных преобразований аргумента к предель

ной сильно непрерывной полугруппе, разрешающей задачу Коши для соответ

ствующего уравнения переноса. Также автором проведено численное модели

рование последовательностей итераций Фейнмана-Чернова для случайных аф

финных преобразований. В работе [47] автором доказаны достаточные условия

сходимости последовательности усреднений итераций Фейнмана-Чернова для

случайных аффинных преобразований аргумента к предельной сильно непре

рывной полугруппе, разрешающей задачу Коши для соответствующего уравне

ния Фоккера-Планка. В работе [48] автором разработан алгоритм моделирова

ния необратимой эволюции квантовых систем.

Структура и объем диссертации. Диссертация «Аппроксимация эво

люционных полугрупп с помощью усреднения итераций Фейнмана-Чернова»

состоит из введения, четырех глав и заключения. Результаты исследования из

ложены на 96 страницах и содержат 20 рисунков и 1 таблицу. Библиографиче

ский список состоит из 110 наименований.

Содержание работы. В первой главе рассматривается задача усредне

ния последовательностей итераций Фейнмана-Чернова, представляющих собой

композиции независимых случайных операторнозначных функций увеличива

ющейся кратности, и изучаются предельные свойства таких композиций. Для

определенного класса операторнозначных функций, порождаемых аффинными

преобразованиями аргумента, получены достаточные условия для сходимости

математического ожидания последовательности итераций Фейнмана-Чернова к

полугруппе, разрешающей задачу Коши для соответствующего уравнения Фок

кера-Планка. В первом разделе содержатся необходимые предварительные све

дения, включающие теорему Чернова и используемые определения случайного
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оператора и математического ожидания от случайного оператора, а также дает

ся общая постановка рассматриваемых задач. Во втором разделе рассматрива

ется семейство случайных операторнозначных функций, порождаемых аффин

ными преобразованиями аргумента, и доказываются вспомогательные леммы.

В третьем разделе формулируется и доказывается являющаяся основным ре

зультатом данной главы теорема о сходимости последовательности усреднений

итераций Фейнмана-Чернова к соответствующей усредняющей по Чернову по

лугруппе. В четвертом разделе изучаются композиции независимых случайных

операторнозначных функций со значениями в пространстве ограниченных опе

раторов, действующих в 𝐿2(R), при этом рассматриваемые операторнозначные

функции порождаются решениями случайных линейных дифференциальных

уравнений с переменными коэффициентами на вещественной прямой. Также

доказывается возможность построения сильно состоятельной статистической

оценки для усредняющей полугруппы на основе конечной выборки для случай

ной операторнозначной функции.

Во второй главе предлагается новый алгоритм для численной аппроксима

ции решений многомерного уравнения Колмогорова, основанный на усреднении

итераций Фейнмана-Чернова [7] для случайных операторнозначных функций.

В первом разделе описывается стандартный Монте-Карло алгоритм, использу

ющий формулу Фейнмана-Каца. Во втором разделе описывается предлагаемый

алгоритм, идея которого состоит в построении аппроксимации для оператора

эволюции, действующего на начальное условие, на основе теоремы Чернова [6].

Предлагаемый алгоритм имеет меньшую вычислительную сложность по сравне

нию со стандартным Монте-Карло алгоритмом, использующим формулу Фей

нмана-Каца, в случае когда значения усредняемых случайных операторнознач

ных функции принадлежат представлению какой-либо конечномерной группы

Ли. В частности, в третьем разделе рассмотрен случай группы аффинных пре

образований евклидова пространства и соответствующие уравнения, порождае

мые при усреднениях итераций Фейнмана-Чернова. Также в четвертом разделе
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приведены результаты численных расчетов для двух модельных задач со срав

нением стандартного и предлагаемого алгоритмов.

В третьей главе исследуются усреднения итераций Фейнмана-Чернова слу

чайных операторнозначных функций эволюции для квантовых систем. Рассмат

ривается эволюция квантового осциллятора, которая задается композициями

случайных аффинных преобразований фазового пространства, и диффузион

ный предел таких композиций в смысле итераций Фейнмана-Чернова. В пер

вом разделе приводиться общая постановка рассматриваемой задачи. Во втором

разделе описывается декомпозиция оператора эволюции для рассматриваемых

гамильтонианов с помощью формула Зассенхауса. В третьем разделе приво

дится уравнение Фоккера-Планка для эволюции функции квазивероятностного

распределения, определяющего оператор плотности смешанного состояния. В

четвертом разделе численно исследуется проблема декогеренции квантовых со

стояний в интерференционном эксперименте.

В четвертой главе рассматривается задача приближения операторов сдви

га с помощью итераций Чернова. В первом разделе вводятся понятия и обсуж

даются некоторые свойства когерентных состояний и операторов сдвига. Во вто

ром разделе рассматривается усреднение случайных операторов сдвига с помо

щью итераций Фейнмана-Чернова. В третьем разделе рассматриваются случаи

неканонических коммутационных соотношений, вводятся понятия двойствен

ных по сдвигу лестничных операторов и приводится пример параметрического

семейства неканонических коммутационных соотношений, при которых мож

но построить унитарные операторы сдвига, удовлетворяющие полугрупповму

свойству на прямых в пространстве когерентных состояний, проходящих через

начало координат. В четвертом приведен алгоритм аппроксимации операторов

сдвига с помощью итераций Чернова, а также результаты численного экспери

мента по сравнению вычислительной эффективности предлагаемого алгоритма

с другими известными методами вычисления операторов сдвига на усеченном

гильбертовом пространстве.
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Глава 1. Итерации Фейнмана-Чернова и их приложения к

аппроксимации полугрупп

В данной главе рассматривается задача усреднения последовательностей

итераций Фейнмана-Чернова, представляющих собой композиции независимых

случайных операторнозначных функций увеличивающейся кратности, и изуча

ются предельные свойства таких композиций. Для определенного класса опера

торнозначных функций, порождаемых аффинными преобразованиями аргумен

та, получены достаточные условия для сходимости математического ожидания

последовательности итераций Фейнмана-Чернова к полугруппе, разрешающей

задачу Коши для соответствующего уравнения Фоккера-Планка.

Структура данной главы выстроена следующим образом. В первом раз

деле содержатся необходимые предварительные сведения, включающие теоре

му Чернова и используемые определения случайного оператора и математиче

ского ожидания от случайного оператора, а также дается общая постановка

рассматриваемых задач. Во втором разделе рассматривается семейство случай

ных операторнозначных функций, порождаемых аффинными преобразовани

ями аргумента, и доказываются вспомогательные леммы. В третьем разделе

формулируется и доказывается являющаяся основным результатом данной гла

вы теорема 1.3.1 о сходимости последовательности усреднений итераций Фей

нмана-Чернова к соответствующей усредняющей по Чернову полугруппе. В

четвертом разделе изучаются композиции независимых случайных оператор

нозначных функций со значениями в пространстве ограниченных операторов,

действующих в 𝐿2(R), при этом рассматриваемые операторнозначные функции

порождаются решениями случайных линейных дифференциальных уравнений

с переменными коэффициентами на вещественной прямой. Также доказывает

ся возможность построения сильно состоятельной статистической оценки для
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усредняющей полугруппы на основе конечной выборки для случайной опера

торнозначной функции.

1.1 Композиции случайных операторнозначных функций

Пусть 𝑋 – банахово пространство, 𝐵(𝑋) – алгебра линейных ограничен

ных операторов в 𝑋. Также введем обозначение R+ = [0,+∞).

Определение 1.1.1. Операторнозначная функция 𝐹 (𝑡) : R+ → 𝐵(𝑋) называ

ется сильно непрерывной, если для любого 𝑢0 ∈ 𝑋 и любого 𝑡0 ≥ 0 выполняется

равенство

lim
𝑡→𝑡0
‖𝐹 (𝑡)𝑢0 − 𝐹 (𝑡0)𝑢0‖𝑋 = 0. (1.1)

Введем обозначение 𝐶𝑠(R+,𝐵(𝑋)) для топологического векторного про

странства сильно непрерывных операторнозначных функций 𝑈(𝑡) : [0,+∞)→

𝐵(𝑋). Топология 𝜏𝑠 в 𝐶𝑠(R+,𝐵(𝑋)) порождается семейством полунорм

Φ𝑇,𝑣(𝑈) = sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑈(𝑡)𝑣‖𝑋 , ∀𝑇 > 0,∀𝑣 ∈ 𝑋. (1.2)

Отметим, что если 𝑈, {𝑈𝑛}∞𝑛=0 ∈ 𝐶𝑠(R+,𝐵(𝑋)), то

𝑈𝑛
𝜏𝑠−→ 𝑈 ⇔ lim

𝑛→∞
sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑈𝑛(𝑡)𝑣 − 𝑈(𝑡)𝑣‖𝑋 = 0, ∀𝑇 > 0,∀𝑣 ∈ 𝑋. (1.3)

Определение 1.1.2. Операторнозначная функция 𝑈(𝑡) : R+ → 𝐵(𝑋) назы

вается полугруппой, если 𝑈(0) = 𝐼 (тождественный оператор) и 𝑈(𝑡1 + 𝑡2) =

𝑈(𝑡1) ∘ 𝑈(𝑡2), ∀𝑡1,𝑡2 ∈ R+.

С алгебраической точки зрения определение выше означает, что множе

ство значений 𝑈(𝑡) является не только полугруппой, но и коммутативным моно

идом, являющимся гомоморфным образом моноида R+ с операцией сложения.
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Но в теории операторов общепринятым является именно термин «полугруп

па». [53]

Определение 1.1.3. Полугруппа 𝑈(𝑡) : R+ → 𝐵(𝑋) называется сильно непре

рывной или 𝐶0-полугруппой, если для любого 𝑢0 ∈ 𝑋 выполняется равенство

lim
𝑡→0
‖𝑈(𝑡)𝑢0 − 𝑢0‖𝑋 = 0. (1.4)

Непрерывность в определении выше достаточно проверять только в нуле

в силу выполнения полугруппового свойства 𝑈(𝑡1 + 𝑡2) = 𝑈(𝑡1) ∘𝑈(𝑡2), ∀𝑡1,𝑡2 ∈

R+.

Определение 1.1.4. Генератором сильно непрерывной (или 𝐶0) полугруппы

𝑈(𝑡) называется оператор 𝐴 : 𝑋 ⊃ 𝐷(𝐴)→ 𝑋:

𝐴𝑢 = lim
𝑡→0

𝑈(𝑡)𝑢− 𝑢
𝑡

, 𝑢 ∈ 𝐷(𝐴), (1.5)

где область определения 𝐷(𝐴) определяется как множество таких элементов,

что данный предел существует.

Область определения генератора 𝐶0-полугруппы всюду плотна, а сам ге

нератор при этом является замкнутым оператором [54].

Доказательство основного результата данной главы существенно исполь

зует теорему Чернова [6], для ее формулировки будем использовать понятие

эквивалентности по Чернову [8].

Определение 1.1.5. Будем говорить, что сильно непрерывная операторнознач

ная функция 𝐹 (𝑡) : R+ → 𝐵(𝑋) эквивалентна по Чернову сильно непрерывной

полугруппе 𝑈(𝑡) : R+ → 𝐵(𝑋), если 𝐹 𝑛
(︀
𝑡
𝑛

)︀ 𝜏𝑠−→ 𝑈(𝑡).

В приведенных выше обозначениях теорема Чернова формулируется сле

дующим образом:
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Теорема (Чернов, 1968). Пусть операторнозначная функция 𝐹 (𝑡) ∈

𝐶𝑠(R+,𝐵(𝑋)) удовлетворяет условиям:

1. 𝐹 (0) является тождественным оператором,

2. ‖𝐹 (𝑡)‖𝐵(𝑋) ≤ 𝑒𝛼𝑡, 𝑡 ≥ 0 при некотором 𝛼 > 0,

3. оператор 𝐹 ′0 замыкаем и его замыкание является генератором сильно

непрерывной полугруппы 𝑈(𝑡).

Тогда функция 𝐹 (𝑡) эквивалентна по Чернову полугруппе 𝑈(𝑡).

Пусть ℋ – сепарабельное гильбертово пространство со скалярным произ

ведением (·,·). Введем понятия случайного оператора вℋ и его математического

ожидания. Пусть тройка (Ω,𝒜,𝜇) – вероятностное пространство.

Определение 1.1.6. Отображение 𝐴 : Ω→ 𝐵(ℋ) будем называть случайным

оператором в ℋ, если функции (𝐴𝑢,𝑣) : Ω → C являются (Ω,𝒜)-измеримыми

(т.е. являются случайными величинами) при всех 𝑢,𝑣 ∈ ℋ.

Так как ℋ – сепарабельное, то из слабой измеримости функции (𝐴𝑢,𝑣) :

Ω → C в определении 1.1.6 следует также измеримость функций 𝐴𝑢 : Ω → ℋ

для любого 𝑢 ∈ ℋ (сильная измеримость) и функции ‖𝐴‖ : Ω→ R (см. [55]).

Определение 1.1.7. Математическим ожиданием (или усреднением) случай

ного оператора 𝐴 будем называть оператор E𝐴 ∈ 𝐵(ℋ) такой, что

(E𝐴𝑢,𝑣) = E(𝐴𝑢,𝑣), ∀𝑢,𝑣 ∈ ℋ. (1.6)

Достаточные условия существования усреднения случайного оператора

можно найти, например, в работе [56].

Определение 1.1.8. Отображение 𝐹 : Ω → 𝐶𝑠(R+,𝐵(ℋ)) со значениями

𝐹𝜔(𝑡) ∈ 𝐶𝑠(R+,𝐵(ℋ)), 𝜔 ∈ Ω, называется случайной операторнозначной функ

цией, если 𝐹(·)(𝑡) является случайным оператором при всех 𝑡 ∈ R+.
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Для последовательности независимых одинаково распределенных случай

ных операторнозначных функций {𝐹𝑘(𝑡)}, 𝑘 ∈ N и произвольного неотрицатель

ного 𝑡 определены последовательности итераций Фейнмана-Чернова:

𝐹𝑛

(︂
𝑡

𝑛

)︂
∘ . . . ∘ 𝐹1

(︂
𝑡

𝑛

)︂
, 𝑛 ∈ N. (1.7)

Рассмотрим следующий иллюстративный пример. Решение задачи Коши

для одномерного уравнения переноса

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑎

𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝑢|𝑡=0 = 𝑓, (1.8)

где 𝑎 ∈ R, 𝑓 ∈ 𝐿2(R), задается действием сильно непрерывной полугруппы

сдвигов 𝑇 [𝑎] : R+ → 𝐵(𝐿2(R)):

𝑇 [𝑎](𝑡)𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥+ 𝑎𝑡), 𝑡 ∈ R+. (1.9)

Генератором полугруппы 𝑇 [𝑎] является оператор 𝐴:

𝐴𝑓 = 𝑓 ′,

𝐷(𝐴) = {𝑓 ∈ 𝐿2(R) : 𝑢 – абсолютно непрерывная и 𝑓 ′ ∈ 𝐿2(R}.
(1.10)

Также рассмотрим задачу Коши для одномерного уравнения теплопровод

ности
𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

1

2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, 𝑢|𝑡=0 = 𝑓. (1.11)

𝐶0-полугруппа 𝐻 : R+ → 𝐵(𝐿2(R)):

𝐻(𝑡)𝑓(𝑥) =
1√
𝜋𝑡

∫︁
R
𝑒

−(𝑦−𝑥)2

𝑡 𝑓(𝑦)𝑑𝑦, 𝑡 ∈ R+, (1.12)
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задает решение задачи Коши (1.11) для произвольного начального условия 𝑓 ∈

𝐿2(R). Генератором полугруппы 𝐻(𝑡) является замыкание оператора Лапласа:

𝐴𝑓 =
1

2
𝑓 ′′,

𝐷(𝐴) = 𝑆(R),
(1.13)

где 𝑆(R) – пространство Шварца.

Пусть теперь 𝑎 : Ω → R – вещественная случайная величина с нулевым

средним и единичной дисперсией. Тогда 𝑇 [𝑎] : Ω→ 𝐶𝑠(R+,𝐵(𝐿2(R))) – случай

ная 𝐶0-полугруппа, и согласно теореме 1.3.1 (см. раздел 1.3) выполнено

E

(︃
𝑇𝑛[𝑎]

(︃√︂
𝑡

𝑛

)︃
∘ . . . ∘ 𝑇1[𝑎]

(︃√︂
𝑡

𝑛

)︃)︃
𝜏𝑠−→ �̂�(𝑡) при 𝑛→∞, (1.14)

где {𝑇𝑖[𝑎]}∞𝑖=1 – последовательность независимых одинаково распределенных

случайных 𝐶0-полугрупп сдвигов.

Формула 1.14 может рассматриваться с одной стороны как обобщение цен

тральной предельной теоремы (при фиксированном 𝑡), а с другой как обобще

ние на случай операторнозначных функций следствия второго замечательного

предела: (︂
1 +

𝑡

𝑛

)︂𝑛

→ 𝑒𝑡 при 𝑛→∞, ∀𝑡 ∈ R. (1.15)

Таким образом, при выполнении условий теоремы Чернова последова

тельность усреднений Фейнмана-Чернова сходится в топологии пространства

𝐶𝑠(R+,𝐵(ℋ)) к предельной полугруппе. При этом усреднения итераций Фейн

мана-Чернова конечной кратности могут рассматриваться как аппроксимации

предельной полугруппы, которые при надлежащем выборе случайной функции

могут быть эффективно вычислены. В следующих двух разделах описанный

здесь подход применяется к классу случайных операторнозначных функций,

порождаемых случайными аффинными преобразованиями аргумента.
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1.2 Случайные аффинные преобразования аргумента функций

В данном разделе рассматриваются усреднения итераций Фейнмана-Чер

нова для класса случайных операторнозначных процессов со значениями в

алгебре ограниченных линейных операторов на сепарабельном гильбертовом

пространстве. Линейные операторы, являющиеся значениями рассматриваемых

случайных процессов, действуют в гильбертовом пространстве квадратично ин

тегрируемых функций на конечномерном евклидовом пространстве и задаются

случайными аффинными преобразованиями аргумента. При этом композиции

независимых одинаково распределенных случайных аффинных преобразований

представляют собой некоммутативный аналог случайных блужданий.

Рассмотрим случайную операторнозначную функцию 𝐹 (𝑡) : R+ →

Aff(R𝑑) со значениями в группе аффинных преобразований конечномерного ев

клидова пространства следующего вида

𝐹 (𝑡)�⃗� = 𝑒𝐴
√
𝑡+𝐵𝑡+𝑅(𝑡

3
2 )�⃗�+ ℎ⃗

√
𝑡+ �⃗�𝑡+ �⃗�(𝑡

3
2 ), 𝑡 ∈ R+, �⃗� ∈ R𝑑, (1.16)

где при 𝑖,𝑗 ∈ 1 . . . 𝑑 компоненты {𝐴𝑖
𝑗},{𝐵𝑖

𝑗},{ℎ𝑖},{𝑔𝑖} являются вещественными

случайными величинами, а {𝑅𝑖
𝑗(𝑠)} и {𝑟𝑖(𝑠)} – случайные непрерывно диффе

ренцируемые функции, обращающиеся в ноль в точке 𝑠 = 0. При этом все

случайные величины предполагаются совместно распределенными на вероят

ностном пространстве (Ω,𝒜,𝜇) и имеющими конечные вторые моменты.

При произвольном фиксированном 𝜔 ∈ Ω справедливо следующее пред

ставление для функции 𝐹 (𝑡).
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Лемма 1.2.1. В некоторой окрестности нуля функция 𝐹 (𝑡) вида (1.16) пред

ставима в виде композиции 𝐹2(𝑡) ∘ 𝐹1(𝑡), где

𝐹1(𝑡)�⃗� = 𝑒𝐵𝑡+𝑅0(𝑡
3
2 )�⃗�+ �⃗�𝑡+ �⃗�0(𝑡

3
2 ),

𝐹2(𝑡)�⃗� = 𝑒𝐴
√
𝑡�⃗�+ ℎ⃗

√
𝑡,

(1.17)

где {(𝑅0)
𝑖
𝑗(𝑠)} и {(𝑟0)𝑖(𝑠)} – некоторые непрерывно дифференцируемые функ

ции, обращающиеся в ноль в точке 𝑠 = 0.

Доказательство. По формуле Бейкера-Кэмпбелла-Хаусдорфа (см., напри

мер, [57]) при достаточно малых 𝑡 выполнено равенство

𝑒−𝐴
√
𝑡𝑒𝐴
√
𝑡+𝐵𝑡+𝑅(𝑡

3
2 ) = 𝑒𝐵𝑡+𝑅0(𝑡

3
2 ), (1.18)

причем {(𝑅0)
𝑖
𝑗(𝑠)} также являются непрерывно дифференцируемыми и равны

нулю в точке 𝑠 = 0. Тогда при �⃗�0(𝑡
3
2 ) = �⃗�(𝑡

3
2 )− 𝑒𝐴

√
𝑡�⃗�𝑡 получаем

𝐹 (𝑡)�⃗� = 𝑒𝐴
√
𝑡
(︁
𝑒+𝐵𝑡+𝑅(𝑡

3
2 )�⃗�+ �⃗�𝑡

)︁
+ ℎ⃗
√
𝑡+ �⃗�(𝑡

3
2 )− 𝑒𝐴

√
𝑡�⃗�𝑡 = 𝐹2(𝑡) ∘ 𝐹1(𝑡)�⃗�. (1.19)

Случайная операторнозначная функция 𝐹 (𝑡) (1.16) порождает случайную

операторнозначную функцию �̂�𝐹 (𝑡), 𝑡 ≥ 0, со значениями в пространстве ли

нейных ограниченных операторов, действующих в ℋ = 𝐿2(R𝑛) таким образом,

что при каждом фиксированном 𝜔 ∈ Ω выполняется равенство

�̂�𝐹 (𝑡,𝜔)𝑢(𝑥) = 𝑢(𝐹 (𝑡,𝜔)𝑥), ∀𝑢 ∈ ℋ. (1.20)

Согласно теореме 1 в работе [46] при условии

∫︁
Ω

⃒⃒⃒
det
{︁
(𝑒𝐴
√
𝑡+𝐵𝑡+𝑅(𝑡))

}︁⃒⃒⃒ 1
2

𝑑𝜇(𝜔) < +∞ (1.21)
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существует математическое ожидание

E�̂�𝐹 (𝑡)𝑢 =

∫︁
Ω

𝑢 ∘ 𝐹 (𝑡)𝑑𝜇(𝜔) ∈ ℋ, ∀𝑢 ∈ ℋ. (1.22)

Пусть выполняются следующие условия:

A1. операторы 𝐴,𝐵 и 𝑅′(𝑡) при каждом 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] принимают значения в

шаре радиуса 𝜌0 < +∞ пространства 𝐵(R𝑑) с вероятностью 1;

A2. распределение случайного вектора ({𝐴𝑖
𝑗}) дискретно и симметрично;

A3. Eℎ𝑖 = 0;

A4. оператор 𝐴 диагонализируем с вероятностью 1;

A5. tr𝐴 = 0 с вероятностью 1.

A6. ковариационная матрица случайного вектора ({𝐴𝑖
𝑗},{𝐵𝑖

𝑗},{ℎ𝑖},{𝑔𝑖})

является положительно определенной;

В условии A6 имеется в виду следующее. Рассмотрим компоненты мат

риц 𝐴,𝐵 и компоненты векторов ℎ⃗, �⃗� как один случайный вектор размерно

сти 2𝑛2 + 2𝑛. Ковариационная матрица такого вектора по определению явля

ется положительно полуопределенной. В A6 же накладывается условие, что

она строго положительно определена. Отсюда следует, что все вторые момен

ты ({𝐴𝑖
𝑗},{𝐵𝑖

𝑗},{ℎ𝑖},{𝑔𝑖}) строго больше нуля, а все их попарные корреляции

строго меньше 1, иначе ковариационная матрица была бы вырожденной.

Лемма 1.2.2. Пусть задана случайная операторнозначная функция 𝐹 вида

(1.16), для которой выполнены условия A1-A2. Тогда для некоторого положи

тельного 𝛼 справедлива оценка

‖E�̂�𝐹 (𝑡)‖𝐵(ℋ) ≤ 𝑒𝛼𝑡. (1.23)
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Доказательство.

‖E�̂�𝐹 (𝑡)‖2𝐵(ℋ) = sup
‖𝑢‖ℋ=1

∫︁
R𝑑

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒∫︁
Ω

𝑢(𝐹 (𝑡)𝑥)𝑑𝜇(𝜔)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
2

𝑑𝑥

1
≤ sup
‖𝑢‖ℋ=1

∫︁
R𝑑

∫︁
Ω

|𝑢(𝐹 (𝑡)𝑥)|2𝑑𝜇(𝜔)𝑑𝑥 2
= sup
‖𝑢‖ℋ=1

∫︁
Ω

∫︁
R𝑑

|𝑢(𝐹 (𝑡)𝑥)|2𝑑𝑥𝑑𝜇(𝜔)

3
= sup
‖𝑢‖ℋ=1

∫︁
Ω

∫︁
R𝑑

|𝑢(𝑥)|2
⃒⃒
det
(︀
𝐹−1(𝑡)

)︀⃒⃒
𝑑𝑥𝑑𝜇(𝜔) =

⃒⃒
E
(︀
det
{︀
𝐹−1

}︀
(𝑡)
)︀⃒⃒

=E𝑒− tr{(𝐴√𝑡+𝐵𝑡+𝑅(𝑡))}.
(1.24)

В приведенных выше выкладках в соответствующих переходах используются:

1 неравенство Коши — Буняковского - Шварца,

2 теорема Фубини,

3 теорема о замене переменной в интеграле Лебега.

По формуле Тейлора получаем:

‖E�̂�𝐹 (𝑡)‖𝐵(ℋ) ≤
(︁
E𝑒− tr{(𝐴√𝑡+𝐵𝑡+𝑅(𝑡))}

)︁ 1
2

=
(︁
E
(︁
1− 𝐴𝑖

𝑖

√
𝑡−𝐵𝑖

𝑖𝑡− 𝑜(𝑡)
)︁)︁ 1

2

,

(1.25)

причем E𝐴𝑖
𝑖 = 0, так как случайные величины 𝐴𝑖

𝑖 ограничены (A1) и распреде

лены симметрично (A2), а математическое ожидание от остаточного члена яв

ляется 𝑜(𝑡) в силу условия A1. Тогда для некоторого 𝛼 > 0 имеем при 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]:

‖E�̂�𝐹 (𝑡)‖𝐵(𝐿2(R)) ≤
(︀
1 + 𝑡

(︀
−E𝐵𝑖

𝑖 + 𝑜(𝑡)
)︀)︀ 1

2 ≤ 1 + 𝛼𝑡 ≤ 𝑒𝛼𝑡. (1.26)
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Лемма 1.2.3. Пусть задана случайная операторнозначная функция 𝐹 вида

(1.16), для которой выполнены условия A1-A3. Тогда для любого 𝑢 ∈ 𝐶∞0 (R𝑑)

(E�̂�𝐹 )
′
0𝑢 =E(𝐵𝑖

𝑗𝑥
𝑗 +

1

2
𝐴𝑖

𝑘𝐴
𝑘
𝑗𝑥

𝑗 + 𝑔𝑖)𝜕𝑖𝑢

+
1

2
E
(︀
𝐴𝑖

𝑘𝐴
𝑗
𝑙𝑥

𝑘𝑥𝑙 + 2𝐴𝑖
𝑘ℎ

𝑗𝑥𝑘 + ℎ𝑖ℎ𝑗
)︀
𝜕𝑖𝜕𝑗𝑢.

(1.27)

Доказательство. Найдем значение (E�̂�𝐹 )
′
0𝑢 = lim𝑡→0

(︁
E�̂�𝐹 (𝑡)𝑢−𝑢

𝑡

)︁
при 𝑢 ∈

𝐶∞0 (R𝑑), согласно формуле Тейлора:

E�̂�𝐹 (𝑡)𝑢(𝑥) = E𝑢(𝐹 (𝑡)𝑥)

=E
(︂
𝑢(𝑥) + 𝜕𝑖𝑢(𝑥) (𝐹 (𝑡)𝑥− 𝑥)𝑖 +

1

2
𝜕𝑖𝜕𝑗𝑢(𝑥) (𝐹 (𝑡)𝑥− 𝑥)𝑖 (𝐹 (𝑡)𝑥− 𝑥)𝑗 + 𝑟(𝑡)

)︂
=𝑢(𝑥) + 𝜕𝑖𝑢(𝑥)E (𝐹 (𝑡)𝑥− 𝑥)𝑖 + 1

2
𝜕𝑖𝜕𝑗𝑢(𝑥)E((𝐹 (𝑡)𝑥− 𝑥)𝑖 (𝐹 (𝑡)𝑥− 𝑥)𝑗) + E(𝑟(𝑡)),

(1.28)

где

𝑟(𝑡) = 𝜕𝑖𝜕𝑗𝜕𝑘𝑢(𝜁)(𝐹 (𝑡)𝑥− 𝑥)𝑖(𝐹 (𝑡)𝑥− 𝑥)𝑗(𝐹 (𝑡)𝑥− 𝑥)𝑘, (1.29)

и 𝜁 лежит между 0 и (𝐹 (𝑡)𝑥− 𝑥) и зависит от 𝜔.

В свою очередь для E(𝐹 (𝑡)𝑥− 𝑥) по формуле Тейлора получаем:

E(𝐹 (𝑡)𝑥− 𝑥)𝑖 =E
(︂
(𝐴𝑖

𝑗

√
𝑡+𝐵𝑖

𝑗𝑡) +
1

2
(𝐴𝑖

𝑘

√
𝑡+𝐵𝑖

𝑘𝑡)(𝐴
𝑘
𝑗

√
𝑡+𝐵𝑘

𝑗𝑡) + 𝑜(𝑡)

)︂
𝑥𝑗

+ Eℎ𝑖
√
𝑡+ E𝑔𝑖𝑡 = E

(︂
𝐵𝑖

𝑗𝑥
𝑗 +

1

2
𝐴𝑖

𝑘𝐴
𝑘
𝑗𝑥

𝑗 + 𝑔𝑖
)︂
𝑡+ 𝑜(𝑡).

(1.30)

Далее аналогично для мономов степеней 2 и 3 имеем:

E((𝐹 (𝑡)𝑥− 𝑥)𝑖 (𝐹 (𝑡)𝑥− 𝑥)𝑗)

=E(((𝐴𝑖
𝑗

√
𝑡+𝐵𝑖

𝑗𝑡) +
1

2
(𝐴𝑖

𝑘

√
𝑡+𝐵𝑖

𝑘𝑡)(𝐴
𝑘
𝑗

√
𝑡+𝐵𝑘

𝑗𝑡) + 𝑜(𝑡))𝑥𝑗 + ℎ𝑖
√
𝑡+ 𝑔𝑖𝑡)2 =

=E
(︀
𝐴𝑖

𝑘𝐴
𝑗
𝑙𝑥

𝑘𝑥𝑙 + 2𝐴𝑖
𝑘ℎ

𝑗𝑥𝑘 + ℎ𝑖ℎ𝑗
)︀
𝑡+ 𝑜(𝑡),

(1.31)

E((𝐹 (𝑡)𝑥− 𝑥)𝑖(𝐹 (𝑡)𝑥− 𝑥)𝑗(𝐹 (𝑡)𝑥− 𝑥)𝑘) = 𝑜(𝑡). (1.32)
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В формулах (1.30-1.32) учтены условия A1-A3 из формулировки теоремы, при

этом все остаточные члены класса 𝑜(𝑡) определены и равномерно липшецевы

по 𝜔 на отрезке [0,(𝐹 (𝑡)𝑥−𝑥)]. Из разложений (1.29-1.32) следует утверждение

леммы.

По лемме 3.1 в некоторой окрестности нуля функция 𝐹 (𝑡) представима

как композиция 𝐹2(𝑡) ∘𝐹1(𝑡) вида (1.17). Случайные функции 𝐹1(𝑡) и 𝐹2(𝑡) так

же в свою очередь порождают операторнозначные функции E�̂�𝐹1
(𝑡) и E�̂�𝐹2

(𝑡).

При этом производные (E�̂�𝐹1
)′0 и (E�̂�𝐹2

)′0 – это операторы, областью определе

ния которых являются подпространства, на которых дифференцируемы в нуле

E�̂�𝐹1
(𝑡) и E�̂�𝐹2

(𝑡) соответственно.

Операторы �̂�𝑗, 𝑗 = 1,2, определим следующим образом. При 𝑢 ∈ 𝐶∞0

�̂�1𝑢 = (E�̂�𝐹1
)′0𝑢 = E

(︀
𝐵𝑖

𝑗𝑥
𝑗 + 𝑔𝑖

)︀
𝜕𝑖𝑢 (1.33)

�̂�2𝑢 = (E�̂�𝐹2
)′0𝑢 =

1

2
E(𝐴𝑖

𝑘𝑥
𝑘 + ℎ𝑖)𝜕𝑖(𝐴

𝑗
𝑙𝑥

𝑙 + ℎ𝑗)𝜕𝑗𝑢. (1.34)

При этом заданный на пространстве 𝐶∞0 оператор (E�̂�𝐹2
)′0 определяет за

мыкаемую неположительную квадратичную форму 𝜅2. За область определения

оператора �̂�2 берется область определения Фридрихсова расширения оператора

(E�̂�𝐹2
)′0 : 𝐶

∞
0 → ℋ, т.е. оператора, ассоциированного с замыканием квадратич

ной формы 𝜅2.

В силу предположений A1-A3 оператор (1.33) определен на𝐷(�̂�2) посколь

ку существуют постоянные 𝑐1,𝑐2 > 0 такие, что

(�̂�1𝑢,�̂�1𝑢) ≤ 𝑐1‖𝑢‖2ℋ + 𝑐2|(𝑢,�̂�2𝑢)| ∀𝑢 ∈ 𝐷(�̂�2). (1.35)

Поэтому можно принять 𝐷(�̂�1) = 𝐷(�̂�2).

Заметим также, что 𝐹2(𝑡) в силу предположения A4 представима в виде

композиции случайного ортогонального преобразования 𝑆1, случайного самосо

пряженного преобразования 𝑆2 и сдвига 𝑆3 на случайный вектор ℎ⃗
√
𝑡. Таким
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образом, получаем

�̂�𝐹2
(𝑡)𝑢 = �̂�𝑆3

(
√
𝑡) ∘ �̂�𝑆2

(
√
𝑡) ∘ �̂�𝑆1

(
√
𝑡)𝑢, 𝑢 ∈ ℋ, 𝑡 ≥ 0 (1.36)

При этом оператор 𝑆3 неперестановочен с 𝑆1 и 𝑆2, поэтому для получения в

результате композиции преобразования 𝐹2 необходимо, чтобы оператор 𝑆3 дей

ствовал последним.

В работе [46] установлено, что для каждого 𝑖 = 1,2,3, и каждого 𝜔 ∈ Ω

однопараметрические семейства операторов �̂�𝑆𝑖(𝜔)(𝑡), 𝑡 ≥ 0, образует сильно

непрерывную унитарную группу операторов в пространствеℋ, при выполнении

условия A5 обладающую антиэрмитовым генератором �̂�𝑆𝑖(𝜔). Поэтому в силу

теоремы 1 работы [58] для каждого 𝑖 = 1,2,3, и каждого 𝑢 ∈ 𝐷((�̂�𝑖(𝜔))
2) верны

равенства

�̂�𝑆𝑖(𝜔)(𝑡)𝑢 = 𝑢+ 𝑡�̂�𝑆𝑖(𝜔)𝑢+
𝑡2

2
�̂�2
𝑆𝑖(𝜔)

𝑢+ �̂�𝑆𝑖
(𝑡,𝜔)𝑢, 𝜔 ∈ Ω , 𝑡 ≥ 0, (1.37)

причем при каждом 𝜔 ∈ Ω

lim
𝑡→0

1

𝑡2
‖�̂�𝑆𝑖

(𝑡,𝜔)𝑢‖ℋ = 0. (1.38)

Поэтому в силу предположений A1-A5 получаем

E�̂�𝑆𝑖(𝜔)(𝑡)𝑢 = 𝑢+ 𝑡2�̂�𝑆𝑖
𝑢+ �̂�𝑖(𝑡)𝑢, 𝑡 ≥ 0, lim

𝑡→0

1

𝑡2
‖�̂�𝑖(𝑡)𝑢‖𝐻 = 0. (1.39)

Здесь �̂�𝑆𝑖
𝑢 = 1

2E�̂�
2
𝑆𝑖
𝑢 ∀𝑢 ∈ 𝐶∞0 .

Операторы �̂�𝑆𝑗
: 𝐶∞0 → ℋ, 𝑗 = 1,2,3, плотно определены и непо

ложительны. Как показано в [55; 58], фридрихсовы расширения операторов

�̂�𝑆𝑗
: 𝐶∞0 → ℋ, 𝑗 = 1,2,3, являются генераторами �̂�𝑆𝑗

сильно непрерывных

сжимающих полугрупп 𝑒𝑡�̂�𝑆𝑗 в пространстве ℋ.

В приведенных выше обозначениях верна следующая лемма.
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Лемма 1.2.4. Пусть задана случайная операторнозначная функция 𝐹 вида

(1.16), для которой выполнены условия A1-A6. Тогда оператор �̂�2, заданный

как фридрихсово расширение оператора (E�̂�𝐹2
(𝑡))′0 :

⋂︀3
𝑖=1𝐷(�̂�𝑆𝑖

) → ℋ, име

ет область определения 𝐷(�̂�2) =
⋂︀3

𝑖=1𝐷(�̂�𝑆𝑖
) и является неположительным

самосопряженным.

Доказательство. В силу (1.37) на области определения (E�̂�𝐹2
(𝑡))′0 будет спра

ведливо равенство

(E�̂�𝐹2
(𝑡))′0𝑢 = E

(︂
1

2
�̂�2
𝑆1
+

1

2
�̂�2
𝑆2
+

1

2
�̂�2
𝑆3
+ �̂�𝑆2

∘ �̂�𝑆1
+ �̂�𝑆3

∘ �̂�𝑆2
+ �̂�𝑆3

∘ �̂�𝑆1

)︂
𝑢.

(1.40)

Из антиэрмитовости операторов 𝐿𝑆𝑖
следует, что (E�̂�𝐹2

(𝑡))′0 является непо

ложительным оператором:

(𝑢,(E�̂�𝐹2
(𝑡))′0𝑢) =

1

2
E((𝑢,�̂�2

𝑆1
𝑢) + (𝑢,�̂�2

𝑆2
𝑢) + (𝑢,�̂�2

𝑆2
𝑢)

+ 2(𝑢,�̂�𝑆2
∘ �̂�𝑆1

𝑢) + 2(𝑢,�̂�𝑆3
∘ �̂�𝑆3

𝑢) + 2(𝑢,�̂�𝑆3
∘ �̂�𝑆1

𝑢))

=− E‖(�̂�𝑆1
+ �̂�𝑆2

+ �̂�𝑆3
)𝑢‖2ℋ ≤ 0.

(1.41)

Аналогично рассуждениям в работе [46] рассмотрим квадратичную форму

𝛽(𝑢,𝑢) = −(𝑢,�̂�2|𝐶∞
0
𝑣) =

∫︁
R𝑑

E
(︀
𝐴𝑖

𝑘𝐴
𝑗
𝑙𝑥

𝑘𝑥𝑙 + 2𝐴𝑖
𝑘ℎ

𝑗𝑥𝑘 + ℎ𝑖ℎ𝑗
)︀
𝜕𝑖𝑢𝜕𝑗𝑢𝑑𝑥, (1.42)

для нее справедливо следующее представление

𝛽(𝑢,𝑢) =

∫︁
R𝑑

E|𝐴𝑖
𝑘𝑥

𝑘𝜕𝑖𝑢+ ℎ𝑖𝜕𝑖𝑢|2𝑑𝑥 =

∫︁
R𝑑

E|(∇𝑢,𝐴�⃗�+ ℎ⃗)|2𝑑𝑥

=

∫︁
R𝑑

|∇𝑢|2E(�⃗�,𝐴�⃗�+ ℎ⃗)2𝑑𝑥 =

∫︁
R𝑑

|∇𝑢|2Var(|�⃗�|(�⃗�,𝐴𝑒′) + (�⃗�,⃗ℎ))𝑑𝑥

=

∫︁
R𝑑

|∇𝑢|2(|�⃗�|2Var(�⃗�,𝐴𝑒′) + 2𝜌|�⃗�|
√︁

Var(�⃗�,𝐴𝑒′)Var(�⃗�,⃗ℎ) + Var(�⃗�,⃗ℎ))𝑑𝑥,

(1.43)

где �⃗� = ∇𝑢
|∇𝑢| , 𝑒

′ = �⃗�
|�⃗�| , 𝜌 – линейный коэффициент корреляции случайных ве

личин (�⃗�,𝐴𝑒′) и (�⃗�,⃗ℎ). Заметим, что если случайные величины (�⃗�,𝐴𝑒′) и (�⃗�,⃗ℎ),
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являющиеся линейными комбинациями случайных величин {𝐴𝑖
𝑗} и {ℎ𝑖} соот

ветственно, были бы линейно зависимыми, то тогда ковариационная матрица

случайного вектора ({𝐴𝑖
𝑗},{ℎ𝑘}) была бы вырожденной, что противоречит усло

вию A6. Отсюда следует, что ∃𝛾 > 0 : |𝜌| < 1− 𝛾.

Тогда из (1.43) следуют неравенства

−
(︁
𝑢,𝐶1(�̂�𝑆1

+ �̂�𝑆2
+ �̂�𝑆3

)𝑢
)︁
≤ 𝛽(𝑢,𝑢) ≤ −

(︁
𝑢,𝐶2(�̂�𝑆1

+ �̂�𝑆2
+ �̂�𝑆3

)𝑢
)︁
, (1.44)

при некоторых 𝐶1,𝐶2 > 0. Откуда следует, что область определения замыкания

𝛽(𝑢,𝑢) совпадает с областью определения замыкания формы −(𝑢,(�̂�𝑆1
+ �̂�𝑆2

+

�̂�𝑆3
)𝑢). Отсюда также следует, что

⋂︀3
𝑖=1𝐷(�̂�𝑆𝑖

) ⊂ 𝐷(�̂�2).

На
⋂︀3

𝑖=1𝐷(�̂�𝑆𝑖
) квадратичная форма оператора −�̂�2 мажорирует квад

ратичные формы операторов −�̂�𝑆𝑖
. Значит область определения замыкания

квадратичной формы оператора −�̂�2|⋂︀3
𝑖=1 𝐷(�̂�𝑆𝑖

) содержится в областях опреде

ления замыканий квадратичных форм операторов −�̂�𝑆𝑖
|⋂︀3

𝑖=1 𝐷(�̂�𝑆𝑖
). Напомним,

что при каждом 𝑖 = 1,2,3 оператор −�̂�𝑆𝑖
является фридрихсовым расширени

ем оператора −�̂�𝑆𝑖
|𝐶∞

0
[58]. Следовательно, область определения фридрихсова

расширения оператора �̂�2|⋂︀3
𝑖=1 𝐷(�̂�𝑆𝑖

) содержится в каждой из областей 𝐷(�̂�𝑆𝑖
),

и значит

𝐷(�̂�2) ⊂
3⋂︁

𝑖=1

𝐷(�̂�𝑆𝑖
).

Следовательно, оператор �̂�2, заданный как фридрихсово расширение опера

тора (E�̂�𝐹2
𝑢(𝑡))′|𝑡=0 :

⋂︀3
𝑖=1𝐷(�̂�𝑆𝑖

) → ℋ имеет область определения 𝐷(�̂�2) =⋂︀3
𝑖=1𝐷(�̂�𝑆𝑖

) и самосопряжен.

Лемма 1.2.5. Пусть задана случайная операторнозначная функция 𝐹 вида

(1.16), для которой выполнены условия A1-A6. Тогда для любого 𝑢 ∈ 𝐷(�̂�2)

существует производная (E�̂�𝐹 )
′
0𝑢 = �̂�2𝑢+ �̂�1𝑢.
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Доказательство. Для любого 𝑢 ∈ 𝐷(�̂�2) справедливо

(E�̂�𝐹 )
′
0𝑢 =(E(�̂�𝐹2

∘ �̂�𝐹1
))′0𝑢 = (E(�̂�𝐹2

∘ �̂�𝐹1
− �̂�𝐹1

+ �̂�𝐹1
))′0𝑢

=
(︁
E((�̂�𝐹2

− 𝐼) ∘ �̂�𝐹1
)
)︁′
0
𝑢+

(︁
E�̂�𝐹1

)︁′
0
𝑢 =

(︁
E
(︁
�̂�2 + �̂�(𝑡)

)︁)︁′
0
𝑢+ �̂�1𝑢

=�̂�2𝑢+ �̂�1𝑢,

(1.45)

где lim𝑡→0
1
𝑡‖�̂�(𝑡)𝑢‖𝐻 = 0.

Лемма 1.2.6. Пусть задана случайная операторнозначная функция 𝐹 вида

(1.16), для которой выполнены условия A1-A6. Тогда замыкание оператора

(E�̂�𝐹 )
′
0, является генератором сильно непрерывной полугруппы в пространстве

ℋ.

Доказательство. Замыкание оператора (E�̂�𝐹 )
′
0 в введенных выше обозначени

ях можно представить как �̂�1 + �̂�2 = �̂�.

После выделения полного квадрата в формуле (1.43) получаем оценку для

𝛽(𝑢,𝑢):

𝛽(𝑢,𝑢) ≥
∫︁
R𝑑

|∇𝑢|2(1− 𝜌2)Var(�⃗�,⃗ℎ)𝑑𝑥 ≥ 𝛼‖|∇𝑢|‖2, (1.46)

где 𝛼 – некоторая положительная константа, не зависящая от 𝑢.

Поскольку полуторалинейная форма 𝛽 является положительной, то опе

ратор �̂�2 является генератором сжимающей полугруппы в ℋ.

Квадратичная форма оператора 𝐼 + (−�̂�2) мажорирует квадратичную

форму оператора �̂�1, так как справедлива цепочка неравенств:

|(�̂�1𝑣,𝑣)| ≤
⃦⃦
E
(︀
𝐵𝑖

𝑗

)︀⃦⃦
𝐵(R𝑑)

‖|�⃗�||∇𝑣|‖𝐿2(R) ‖𝑣‖𝐿2(R) ≤
1

𝜀
𝐶((𝑣,𝑣)−𝜀(�̂�2𝑣,𝑣)) (1.47)

при произвольном 𝜀 ∈ (0,1]. Поскольку �̂� = �̂�1 + �̂�2 и квадратичная форма

оператора 𝐼 − �̂�2 мажорирует квадратичную форму оператора �̂�1 в силу нера

венства (1.47), то применима теорема о возмущении генератора полугруппы
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(см., например, [59]). Следовательно, оператор �̂� является генератором сильно

непрерывной полугруппы в пространстве ℋ.

1.3 Фейнмановские аппроксимации диффузионных полугрупп

Определение 1.3.1. Усредняющей по Чернову полугруппой для случайной

операторнозначной функции �̂�𝐹 , порождаемой функцией 𝐹 вида (1.16), будем

называть полугруппу �̂�𝐹 , генератором которой является замыкание оператора

(E�̂�𝐹 )
′
0.

Полугруппа �̂�𝐹 порождается решениями задачи Коши для уравнения

Колмогорова
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= �̂�𝑢, 𝑢|𝑡=0 = 𝑢0 (1.48)

для произвольного 𝑢0 ∈ ℋ, и где оператор �̂� на области определения (E�̂�𝐹 )
′
0

задается дифференциальным выражением

�̂� = E(𝐵𝑖
𝑗𝑥

𝑗 +
1

2
𝐴𝑖

𝑘𝐴
𝑘
𝑗𝑥

𝑗 + 𝑔𝑖)𝜕𝑖 +
1

2
E
(︀
𝐴𝑖

𝑘𝐴
𝑗
𝑙𝑥

𝑘𝑥𝑙 + 2𝐴𝑖
𝑘ℎ

𝑗𝑥𝑘 + ℎ𝑖ℎ𝑗
)︀
𝜕𝑖𝜕𝑗. (1.49)

Теорема 1.3.1. Пусть задана случайная операторнозначная функция 𝐹 ви

да (1.16), для которой выполнены условия A1-A6. Тогда последовательность

усреднений итераций Фейнмана-Чернова сходится в топологии 𝐶𝑠(R+,𝐵(ℋ)) к

соответствующей усредняющей по Чернову полугруппе:

E�̂�𝐹𝑛(
𝑡
𝑛 )∘...∘𝐹1(

𝑡
𝑛 )

𝜏𝑠−→ �̂�𝐹 (𝑡). (1.50)

Доказательство. Согласно леммам 2 и 3 в работе [46] в силу независимости

элементов последовательности {𝐹𝑘(𝑡)} для всех 𝑡 > 0, 𝑛 ∈ N справедливо ра
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венство :

E�̂�𝐹𝑛(
𝑡
𝑛 )∘...∘F1(

𝑡
𝑛 )

= E�̂�𝐹𝑛(
𝑡
𝑛 )
∘ . . . ∘ E�̂�𝐹1(

𝑡
𝑛 )
. (1.51)

Сильная непрерывность функции E�̂�𝐹 (𝑡) следует из того, что она являет

ся интегралом по вероятностной мере от функции, значениями которой явля

ются сильно непрерывные оператор-функции.

Тогда дальнейшее доказательство теоремы по существу состоит в провер

ке выполнения условий 1-3 теоремы Чернова для функции E�̂�𝐹 (𝑡).

1. E�̂�𝐹 (0) по построению является тождественным оператором.

2. По лемме 1.2.2 ‖E�̂�𝐹 (𝑡)‖𝐵(ℋ) ≤ 𝑒𝛼𝑡 для некоторого положительного 𝛼.

3. По лемме 1.2.6 замыкание оператора (E�̂�𝐹 )
′
0, является генератором

сильно непрерывной полугруппы �̂�𝐹 в пространстве ℋ.

Теорема 1.3.1 дает достаточные условия для сходимости последовательно

сти усреднений итераций Фейнмана-Чернова для случайных операторнознач

ных функций вида (1.16) к соответствующей усредняющей по Чернову полу

группе. В то же время результат этой теоремы может использоваться для по

строения вычислительно эффективных аппроксимаций решений многомерного

уравнения Колмогорова (см. следующую главу).

1.4 Усреднение по Чернову линейных обыкновенных

дифференциальных уравнений

В данном разделе изучаются композиции независимых случайных опе

раторнозначных функций со значениями в пространстве ограниченных опера

торов, действующих в 𝐿2(R), при этом рассматриваемые операторнозначные

функции порождаются решениями случайных линейных дифференциальных

уравнений с переменными коэффициентами на вещественной прямой. Рассмат
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риваемая постановка является частным случаем по отношению к задаче преды

дущего раздела, где рассматривались случайные аффинные преобразования в

евклидовом пространстве произвольной конечной размерности.

Также доказывается возможность построения сильно состоятельной ста

тистической оценки для усредняющей полугруппы на основе конечной выборки

для случайной операторнозначной функции. Отклонения значений композиций

независимых случайных полугрупп от их математического ожидания и их ве

роятностные свойства уже рассматривались в [60], и результаты этого раздела

являются их развитием.

В приложениях часто возникают задачи моделирования нестационарных

случайных процессов в различных постановках [61]. По отношению к рассматри

ваемой модели в случае нестационарных параметров в этом разделе доказыва

ется, что для обыкновенного и геометрического случайных блужданий предел

итераций Фейнмана-Чернова для конкретного момента времени может быть по

лучен с помощью усреднения по маргинальной по времени мере, в отличии от

общего случая не коммутирующих случайных аффинных преобразований.

Пусть (Ω,𝒜,𝜇) – некоторое вероятностное пространство, а функции 𝑓(𝑡)

и 𝑔(𝑡) являются случайными непрерывными абсолютно интегрируемыми функ

циями на интервале (0,𝑇 ), то есть отображениями вида Ω→ 𝐶𝐿1(0,𝑇 ), измери

мыми относительно 𝒜 при каждом 𝑡 ∈ R.

Рассмотрим случайное линейное неоднородное дифференциальное уравне

ние с переменными коэффициентами

�̇� = 𝑓(𝑡)𝑥+ 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ (0,𝑇 ). (1.52)

При фиксированном 𝜔 ∈ Ω общим решением уравнения (3.33) является семей

ство функций

𝑥(𝑡) = 𝐹 (𝑡)𝑥0 = 𝑥0𝑒
𝐴(𝑡) + 𝑒𝐴(𝑡)

∫︁ 𝑡

0

𝑒−𝐴(𝜉)𝑔(𝜉)𝑑𝜉, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), (1.53)
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где 𝐴(𝑡) =
∫︀ 𝑡

0 𝑓(𝜉)𝑑𝜉. Причем функции 𝑥(𝑡) по непрерывности могут быть про

должены на отрезок [0,𝑇 ].

Иными словами, уравнение (3.33) задает однопараметрическую сильно

непрерывную операторнозначную функцию 𝐹 (𝑡) : [0,𝑇 ] → Aff(R) со значения

ми в группе аффинных преобразований вещественной прямой.

На рисунке 1.1 приведен пример интегральных кривых для уравнения

�̇� = 𝑥+1−
√
𝑡

2
√
𝑡

, задаваемых как (𝑡,𝐹 (𝑡)𝑥0) при различных значениях 𝑥0.

Рисунок 1.1 — Интегральные кривые 𝐹 (𝑡)𝑥0.

Заметим, что если коэффициенты 𝑓(𝑡) и 𝑔(𝑡) определены и непрерывны на

всей вещественной прямой, то соответствующее неавтономное линейное уравне

ние будет определять (неавтономный) фазовый поток (рис. 1.2).

Таким образом, на вероятностном пространстве (Ω,𝒜,𝜇) определена слу

чайная операторнозначная функция 𝐹 (𝑡) : Ω→ ([0,𝑇 ]→ Aff(R)).

Случайная функция 𝐹 (𝑡) в свою очередь порождает соответствующую

случайную операторнозначную функцию �̂�𝐹 (𝑡) со значениями в простран

стве линейных ограниченных операторов, действующих в 𝐿2(R), равенством

�̂�𝐹 (𝑡)𝑢(𝑥) = 𝑢(𝐹 (𝑡)𝑥).
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Рисунок 1.2 — Преобразование потока для уравнения �̇� = 𝑥+ 1.

Согласно теореме 1 в работе [46] при условии

∫︁
Ω

⃒⃒⃒
𝑒−𝐴(𝑡)

⃒⃒⃒ 1
2

𝑑𝜇(𝜔) < +∞, ∀𝑡 ∈ [0,𝑇 ] (1.54)

существует математическое ожидание �̂�𝐹 (𝑡):

E�̂�𝐹 (𝑡)𝑢 =

∫︁
Ω

𝑢 ∘ 𝐹 (𝑡)𝑑𝜇(𝜔) ∈ ℋ, ∀𝑢 ∈ 𝐿2(R), ∀𝑡 ∈ [0,𝑇 ]. (1.55)

Для последовательности {𝐹𝑘(𝑡)}, 𝑘 ∈ N независимых одинаково распреде

ленных случайных функций вида (1.53) определены последовательности итера

ций Фейнмана-Чернова (рис. 1.3):

𝐹𝑛

(︂
𝑡

𝑛

)︂
∘ ... ∘ 𝐹1

(︂
𝑡

𝑛

)︂
, 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], 𝑛 ∈ N. (1.56)

Рассмотрим случай, когда случайная функция 𝐹 (𝑡) является простой (то

есть конечной суммой индикаторных случайных величин) и при каждом фик
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Рисунок 1.3 — Случайная реализация итераций Фейнмана-Чернова для
𝑛 = 10.

сированном 𝜔 представима в виде:

𝐹 (𝑡)𝑥 = 𝑥𝑒𝑎𝑡+𝑏
√
𝑡+𝑜(𝑡) + 𝑐𝑡+ 𝑑

√
𝑡+ 𝑜(𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], (1.57)

то есть порождается дифференциальным уравнением

2
√
𝑡�̇� =

(︁
2𝑎
√
𝑡+ 𝑏+ 𝑜

(︁√
𝑡
)︁)︁

𝑥+2𝑐
√
𝑡+𝑑+𝑜

(︁√
𝑡
)︁
, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ), 𝑥 ∈ R. (1.58)

Неавтономное векторное поле, соответствующее уравнению (1.52) продол

жается по непрерывности на [0,𝑇 ] × R только при 𝑏 = 𝑑 = 0. При этом поле

направлений, соответствующее этому же уравнению, всегда можно продолжить

по непрерывности на [0,𝑇 ]× R.

Частными случаями полей направлений, соответствующих дифференци

альным уравнениям вида (1.58), являются:

1) постоянные поля направлений;

2) поля направлений, соответствующие однородному и неоднородному ли

нейным уравнениям первого порядка с постоянным коэффициентом;
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3) поля направлений, соответствующие уравнениям с разделяемыми пе

ременными 2
√
𝑡�̇� = 𝑑 и 2

√
𝑡�̇� = 𝑏𝑥;

Лемма 1.4.1. Пусть задана простая случайная операторнозначная функция

𝐹 : Ω → 𝐶𝑠([0,𝑇 ],𝐵(𝐿2(R))) вида (1.57), причем E𝑑 = 0, E𝑑2 > 0, E(𝑏𝑑)2 <

(E𝑏2)(E𝑑2) и распределение 𝑏 является симметричным.

Тогда для любого 𝑇 > 0 и любого 𝑢0 ∈ 𝐿2(R) выполняется равенство

lim
𝑛→∞

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖(E�̂�𝐹𝑛(
𝑡
𝑛 )∘....∘𝐹1(

𝑡
𝑛 )
− �̂� (𝑡))𝑢0‖𝐿2(R) = 0, (1.59)

где �̂� – полугруппа, порождаемая решениями задачи Коши

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= E

(︂
𝑐+ 𝑎𝑥+

1

2
𝑏2𝑥

)︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ E

(︀
𝑏2𝑥2 + 2𝑏𝑑𝑥+ 𝑑2

)︀ 𝜕2𝑢
𝜕𝑥2

, 𝑢|𝑡=0 = 𝑢0. (1.60)

Лемма 1.4.1 является прямым следствием из теоремы 1.3.1, так как она

является ее частным случаем для простой случайной величины и размерности

1.

Пусть �̂�1(𝑡),...,�̂�𝑘(𝑡) – сильно непрерывные операторнозначные функции

[0,𝑇 ] → 𝐵(𝑋), являющиеся выборкой из распределения случайной оператор

нозначной функции �̂� : Ω → 𝐶𝑠([0,𝑇 ],𝐵(𝑋)), определим выборочное среднее

�̂�(𝑡) как:

�̂�(𝑡)𝑢 =
1

𝑘

𝑘∑︁
𝑖=1

�̂�𝑖(𝑡)𝑢, ∀𝑢 ∈ 𝑋. (1.61)

Лемма 1.4.2. Пусть задана простая случайная операторнозначная функция

𝐹 : Ω → 𝐶𝑠([0,𝑇 ],𝐵(R)), тогда при произвольном фиксированном 𝑛 почти на

верное выполнено равенство

lim
𝑘→∞

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖�̂�𝐹𝑛(
𝑡
𝑛 )∘....∘𝐹1(

𝑡
𝑛 )
− E�̂�𝐹𝑛(

𝑡
𝑛 )∘....∘𝐹1(

𝑡
𝑛 )
‖ = 0. (1.62)



36

Доказательство. Так как 𝐹 является простой случайной величиной, то

�̂�𝐹𝑛(
𝑡
𝑛 )∘....∘𝐹1(

𝑡
𝑛 )

представима в виде конечной суммы:

�̂�𝐹𝑛(
𝑡
𝑛 )∘....∘𝐹1(

𝑡
𝑛 )

=
𝑁∑︁
𝑖=1

1Ω𝑖
(𝜔)�̂�𝑖(𝑡), (1.63)

где совокупность Ω𝑖 является конечным разбиением Ω, а �̂�𝑖 – некоторые функ

ции из 𝐶𝑠([0,𝑇 ],𝐵(𝑋)).

Тогда

�̂�𝐹𝑛(
𝑡
𝑛 )∘....∘𝐹1(

𝑡
𝑛 )
− E�̂�𝐹𝑛(

𝑡
𝑛 )∘....∘𝐹1(

𝑡
𝑛 )

=
𝑁∑︁
𝑖=1

(𝑝𝑖 − 𝑝𝑖)�̂�𝑖(𝑡), (1.64)

где 𝑝𝑖 являются сильно состоятельными оценками вероятностей 𝑝𝑖.

Цепочка неравенств

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖�̂�𝐹𝑛(
𝑡
𝑛 )∘....∘𝐹1(

𝑡
𝑛 )
− E�̂�𝐹𝑛(

𝑡
𝑛 )∘....∘𝐹1(

𝑡
𝑛 )
‖ ≤ sup

𝑡∈[0,𝑇 ]

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

(𝑝𝑖 − 𝑝𝑖)‖�̂�𝑖(𝑡))‖

)︃
≤

≤
𝑁∑︁
𝑖=1

(𝑝𝑖 − 𝑝𝑖) sup
𝑡∈[0,𝑇 ],𝑖=1...𝑁

‖�̂�𝑖(𝑡))‖ ≤ 𝛼

𝑁∑︁
𝑖=1

(𝑝𝑖 − 𝑝𝑖), (1.65)

доказывает теорему.

Лемма (1.4.2) показывает, что �̂�𝐹𝑛(
𝑡
𝑛 )∘....∘𝐹1(

𝑡
𝑛 )

является сильно состоятель

ной статистической оценкой для операторнозначной функции E�̂�𝐹𝑛(
𝑡
𝑛 )∘....∘𝐹1(

𝑡
𝑛 )

.

Теорема 1.4.1. Пусть задана простая случайная операторнозначная функция

𝐹 : Ω → 𝐶𝑠([0,𝑇 ],𝐵(𝐿2(R))) вида (1.57), причем E𝑑 = 0, E𝑑2 > 0 и E(𝑏𝑑)2 <

(E𝑏2)(E𝑑2) и распределение 𝑏 является симметричным.

Тогда для любого 𝑇 > 0 и любого 𝑢0 ∈ 𝐿2(R)

lim
𝑛→∞

lim
𝑘→∞

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖(�̂�𝐹𝑛(
𝑡
𝑛 )∘....∘𝐹1(

𝑡
𝑛 )
− �̂� (𝑡))𝑢0‖𝐿2(R) = 0 (1.66)
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почти наверное, и где �̂� – полугруппа, порождаемая решениями задачи Коши

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= E

(︂
𝑐+ 𝑎𝑥+

1

2
𝑏2𝑥

)︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ E

(︀
𝑏𝑥2 + 2𝑏𝑑𝑥+ 𝑑2

)︀ 𝜕2𝑢
𝜕𝑥2

, 𝑢|𝑡=0 = 𝑢0. (1.67)

Доказательство. Заметим, что

‖(�̂�𝐹𝑛(
𝑡
𝑛 )∘....∘𝐹1(

𝑡
𝑛 )
−�̂� (𝑡))𝑢0‖𝐿2(R) ≤ ‖(�̂�𝐹𝑛(

𝑡
𝑛 )∘....∘𝐹1(

𝑡
𝑛 )
−E�̂�𝐹𝑛(

𝑡
𝑛 )∘....∘𝐹1(

𝑡
𝑛 )
)𝑢0‖𝐿2(R)+

+ ‖(E�̂�𝐹𝑛(
𝑡
𝑛 )∘....∘𝐹1(

𝑡
𝑛 )
− �̂� (𝑡))𝑢0‖𝐿2(R), (1.68)

тогда требуемое утверждение непосредственно следует из лемм (1.4.1) и (1.4.2),

примененных для первого и второго слагаемых в правой части соответственно.

Теорема (1.4.1) обосновывает возможность при аппроксимации полугруп

пы �̂� использовать не само математическое ожидание E�̂�𝐹𝑛(
𝑡
𝑛 )∘....∘𝐹1(

𝑡
𝑛 )

, а его

статистическую сильно состоятельную оценку (1.61).

В случае 𝑎 = 𝑏 = 0 случайное аффинное преобразование прямой вида

(1.57) является случайным сдвигом с точностью до бесконечно малых добавок.

При этом итерации Фейнмана-Чернова (1.56) при действии на элемент R по

рождают обыкновенное случайное блуждание в R. А предел по распределению

таких итерации в случае E𝑐 = 0 является стандартным броуновским движени

ем, также называемым винеровским процессом (рис. 1.4).

В случае 𝑐 = 𝑑 = 0 случайное аффинное преобразование прямой стано

вится линейным и является просто умножением на число. При этом итерации

Фейнмана-Чернова (1.56) при действии на элемент R порождают геометриче

ское случайное блуждание в R. А предел по распределению таких итерации

является геометрическим винеровским процессом со сносом (рис. 1.5).



38

Рисунок 1.4 — Аппроксимация винеровского процесса итерациями
Фейнмана-Чернова.

В случае 𝑏 = 𝑐 = 0 предел по распределению итерации Фейнмана-Чернова

(1.7) является процессом Орнштейна-Уленбека.

Рассмотрим случай, когда мера 𝜇𝑡 распределения функции 𝐹 (𝑡) не являет

ся стационарной, а меняется со временем. Маргинальную по 𝑡 меру обозначим

за 𝜇. В этом контексте возникает вопрос, как связаны пределы последователь

ностей итераций Фейнмана-Чернова с нестационарными параметрами, генери

руемыми мерой 𝜇𝑡, и со стационарными параметрами, генерируемыми мерой

𝜇.

Теорема 1.4.2. Пусть задано семейство {𝐹𝜏}, 𝜏 ∈ [0,𝑇 ] простых случайных опе

раторнозначных функций, таких что для каждого 𝜏 функция 𝐹𝜏 вида (1.57),

параметры которой определены на вероятностном пространстве (Ω,𝒜,𝜇𝜏), удо

влетворяет условиям E𝑑 = 0 и 𝑎 = 𝑏 = 0.

Тогда для любого 𝑢0 ∈ 𝐿2(R) выполняется равенство

lim
𝑛→∞
‖(E�̂�𝐹(𝑛−1)𝑇 (

𝑇
𝑛 )∘....∘𝐹0(

𝑇
𝑛 )
− �̂� (𝑇 ))𝑢0‖𝐿2(R) = 0, (1.69)
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Рисунок 1.5 — Аппроксимация геометрического броуновского движения.

где �̂� – полугруппа, порождаемая решением задачи Коши

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= E𝜇𝑐

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ E𝜇𝑑

2𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2
, 𝑢|𝑡=0 = 𝑢0. (1.70)

Доказательство. Определим случайную операторнозначную функцию

𝐹 (𝑡)𝑥 = 𝑥+ 𝑐𝑡+ 𝑑
√
𝑡+ 𝑜(𝑡), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ], (1.71)

у которой (𝑐,𝑑) распределены с маргинальной по 𝜏 мерой 𝜇 и соответству

ющую последовательность независимых {𝐺𝑘(𝑡)},𝑘 ∈ N.

В условиях теоремы 𝐹(𝑛−1)𝑇 (
𝑇
𝑛 )∘ ....∘𝐹0(

𝑇
𝑛 )𝑥 и 𝐺𝑛(

𝑇
𝑛 )∘ ....∘𝐺1(

𝑇
𝑛 )𝑥 являют

ся суммами независимых случайных величин, удовлетворяющих условиям цен

тральной предельной теоремы Ляпунова и поэтому сходятся в пределе 𝑛→∞

по распределению к 𝒩 (E𝜇𝑐𝑇,E𝜇𝑑
2𝑇 ). Тогда для любого 𝑢0 ∈ 𝐿2(R)

lim
𝑛→∞
‖(E�̂�𝐹(𝑛−1)𝑇 (

𝑇
𝑛 )∘....∘𝐹0(

𝑇
𝑛 )
− E�̂�𝐺𝑛(

𝑇
𝑛 )∘....∘𝐺1(

𝑇
𝑛 )
)𝑢0‖𝐿2(R) = 0. (1.72)
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Рисунок 1.6 — Линейное случайное блуждание с нестационарным параметром
сноса.

Применение следствия 3.1 для 𝐺(𝑡) и неравенства треугольника доказывает

требуемое утверждение.

Аналогичным образом доказывается следующее утверждение

Теорема 1.4.3. Пусть задано семейство {𝐹𝜏}, 𝜏 ∈ [0,𝑇 ] простых случайных опе

раторнозначных функций, таких что для каждого 𝜏 функция 𝐹𝜏 вида (1.57),

параметры которой определены на вероятностном пространстве (Ω,𝒜,𝜇𝜏), удо

влетворяет условиям 𝑐 = 𝑑 = 0 и и распределение 𝑏 является симметричным.

Тогда для любого 𝑢0 ∈ 𝐿2(R+) выполняется равенство

lim
𝑛→∞
‖(E�̂�𝐹(𝑛−1)𝑇 (

𝑇
𝑛 )∘....∘𝐹0(

𝑇
𝑛 )
− �̂� (𝑇 ))𝑢0‖𝐿2(R+) = 0,

где Ŵ – полугруппа, порождаемая решением задачи Коши

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

(︂
E𝜇𝑎𝑥+

1

2
E𝜇𝑏

2𝑥

)︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ E𝜇𝑏

2𝑥2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, 𝑢|𝑡=0 = 𝑢0. (1.73)
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Рисунок 1.7 — Аффинное случайное блуждание с нестационарным
параметром линейного сноса.

Аналогичное утверждение для общего случая нестационарного распреде

ления функции 𝐹 (𝑡), удовлетворяющего условиям теоремы 1.4.1, оказывается

неверным из-за некоммутативности аффинных преобразований, что проиллю

стрировано на рисунке 1.7 с помощью численного моделирования.
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Глава 2. Аппроксимация решений многомерного уравнения

Колмогорова

Многомерные уравнения в частных производных встречаются в большом

числе различных практических приложений. Численное решение таких уравне

ний при помощи сеточных алгоритмов, таких как конечно-разностные алгорит

мы или метод конечных элементов, становится практически невозможным для

достаточно больших размерностей. Стандартным подходом для задач большой

размерности является построение статистических оценок для решений методом

Монте-Карло [62–64]. Также в последние годы получили развитие идеи примене

ния глубоких нейронных сетей для построения аппроксимаций решений [65–68].

Обучение таких сетей также требует достаточно больших обучающих выборок,

которые опять же, как правило, строятся методом Монте-Карло.

В этой главе предлагается новый алгоритм численной аппроксимации ре

шений многомерного уравнения Колмогорова, основанный на усреднении ите

раций Фейнмана-Чернова [10] для случайных операторнозначных функций. Ос

новная идея алгоритма берет свое начало в теории сильно непрерывных полу

групп и состоит в построении аппроксимации для оператора эволюции, действу

ющего на начальное условие, на основе теоремы Чернова [6]. Предлагаемый

алгоритм имеет меньшую вычислительную сложность по сравнению со стан

дартным Монте-Карло алгоритмом [62], использующим формулу Фейнмана

Каца [69–71], в случае когда значения усредняемых случайных операторнознач

ных функции принадлежат представлению какой-либо конечномерной группы

Ли. В частности, в третьем разделе рассмотрен случай группы аффинных пре

образований евклидова пространства и соответствующие уравнения, порождае

мые при усреднениях итераций Фейнмана-Чернова. Также в четвертом разделе

приведены результаты численных расчетов для двух модельных задач со срав

нением стандартного и предлагаемого алгоритмов.
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2.1 Уравнение Колмогорова и формула Фейнмана-Каца

Пусть R𝑑 – евклидово пространство конечной размерности 𝑑, 𝐿2(R𝑑) –

пространство квадратично интегрируемых функций. Рассмотрим задачу Коши

𝜕𝑡𝑢 = 𝐿𝑢, 𝑡 ∈ (0,𝑇 ] (2.1)

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0, (2.2)

где 𝑢0 ∈ 𝐿2(R𝑑) ∩ 𝐶2(R𝑑) – некоторое начальное условие, а

𝐿 = 𝜇𝑖(𝑥)𝜕𝑖 +
1

2
𝐷𝑖𝑗(𝑥)𝜕𝑖𝜕𝑗 (2.3)

– дифференциальный оператор, задаваемый коэффициентами сноса 𝜇 : R𝑑 →

R𝑑 и диффузии 𝐷 = 𝜎𝜎𝑇 : R𝑑 → R𝑑×𝑑.

Рассмотрим также соответствующее стохастическое дифференциальное

уравнение в форме Ито

𝑑𝑋 = 𝜇𝑑𝑡+ 𝜎𝑑𝑊, (2.4)

где 𝑊 – стандартный винеровский процесс.

При выполнении достаточных условий:

1. ∃𝐶1 > 0 : ‖𝜇(𝑥)‖ + ‖𝜎(𝑥)‖ ≤ 𝐶1(1 + ‖𝑥‖), ∀𝑥 ∈ R𝑑 (ограниченного

роста),

2. ∃𝐶2 > 0 : ‖𝜇(𝑥1)−𝜇(𝑥2)‖+‖𝜎(𝑥1)−𝜎(𝑥2)‖ ≤ 𝐶2(‖𝑥1−𝑥2‖), ∀𝑥1,𝑥2 ∈ R𝑑

(Липшица),

3. ∃𝐶3 > 0 : (𝜂,𝜎𝜎𝑇 (𝑥)𝜂) ≥ 𝐶3‖𝜂‖, ∀𝑥 ∈ R𝑑,∀𝜂 ∈ 𝑇𝑥R𝑑 (равномерной

эллиптичности)

задача Коши (2.1)-(2.2) имеет для произвольного 𝑢0 ∈ 𝐿2(R𝑑) ∩ 𝐶2(R𝑑) един

ственное сильное решение 𝑢(𝑥,𝑡) ∈ 𝐶2,1(R𝑑 × [0,𝑇 ]), а уравнение (2.4) с началь

ным условием 𝑋(0) = 𝑥0 ∈ R𝑑 имеет сильно единственное (pathwise unique)
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решение 𝑋(𝑡) [71; 72]. При этом формула Фейнмана-Каца связывает эти два

решения следующим образом

𝑢(𝑥,𝑡) = E(𝑢0(𝑋(𝑡))|𝑋(0) = 𝑥). (2.5)

Уравнение, задаваемое сопряженным к 𝐿 оператором

𝜕𝑡𝑝 = 𝐿*𝑝, (2.6)

и описывающее эволюцию плотности распределения 𝑝(𝑡) случайной величины

𝑋(𝑡), называют уравнением Фоккера-Планка или прямым уравнением Колмо

горова, а уравнение (2.1) – обратным уравнением Колмогорова [71].

Формула Фейнмана-Каца (2.5) позволяет получить численную оценку зна

чения 𝑢(𝑥,𝑡) для уравнения (2.1), применив метод Эйлера-Маруямы для моде

лирования случайного процесса 𝑋(𝑡) и метод Монте-Карло для статистической

оценки математического ожидания.

Стандартный алгоритм вычисления оценки для решения задачи Коши

(2.1)-(2.2) методом Монте-Карло с использованием формулы Фейнмана-Каца

выглядит следующим образом [62]:
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Алгоритм: Monte-Carlo by Feynman-Kac (MCFK)
Data: functions 𝑢0(·),𝜇(·),𝜎(·), target points {𝑥𝑖}𝑁𝑖=1, timestep size Δ𝑡,

timesteps count 𝑁_𝑡, iterations count 𝑁_𝑖𝑡𝑒𝑟.

Result: {𝑢𝑖}𝑁𝑖=1

begin

{𝑢𝑖}𝑘𝑖=1 ← 0;

foreach 𝑥 in {𝑥𝑖}𝑁𝑖=1 do

for 𝑖𝑡𝑒𝑟𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 = 1 to 𝑁_𝑖𝑡𝑒𝑟 do

𝑥_𝑟𝑎𝑛𝑑_𝑝𝑎𝑡ℎ← 𝑥;

for 𝑡𝑖𝑚𝑒_𝑠𝑡𝑒𝑝 = 1 to N_t do

𝜉 ←random sample from standard normal distribution;

𝑥_𝑟𝑎𝑛𝑑_𝑝𝑎𝑡ℎ← 𝑥_𝑟𝑎𝑛𝑑_𝑝𝑎𝑡ℎ+ 𝜇(𝑥_𝑟𝑎𝑛𝑑_𝑝𝑎𝑡ℎ)Δ𝑡+

𝜎(𝑥_𝑟𝑎𝑛𝑑_𝑝𝑎𝑡ℎ)𝜉
√
Δ𝑡;

end

𝑢𝑖 ← 𝑢𝑖 + 𝑢0(𝑥_𝑟𝑎𝑛𝑑_𝑝𝑎𝑡ℎ)/𝑁_𝑖𝑡𝑒𝑟;

end

end

end

Данный алгоритм является бессеточным и характеризуется вычислитель

ной сложностью 𝑂(𝑁𝑁𝑖𝑡𝑒𝑟𝑁𝑡), где 𝑁 – число точек, в которых строится оценка,

𝑁𝑖𝑡𝑒𝑟 – число итераций метода Монте-Карло, а 𝑁𝑡 – число шагов по времени в

методе Эйлера-Маруямы.

Статистические аппроксимации решения задачи Коши (2.1)-(2.2) методом

Монте-Карло используются в случае большой размерности решаемой задачи,

так как в этом случае сеточные численные методы не применимы из-за чрезвы

чайно большого размера расчетной сетки (см., например, [62–64;73;74]).
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2.2 Аппроксимация решений с помощью итераций

Фейнмана-Чернова

В этом разделе численная аппроксимация решений задачи Коши

(2.1)-(2.2) рассматривается с точки зрения теории сильно непрерывных полу

групп и описывается Монте-Карло алгоритм, основанный на применении ите

раций Фейнмана-Чернова для операторнозначных функций.

Если дифференциальный оператор 𝐿 (2.3) является генератором сильно

непрерывной полугруппы 𝑒𝐿𝑡 : R+ → 𝐿2(R𝑑), тогда для произвольного началь

ного условия 𝑢0 ∈ 𝐿2(R𝑑) слабое решение задачи Коши (2.1)-(2.2) представля

ется в виде [54]:

𝑢(𝑥,𝑡) = 𝑒𝐿𝑡𝑢0(𝑥), 𝑡 ∈ [0,𝑇 ]. (2.7)

Пусть {𝐹𝑘(𝑡)}, 𝑘 ∈ N – последовательность независимых одинаково распре

деленных случайных сильно непрерывных операторнозначных функций Ω →

𝐶𝑠(R+,𝐵(𝑋)), определенных на вероятностном пространстве (Ω,𝒜,𝜇). Пусть

также средние E𝐹𝑘(𝑡) : R+ → 𝐵(𝑋) эквивалентны по Чернову полугруппе

𝑒𝐿𝑡. Тогда в силу теоремы Чернова [6] конечная композиция операторов

𝑁∏︁
𝑖=1

E𝐹𝑖

(︂
𝑡

𝑁

)︂
= E

(︃
𝑁∏︁
𝑖=1

𝐹𝑖

(︂
𝑡

𝑁

)︂)︃
(2.8)

при достаточно большом 𝑁 может быть использована в качестве аппроксима

ции оператора 𝑒𝐿𝑡. Операция взятия математического ожидания в формуле (2.8)

может быть вынесена наружу в силу независимости 𝐹𝑘(𝑡) [46]. И тогда оценка

для решения задачи Коши (2.1)-(2.2) 𝑢(𝑥,𝑡) может быть получена с помощью ме

тода Монте-Карло для оценки математического ожидания E
(︁∏︀𝑁

𝑖=1 𝐹𝑖

(︀
𝑡
𝑁

)︀)︁
𝑢0.
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Предлагаемый в данной работе алгоритм, использующий метод Монте

Карло для семплирования итераций Фейнмана-Чернова, выглядит следующим

образом
Алгоритм: Monte-Carlo by Feynman-Chernoff (MCFCh)

Data: functions 𝑢0(·),𝜇(·),𝜎(·), target points {𝑥𝑖}𝑁𝑖=1, timestep size Δ𝑡,

timesteps count 𝑁_𝑡, iterations count 𝑁_𝑖𝑡𝑒𝑟.

Result: {𝑢𝑖}𝑁𝑖=1

begin

{𝑢𝑖}𝑘𝑖=1 ← 0;

for 𝑘 = 1 to 𝑁_𝑖𝑡𝑒𝑟 do

𝐴𝑘 ← 𝐼𝑑;

for 𝑡𝑖𝑚𝑒_𝑠𝑡𝑒𝑝 = 1 to N_t do
𝐹 ( 𝑡

𝑁 )←random sample from operator-valued function

distribution;

𝐴𝑘 ← 𝐴𝑘 ∘ 𝐹 ( 𝑡
𝑁 );

end

foreach 𝑥 in {𝑥𝑖}𝑁𝑖=1 do

𝑢𝑖 ← 𝑢𝑖 + 𝐴𝑘𝑢0(𝑥)/𝑁_𝑖𝑡𝑒𝑟;

end

end

end

Данный алгоритм также является бессеточным. В общем случае вычис

лительная сложность метода также является 𝑂(𝑁𝑁𝑖𝑡𝑒𝑟𝑁𝑡), где 𝑁 – число то

чек, в которых строится оценка, 𝑁𝑖𝑡𝑒𝑟 – число итераций метода Монте-Карло,

а 𝑁𝑡 – число итераций Фейнмана-Чернова. Но в случае когда значения опера

торнозначных функции принадлежат представлению какой-либо конечномер

ной группы Ли (например представлению группы аффинных преобразований,

см. следующий раздел) вычислительная сложность может быть понижена до

𝑂(𝑁𝑖𝑡𝑒𝑟(𝑁𝑡 + 𝑁)), что является значительным преимуществом. Возможность
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уменьшения сложности возникает здесь из-за того, что операторы 𝐴𝑘 в алго

ритме MCFCh в этом случае однозначно восстанавливаются из элемента по

рождающей группы, и для вычисления 𝐴𝑘𝑢0(𝑥) во втором внутреннем цикле не

требуется вычислений всех промежуточных шагов для каждой целевой точки.

В данном разделе приведен пример построения численного Монте-Карло

алгоритма для аппроксимаций решений многомерного уравнения Колмогорова,

основанного на усреднении итераций Фейнмана-Чернова случайных оператор

нозначных функций. Предлагаемый алгоритм имеет меньшую вычислительную

мощность для определенного класса уравнений за счет использования структу

ры группы Ли на множестве значений рассматриваемых операторнозначных

функций.

2.3 Усреднение аффинных преобразований

В данном разделе рассматривается усреднение по Чернову аффинных пре

образований аргумента функций и соответствующие порождаемые уравнения

Колмогорова. Для таких уравнений задача Коши (2.1)-(2.2) может быть числен

но решена алгоритмом MCFCh с вычислительной сложностью 𝑂(𝑁𝑖𝑡𝑒𝑟(𝑁𝑡+𝑁)).

Рассмотрим случайную операторнозначную функцию 𝐹 (𝑡) : R+ →

Aff(R𝑑) со значениями в группе аффинных преобразований конечномерного ев

клидова пространства следующего вида

𝐹 (𝑡)�⃗� = 𝑒𝐴
√
𝑡+𝐵𝑡+𝑅(𝑡

3
2 )�⃗�+ ℎ⃗

√
𝑡+ �⃗�𝑡+ �⃗�(𝑡

3
2 ), 𝑡 ∈ R+, �⃗� ∈ R𝑑, (2.9)

где при 𝑖,𝑗 ∈ 1...𝑑 компоненты {𝐴𝑖
𝑗},{𝐵𝑖

𝑗},{ℎ𝑖},{𝑔𝑖} являются вещественными

случайными величинами, а {𝑅𝑖
𝑗(𝑠)} и {𝑟𝑖(𝑠)} – случайные непрерывно диф

ференцируемые функции, обращающиеся в ноль в точке 𝑠 = 0. При этом все
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случайные величины предполагаются совместно распределенными на вероят

ностном пространстве (Ω,𝒜,𝜇) и имеющими конечные вторые моменты.

Случайная операторнозначная функция 𝐹 (𝑡) (1.16) порождает случайную

операторнозначную функцию 𝑈𝐹 (𝑡), 𝑡 ≥ 0, со значениями в пространстве ли

нейных ограниченных операторов, действующих в 𝐿2(R𝑑), таким образом, что

при каждом фиксированном 𝜔 ∈ Ω выполняется равенство

𝑈𝐹 (𝑡,𝜔)𝑢(𝑥) = 𝑢(𝐹 (𝑡,𝜔)𝑥), ∀𝑢 ∈ 𝐿2(R𝑑). (2.10)

Пусть выполняются следующие условия:

A1. операторы 𝐴,𝐵 и 𝑅′(𝑡) при каждом 𝑡 ∈ [0,𝑇 ] принимают значения в

шаре радиуса 𝜌0 < +∞ пространства 𝐵(R𝑑) с вероятностью 1;
A2. распределение случайного вектора ({𝐴𝑖

𝑗}) дискретно и симметрично;
A3. Eℎ𝑖 = 0;
A4. оператор 𝐴 диагонализируем с вероятностью 1;
A5. tr𝐴 = 0 с вероятностью 1.
A6. ковариационная матрица случайного вектора ({𝐴𝑖

𝑗},{𝐵𝑖
𝑗},{ℎ𝑖},{𝑔𝑖})

является положительно определенной;

Из теоремы (1.3.1) и того, что значения 𝐹𝑛 лежат в группе аффинных

преобразований, следует что задача Коши (2.1)-(2.2), в которой оператор 𝐿

представим в виде (1.49) может быть численно решена алгоритмом MCFCh с

вычислительной сложностью 𝑂(𝑁𝑖𝑡𝑒𝑟(𝑁𝑡 +𝑁)).

В данном разделе рассмотрена реализация алгоритма для случая, когда

значения операторнозначных функций принадлежат представлению группы аф

финных преобразований евклидова пространства. Определенный интерес со

ставляет изучение итераций Фейнмана-Чернова для преобразований, порожда

емых другими конечномерными группами Ли и их различными представлени

ями. Одним из дальнейших направлений исследований является расширение

круга рассматриваемых задач (неавтономные уравнения, уравнения с гранич

ными условиями), а также повышение эффективности за счет техник умень
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шения дисперсии (variance reduction). В последние годы достаточно активно

развиваются методы аппроксимации операторов на бесконечномерных функци

ональных пространствах с помощью глубоких нейронных сетей [68], и в этой

связи итерации Фейнмана-Чернова могут быть использованы в качестве сурро

гатных моделей для эффективного построения обучающих выборок.

2.4 Результаты численных экспериментов

В данном разделе приведены некоторые численные результаты, иллюстри

рующие свойства рассматриваемых алгоритмов.

2.4.1 Случай коэффициентов общего вида в размерности 1.

Пусть коэффициенты сноса и диффузии в задаче Коши (2.1)-(2.3) для

произвольного 𝑥 ∈ R определены функциями

𝜇 =1 + cos 𝑥,

𝜎 =1 + 0.2 cos𝑥. (2.11)

Начальное условие:

𝑢0(𝑥) =
1

2
√
2𝜋
𝑒−

𝑥2

8 sin(4𝑥). (2.12)

Множество точек, в которых строится оценка решения: {0.1𝑖}100𝑖=0, шаг по време

ни Δ𝑡 = 0.005, а число шагов по времени равно 200.

На рисунках 2.1 и 2.2 приведен пример построения оценок для решения за

дачи Коши алгоритмами MCFK и MCFCh. На рисунке 2.3 приведены графики

ошибок для алгоритмов MCFK и MCFCh. Если число точек, в которых стро
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Рисунок 2.1 — Оценки для решения задачи Коши алгоритмами MCFK и
MCFCh (число случайных траекторий - 100).

Рисунок 2.2 — Оценки для решения задачи Коши алгоритмами MCFK и
MCFCh(число случайных траекторий - 10000).
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Рисунок 2.3 — Графики ошибок для алгоритмов MCFK и MCFCh для
различных норм.

RMSE - корень среднеквадратичной ошибки, Bias - смещение, Std -
стандартное отклонение.
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ится оценка, больше одной, то алгоритм MCFK имеет более низкую вариацию

для 𝐿1 и 𝐿2 норм в силу независимости генерируемых случайных траекторий

для каждой целевой точки, при этом средняя квадратичная ошибка оказыва

ется сравнимой для обоих методов. В тоже время алгоритм MCFCh дает более

низкую среднюю квадратичную ошибку для норм 𝐿inf ,𝐶
1,𝐶2. Также заметим,

что MCFCh сохраняет гладкость начального условия, в то время как оценка ал

горитмом MCFK подвержена некоррелированному пространственному шуму.

2.4.2 Случай коэффициентов специального вида в размерности 10

Пусть коэффициенты сноса и диффузии в задаче Коши (2.1)-(2.3) для

произвольного 𝑥 ∈ R10 определены функциями

𝜇 = 0.2 * 𝐼𝑑,

𝜎 = 0.2 * 𝐼𝑑. (2.13)

Начальное условие:

𝑢0(𝑥) =
1

(2𝜋)5
𝑒−

𝑥𝑇 𝑥
2 . (2.14)

Точки, в которых строится оценка решения, равномерно распределены

внутри единичного гиперкуба [0,1]10, шаг по времени Δ𝑡 = 0.005, а число шагов

по времени равно 200.

На рисунке 2.4 показаны зависимости времени выполнения алгоритмов

MCFK и MCFCh при различных значениях числа Монте-Карло итераций и

числа точек, в которых строится оценка. Полученные зависимости согласуют

ся с теоретическими оценками сложности, в частности для алгоритма MCFK

хорошо видно, что линии уровня являются гиперболами. При всех значениях

параметров полученное среднее время выполнения алгоритма MCFK значитель
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Рисунок 2.4 — Времена выполнения алгоритмов MCFK и MCFCh в
зависимости от числа Монте-Карло итераций и числа точек, в которых

строится оценка.

но больше, чем среднее время выполнения алгоритма MCFCh при сравнимых

величинах ошибок.
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Глава 3. Моделирование необратимой квантовой эволюции

Влияние нестационарных случайных воздействий на эволюцию кванто

вых и классических систем изучалось в ряде работ [7; 35; 43; 56; 60; 75; 75–78].

Предельные теоремы, описывающие асимптотику распределения произведения

произведения большого числа независимых случайных матриц, изучались в ра

ботах [32;33;79–81]. В работах [9;35;60;82] получены предельные теоремы типа

закона больших чисел и центральной предельной теоремы, описывающие сходи

мость случайных композиций по вероятности и по распределению. В статье [35]

получены теоремы типа закона больших чисел, утверждающие сходимость по

распределению последовательности произведений случайных матриц к детер

минированной предельной матрице. В статье [60] установлены предельные тео

ремы, описывающие предельные распределения композиций большого числа

независимых случайных линейных преобразований конечномерного евклидова

пространства. Подчеркнем, что, в отличие от [35], в работе [60] была доказана

сходимость по вероятности последовательности случайных композиций к пре

дельной полугруппе, что позволяет дать оценку вероятности отклонения в фор

ме неравенства Чебышёва. Следует отметить, что результаты работ [9; 60; 82]

представляют предельные теоремы, описывающие предельные распределения

композиций большого числа независимых случайных преобразований бесконеч

номерных банаховых пространств.

В этой главе исследуются усреднения итераций Фейнмана-Чернова слу

чайных операторнозначных функций эволюции для квантовых систем. Рассмат

ривается эволюция квантового осциллятора, которая задается композициями

случайных аффинных преобразований фазового пространства, и диффузион

ный предел таких композиций в смысле итераций Фейнмана-Чернова. Приво

дится уравнение Фоккера-Планка для эволюции функции квазивероятностного

распределения, определяющего оператор плотности смешанного состояния, и



56

численно исследуется проблема декогеренции квантовых состояний в интерфе

ренционных экспериментах.

3.1 Постановка задачи и предлагаемый подход

В данной работе исследуются усреднения итераций Фейнмана-Черно

ва [10]

𝑒−𝑖�̂�𝑛
𝑡
𝑛 ∘ ... ∘ 𝑒−𝑖�̂�1

𝑡
𝑛 (3.1)

операторнозначных функций эволюции для квантовых систем.

Центральным примером будут выступать гамильтонианы вида

�̂�(𝑡) = 𝑔(𝑡)�̂�+�̂�+ 𝑓(𝑡)�̂�+ + 𝑓(𝑡)�̂�+ ℎ(𝑡), (3.2)

где 𝑔(𝑡) и ℎ(𝑡) – вещественнозначные функции времени, 𝑓(𝑡) – комплекснознач

ная функция времени, �̂� и �̂�+ – операторы рождения и уничтожения.

В работах Глаубера [83], Меты и Сударшана [84] было показано, что в слу

чае канонических коммутационных соотношений формула (3.2) задает общий

вид гамильтониана, при котором любое когерентное состояние всегда остается

когерентным в процессе эволюции. Под когерентными состояниями при этом

подразумеваются состояния, соответствующие собственным векторам операто

ра уничтожения: �̂� |𝑧⟩ = 𝑧 |𝑧⟩ , 𝑧 ∈ C.

В случае гамильтониана вида (3.2) действие оператора эволюции

𝑆(𝑡) = 𝒯
{︂
exp

(︂
−𝑖
∫︁ 𝑡

0

�̂�(𝜏) 𝑑𝜏

)︂}︂
, 𝑡 > 0, (3.3)

на начальное когерентное состояние описывается формулами:

|𝑧(𝑡)⟩ = 𝑆(𝑡) |𝑧(0)⟩ , (3.4)
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𝑧(𝑡) = 𝑒−𝑖𝜑(𝑡)𝑧(0)− 𝑖𝑒−𝑖𝜑(𝑡)
∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝜏)𝑒𝑖𝜑(𝜏)𝑑𝜏, (3.5)

где 𝜑(𝑡) =
∫︀ 𝑡

0 𝑔(𝜏)𝑑𝜏 . Символ 𝒯 в формуле (1.16) обозначает операцию хроноло

гического упорядочения операторов [85].

В некоторых задачах [86; 87] возникает необходимость учета накапливаю

щегося общего фазового множителя у вектора гильбертова пространства ℋ, со

ответствующего начальному состоянию. Подстановка вектора 𝑒𝑖𝛾(𝑡) |𝑧(𝑡)⟩ в урав

нение Шрёдингера приводит к уравнению(︂
𝑖
𝑑𝛾(𝑡)

𝑑𝑡
+
𝑑

𝑑𝑡

)︂
|𝑧(𝑡)⟩ = −𝑖�̂�(𝑡) |𝑧(𝑡)⟩ , (3.6)

из которого следует, что

𝛾(𝑡)− 𝛾(0) =
∫︁ 𝑡

0

⟨𝑧(𝜏)| �̂�(𝜏) |𝑧(𝜏)⟩+ 𝑖

∫︁ 𝑡

0

⟨𝑧(𝜏)| 𝑑
𝑑𝜏
|𝑧(𝜏)⟩ . (3.7)

При этом первое слагаемое в правой части формулы (3.7) называют динамиче

ской фазой, а второе – геометрической фазой или фазой Берри [88].

Для примера на рисунке 3.1 изображены некоторые траектории

(Re 𝑧(𝑡),Im 𝑧(𝑡)) и 𝛾(𝑡), описывающие эволюцию векторов, соответствующих ко

герентным состояниям, под действием гамильтониана вида (3.2).

Таким образом, согласно уравнениям (3.5) и (3.7) эволюция векторов гиль

бертова пространства ℋ, отвечающих когерентным состояниям, при действии

семейства операторов 𝑆(𝑡), полностью описывается операторнозначной функ

цией со значениями в группе аффинных преобразований R3 ∼= C× R.

В следующих разделах рассматривается эволюция осциллятора, которая

задается композициями случайных преобразований вида (3.5, 3.7), и диффузи

онный предел таких композиций в смысле итераций Фейнмана-Чернова, при

этом эволюция будет сопровождаться эффектом декогеренции [89]. Приводит

ся равнение Фоккера-Планка для эволюции плотности смешанного состояния и
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Рисунок 3.1 — Эволюция векторов, соответствующих когерентным
состояниям.

численно исследуется проблема декогеренции квантовых состояний в интерфе

ренционных экспериментах.

3.2 Оператор эволюции автономного квантового осциллятора и

формула Зассенхауса

Пусть операторнозначная функция эволюции 𝑆 = (𝑒−𝑖�̂�𝑡) ∈ 𝐶𝑠(R+,𝐵(ℋ))

определяется гамильтонианом вида

�̂� = 𝑔�̂�+�̂�+ 𝑓�̂�+ + 𝑓�̂�+ ℎ, (3.8)

где 𝑔,ℎ ∈ R, 𝑓 ∈ C, и введем обозначения

�̂� = −𝑖𝑔�̂�+�̂�,

𝑌 (𝛼) = 𝛼�̂�+ + 𝛼�̂�, ∀𝛼 ∈ C.
(3.9)
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В этих обозначениях оператор эволюции записывается как

𝑆(𝑡) = exp(−𝑖ℎ𝑡) ∘ exp
(︁
�̂�𝑡+ 𝑌 (−𝑖𝑓)𝑡

)︁
, (3.10)

и может быть представлен с помощью формулы Зассенхауза [90] в виде

𝑆(𝑡) = exp(−𝑖ℎ𝑡)∘exp
(︁
�̂�𝑡
)︁
∘exp

(︁
𝑌 (−𝑖𝑓)𝑡

)︁
∘
∞∏︁
𝑛=2

exp
(︁
𝑡𝑛𝐶𝑛(�̂�,𝑌 (−𝑖𝑓))

)︁
, (3.11)

где 𝐶𝑛(·,·) – однородные многочлены Ли степени 𝑛 [91].

Введем также обозначения �̂�(𝑧) = exp(𝑧�̂�+ − 𝑧�̂�) - оператор сдвига,

�̂�(𝜃) = exp(𝑖𝜃�̂�+�̂�) - оператор поворота, а 𝑃 (𝛾) = exp(𝑖𝛾) - оператор сдвига

общей фазы.

Заметим, что [�̂�,𝑌 (𝛼)] = 𝑌 (−𝑖𝑔𝛼), а коммутатор [𝑌 (𝛽),[�̂�,𝑌 (𝛼))]] =

[𝑌 (𝛽),𝑌 (−𝑖𝑔𝛼)] является оператором умножения на чисто мнимое число, по

этому произведение
∞∏︁
𝑛=2

exp
(︁
𝑡𝑛𝐶𝑛(�̂�,𝑌 (−𝑖𝑓))

)︁
(3.12)

в формуле (3.11) является композицией счетного числа операторов сдвига и

поворота общей фазы, аргументы которых являются 𝑜(𝑡) при 𝑡 → 0. Далее,

учитывая что оператор поворота общей фазы является оператором умножения

на число и поэтому коммутирует с остальными сомножителями, а также фор

мулу композиции для операторов сдвига

�̂�(𝑧2)�̂�(𝑧1) = 𝑒
1
2 (𝑧1𝑧2−𝑧1𝑧2)�̂�(𝑧1 + 𝑧2), ∀𝑧1,𝑧2 ∈ C, (3.13)

получаем, что оператор эволюции для гамильтониана (3.8) может быть записан

в виде:

𝑆(𝑡) = 𝑃 (−ℎ𝑡+ 𝑜(𝑡2)) ∘ �̂�(−𝑖𝑓𝑡) ∘ �̂�(−𝑔𝑡). (3.14)
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Для учета накопления общей фазы в процессе эволюции системы рассмот

рим множество единичных векторов в ℋ

𝑀 =
{︀
𝑒𝑖𝛾|𝑧⟩ = 𝑒𝑖𝛾|𝑥+ 𝑖𝑦⟩

}︀
= |(𝑥,𝑦,𝛾)⟩ , (3.15)

соответствующих когерентным состояниям и образующих трехмерное многооб

разие гомеоморфное R2 × S1, и его естественное накрытие 𝑝 : R3 → 𝑀 , такое

что 𝑝(𝑥,𝑦,𝛾) = 𝑒𝑖𝛾|(𝑥,𝑦)⟩ (Рис. 3.2).

𝑀

Re 𝑧

Im 𝑧

𝛾 mod 2𝜋

× 𝑝 Re 𝑧

Im 𝑧

×

𝛾

∼=

R3

Re 𝑧

Im 𝑧

𝛾

Рисунок 3.2 — Фазовое пространство 𝑀 для эволюции когерентного
состояния.

Тогда операторы �̂�(𝑧), �̂�(𝜃) и 𝑃 (𝛾) представляются в виде композиций

𝑝 ∘𝐷R3(𝑧) ∘ 𝑝−1, 𝑝 ∘𝑅R3(𝜃) ∘ 𝑝−1 и 𝑝 ∘ 𝑃R3(𝜙) ∘ 𝑝−1 соответственно, где

𝐷R3(𝑧)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥0

𝑦0

𝛾0

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0

0 1 0

Im 𝑧 −Re 𝑧 1

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥0

𝑦0

𝛾0

⎞⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎝
Re 𝑧

Im 𝑧

0

⎞⎟⎟⎟⎠ , (3.16)

𝑅R3(𝜃)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥0

𝑦0

𝛾0

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
cos 𝜃 sin 𝜃 0

− sin 𝜃 cos 𝜃 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥0

𝑦0

𝛾0

⎞⎟⎟⎟⎠ , (3.17)



61

𝑃R3(𝛾)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥0

𝑦0

𝛾0

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥0

𝑦0

𝛾0

⎞⎟⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎜⎝
0

0

𝛾

⎞⎟⎟⎟⎠ , (3.18)

являются аффинными преобразованиями R3, а все композиции определены од

нозначно в независимости от выбора слоев 𝑝−1.

Пусть 𝐺0 подгруппа группы аффинных преобразований R3, такая что все

ее элементы задаются преобразованиями вида

𝐺0 : 𝑣 →

⎛⎜⎜⎜⎝
· · 0

· · 0

· · 1

⎞⎟⎟⎟⎠ 𝑣 + ℎ⃗, 𝑎𝑖𝑗 ∈ R. (3.19)

Тогда оператор 𝑆(𝑡), действующий на 𝑀 , может рассматриваться как компози

ция 𝑆(𝑡) = 𝑝 ∘ 𝐹 (𝑡) ∘ 𝑝−1, 𝐹 (𝑡) ∈ 𝐺0 (Рис. 3.3).

R3 𝑀

R3 𝑀

𝑝

𝐹 (𝑡) 𝑆(𝑡)

𝑝

Рисунок 3.3 — Коммутативная диаграмма, связывающая R3 и фазовое
пространство 𝑀 .

Пусть начальное состояние системы задается оператором плотности, опре

деленным с помощью некоторой функции квазивероятностного распределения

[92] (например, функции Вигнера, Q-функции Хушими или P-функции Глау

бера-Сударшана):

𝜌(0) =

∫︁
𝜌(𝑧) |𝑧⟩⟨𝑧| 𝑑2𝑧. (3.20)

Тогда эволюция состояния системы будет описываться уравнением

𝜌(𝑡) =

∫︁
𝜌(𝑧)𝑆(𝑡) |𝑧⟩⟨𝑧|𝑆(𝑡)†𝑑2𝑧 =

∫︁
𝜌(𝑧) |𝐹 (𝑡)𝑧⟩⟨𝐹 (𝑡)𝑧| 𝑑2𝑧, (3.21)
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из которого после замены переменной под знаком интеграла следует

𝜌(𝑡) =

∫︁
𝜌(𝐹 (−𝑡)𝑧) |𝑧⟩⟨𝑧| 𝑑2𝑧. (3.22)

Введя обозначение операторнозначной функции

𝑈𝐹 (𝑡)𝜌(𝑧) = 𝜌(𝐹 (−𝑡)𝑧), (3.23)

получаем Купмановское представление [93] для эволюции состояния системы

𝜌(𝑡) =

∫︁
𝑈𝐹 (𝑡)𝜌(𝑧) |𝑧⟩⟨𝑧| 𝑑2𝑧. (3.24)

При описании эволюции квантового состояния с помощью оператора плотно

сти можно не учитывать накапливающуюся общую фазу. Но в некоторых за

дачах [86; 87] возникает необходимость учета этой фазы, например, если рас

сматриваемая система не изолированная и является частью некоторой более

крупной системы. Более подробно этот вопрос будет рассмотрен в разделе 3.4.

3.3 Квантовые системы со случайным гамильтонианом

Рассмотрим случайный гамильтониан вида

�̂�(𝑡) = 𝑔(𝑡)�̂�+�̂�+ 𝑓(𝑡)�̂�+ + 𝑓(𝑡)�̂�+ ℎ(𝑡), (3.25)
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где

𝑓(𝑡) = 𝑓1 + 𝑓2/
√
𝑡, (3.26)

𝑔(𝑡) = 𝑔1 + 𝑔2/
√
𝑡, (3.27)

ℎ(𝑡) = ℎ1 + ℎ2/
√
𝑡, (3.28)

а компоненты

(Re (𝑓1),Im (𝑓1),Re (𝑓2),Im (𝑓2),𝑔1,𝑔2,ℎ1,ℎ2) (3.29)

являются случайным вещественным вектором, который обозначим за �⃗�.

Пусть эволюция состояния квантовой системы определяется последова

тельностью независимых и одинаково распределенных случайных гамильтони

анов �̂�𝑖 вида (3.25):

𝑆𝑛(𝑡) = 𝑒−𝑖�̂�𝑛(
𝑡
𝑛 )

𝑡
𝑛 ∘ ... ∘ 𝑒−𝑖�̂�1(

𝑡
𝑛 )

𝑡
𝑛 . (3.30)

Пусть опять же начальное состояние системы задается оператором плот

ности, определенным с помощью функции квазивероятностного распределе

ния (3.20). Тогда

𝜌𝑛(𝑡) = E
(︂∫︁

𝑈𝐹𝑛
(𝑡)𝜌(𝑧) |𝑧⟩⟨𝑧| 𝑑2𝑧

)︂
=

∫︁
E𝑈𝐹𝑛

(𝑡)𝜌(𝑧) |𝑧⟩⟨𝑧| 𝑑2𝑧. (3.31)

Композиции операторнозначных функций вида (3.30) будем в след за [10]

называть итерациями Фейнмана-Чернова, а порождаемые ими оператрнознач

ные функции E𝑈𝐹𝑛
(𝑡) – усреднениями по Чернову.

Предположим, что для случайного вектора �⃗� (3.29) выполняются следу

ющие условия:

(1) равномерная ограниченность с вероятностью 1;

(2) распределение дискретно и симметрично;

(3) E𝑓2 = E𝑔2 = Eℎ2 = 0;
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(4) ковариационная матрица является невырожденной.

Тогда согласно теореме 1.3.1 усреднения по Чернову будут сходится к сильно

непрерывной сжимающей полугруппе 𝑈(𝑡) в топологии 𝜏𝑠:

E𝑈𝐹𝑛
(𝑡)

𝜏𝑠−→ 𝑈(𝑡), (3.32)

при этом полугруппа 𝑈(𝑡) порождается решениями задачи Коши:

𝜕𝜌

𝜕𝑡
= 𝐿𝜌, 𝜌|𝑡=0 = 𝜌0, (3.33)

где

𝐿 = E((Im 𝑓1 − 𝑔1𝑦)𝜕𝑥 + (Re 𝑓1 + 𝑔1𝑥)𝜕𝑦)+

+
1

2
E ((Im 𝑓2 − 𝑔2𝑦)𝜕𝑥 + (Re 𝑓2 + 𝑔2𝑥)𝜕𝑦)

2 . (3.34)

3.4 Численное моделирование необратимой квантовой эволюции

Рассмотрим эволюцию начального квантового состояния 𝜌𝑠(0) = |0⟩⟨0| ⊗

𝜌(0) под действием последовательности операторов �̂� ∘ 𝑆(𝑡) ∘ �̂� = �̂� :

𝜌𝑠(𝑡) = E(�̂� ∘ 𝜌𝑠(0) ∘ �̂� †) (3.35)

где

�̂� =
1√
2
(|0⟩⟨0|+ |1⟩⟨0|+ |0⟩⟨1| − |1⟩⟨1|)⊗ 𝐼𝑑, (3.36)

𝑆(𝑡) = |0⟩⟨0| ⊗ 𝑆1(𝑡) + |1⟩⟨1| ⊗ 𝑆2(𝑡), 𝑡 > 0, (3.37)



65

Рисунок 3.4 — График ⟨𝑝(𝑡)⟩: (a) – без учета декогеренции, (b) – для одной
случайной реализации �̂�1 и �̂�2, (с) – усреднение по Чернову.

и последующим измерением наблюдаемой вида

⟨𝑝(𝑡)⟩ = tr{(|0⟩⟨0| ⊗ 𝐼𝑑) ∘ 𝜌𝑠(𝑡)}. (3.38)

Будем предполагать, что операторы 𝑆1 и 𝑆2 являются случайными и незави

симыми и имеют вид (3.30). Предел усреднений итераций Фейнмана-Черно

ва (3.30) при этом будет моделировать эволюцию системы подверженной слу

чайному внешнему воздействию среды.

Последовательность операторов (3.35) и измерение (3.38) соответствует

схеме интерферометра Маха—Цендера. Аналогичные конструкции возникают

при моделировании квантовых вентилей сдвига геометрической фазы [86; 87].

Также усреднение унитарной или неунитарной эволюции с мультимодальными

квадратичными (по операторам рождения и уничтожения) гамильтонианами

по отношению к пуассоновскому процессу рассмотрены в [75;78].

Если начальное состояние 𝜌(0) является когерентным и равно |𝑧(0)⟩⟨𝑧(0)|,

тогда

⟨𝑝(𝑡)⟩ = 1

2
E
(︁
1 + cos(𝛾2(𝑡)− 𝛾1(𝑡))𝑒−

1
2 (|𝑧1(𝑡)|

2+|𝑧2(𝑡)|2)+𝑧1𝑧2
)︁
, (3.39)

где (𝑧1(𝑡),𝛾1(𝑡)) и (𝑧2(𝑡),𝛾2(𝑡)) соответствуют решениям (3.5) и (3.7) для 𝑆1 и 𝑆2.
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Таким образом, усреднения итераций Фейнмана-Чернова при достаточ

но большой, но конечной мелкости разбиения по времени, позволяют числен

но моделировать процесс декогеренции в рассматриваемой квантовой системе

(Рис. 3.4).
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Глава 4. Аппроксимации операторов сдвига с помощью итераций

Чернова

В этой главе рассматривается задача приближения операторов сдвига для

произвольных коммутационных соотношений с помощью итераций Чернова.

В работе [94] были рассмотрены случайные сдвиги в пространстве бозон

ных когерентных состояний и показано, что их усреднение с помощью теоремы

Чернова также является когерентным состоянием. Физическая интерпретация

этого результата состояла в том, что эволюция квантового осциллятора или

цепочки осцилляторов с переменной частотой может рассматриваться как ре

зультат последовательно применяемых операторов сдвига, среднее значение ко

торых и генерирует наблюдаемое в данный момент состояние. Тем самым метод

построения средней полугруппы на основе теоремы Чернова [6] может служить

основой для разработки приближенной итерационной вычислительной процеду

ры, сходящейся к решению рассматриваемой эволюционной задачи. Когерент

ные, а также сжатые состояния в последнее время активно применяются не

только в моделях квантовой оптики, но и в моделях высокотемпературной сверх

проводимости [40] и в задаче о поляроне в биологических структурах [95; 96].

Отметим, что основной моделью в указанных работах [40; 95; 96] является га

мильтониан Фрёлиха [97] в сверхпроводимости, описывающий взаимодействие

операторов рождения-уничтожения электронов с фононами, спектр которого

точно исследовать пока не удается. Решение этой задачи представляется в виде

действия произведения операторов Гейзенберга и операторов сдвига на вакуум

ное состояние гамильтониана. Поэтому анализ таких операторных конструкций

с точки зрения применения теоремы Чернова является теоретически важным,

а получаемые на его основе приближенные методы, сходящиеся к точному ре

шению, такие, как усреднение по Фейнману-Чернову, могут быть практически

востребованными. В работах [45;98–104] рассмотрены обобщенные когерентные
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состояния, которые генерируются неклассическими коммутационными соотно

шениями. Такие соотношения возникают при анализе моделей комбинационного

рассеяния в квантовой оптике при диагонализации полиномиальных гамильто

нианов с полным набором законов сохранения [105]. Тем самым анализ компо

зиций преобразований, моделирующих эволюцию состояний квантовых систем,

является актуальной задачей.

В первом разделе вводятся понятия и обсуждаются некоторые свойства

когерентных состояний и операторов сдвига. Во втором разделе рассматрива

ется усреднение случайных операторов сдвига с помощью итераций Фейнмана

Чернова. В третьем разделе рассматриваются случаи неканонических коммута

ционных соотношений, вводятся понятия двойственных по сдвигу лестничных

операторов и приводится пример параметрического семейства неканонических

коммутационных соотношений, при которых можно построить унитарные опе

раторы сдвига, удовлетворяющие полугрупповму свойству на прямых в про

странстве когерентных состояний, проходящих через начало координат. В чет

вертом приведен алгоритм аппроксимации операторов сдвига с помощью ите

раций Чернова, а также результаты численного эксперимента по сравнению вы

числительной эффективности предлагаемого алгоритма с другими известными

методами вычисления операторов сдвига на усеченном гильбертовом простран

стве.

4.1 Представление когерентных состояний и операторы сдвига

Пусть ℋ – сепарабельное гильбертово пространство, а 𝐵(ℋ) – банахово

пространство линейных ограниченных операторов в ℋ. Проективизация 𝑃 (ℋ)

гильбертова пространства ℋ, то есть факторизация ненулевых векторов по от
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ношению эквивалентности |𝜓⟩ ∼ |𝜑⟩ ⇐⇒ ∃𝛼 ̸= 0 ∈ C : |𝜓⟩ = 𝛼|𝜑⟩, определяет

множество чистых состояний квантовой системы.

Пусть �̂�,�̂�+ – лестничные операторы вℋ, удовлетворяющие каноническому

коммутационному соотношению [�̂�,�̂�+] = 1 и в представлении чисел заполнения

(в некотором ортонормированном базисе) имеющие вид:

�̂�|𝑛⟩ =
√
𝑛|𝑛− 1⟩, �̂�+|𝑛⟩ =

√
𝑛+ 1|𝑛+ 1⟩.

Состояния, являющиеся собственными векторами оператора уничтоже

ния, называются когерентными и обозначаются |𝑧⟩, где 𝑧 – соответствующие

собственное значение:

�̂�|𝑧⟩ = 𝑧|𝑧⟩.

Когерентные состояния в случае канонического коммутационного соотно

шения порождают неортогональное разбиение единицы [98]:

1

𝜋

∫︁
|𝑧⟩⟨𝑧| 𝑑2𝑧 = 𝐼. (4.1)

Возможны другие определения когерентных состояний, краткий обзор раз

личных подходов можно найти в [106].

Заметим, что вакуумное состояние |0⟩ является когерентным состоянием.

Операторнозначная функция комплексного переменного

�̂�(𝑧) = 𝑒𝑧�̂�
+−𝑧�̂�, ∀𝑧 ∈ C,

определяет семейство операторов сдвига, порождающих когерентное со

стояние |𝑧⟩ при действии на вакуумное состояние |0⟩:

�̂�(𝑧)|0⟩ = |𝑧⟩.
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Композиция операторов сдвига не является оператором сдвига и опреде

ляется формулой

�̂�(𝑧2)�̂�(𝑧1) = 𝑒
1
2 (𝑧1𝑧2−𝑧1𝑧2)�̂�(𝑧1 + 𝑧2), ∀𝑧1,𝑧2 ∈ C.

При этом если 𝑧1 и 𝑧2 лежат в комплексной плоскости на одной прямой

𝑙, проходящей через начало координат, то 𝑧1𝑧2 − 𝑧1𝑧2 = 0 и композиция �̂�(𝑧1)

и �̂�(𝑧2) уже является оператором сдвига, более того, для всех точек прямой 𝑙

выполняется полугрупповое свойство:

�̂�(𝑧2)�̂�(𝑧1) = �̂�(𝑧1 + 𝑧2), ∀𝑧1,𝑧2 ∈ 𝑙.

Таким образом, для фиксированного 𝑧 ∈ C операторнозначная функция

действительного переменного

�̂�𝑧(𝑡) = 𝑒𝑧𝑡�̂�
+−𝑧𝑡�̂�, ∀𝑡 ∈ R,

является однопараметрической сильно непрерывной группой унитарных

операторов с генератором 𝑧�̂�+ − 𝑧�̂�.

4.2 Усреднение случайных операторов сдвига

Пусть 𝑧𝜔 = 𝑧(𝜔), 𝜔 ∈ Ω, – комплексная случайная величина, где (Ω,𝒜,𝜇)

– заданное вероятностное пространство. Тогда �̂�𝜔(𝑡) = 𝑒𝑥𝑝
(︀
𝑧𝜔𝑡�̂�

+ − 𝑧𝜔𝑡�̂�
)︀
,∀𝑡 ∈

R+ – является случайной полугруппой, то есть измеримым отображением из Ω

в пространство сильно непрерывных однопараметрических полугрупп в 𝐵(ℋ).

При этом оператор E�̂�𝜔(𝑡) при некотором фиксированном 𝑡, вообще гово

ря, не является оператором сдвига, а также не является унитарным [94]. Это

видно уже из простейшего примера, когда 𝑧𝜔 может принимать только два
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различных значения 𝑧1 и 𝑧2 с равными вероятностями. Из этого же примера

видно, что однопараметрическое семейство операторов E�̂�𝜔(𝑡), вообще говоря,

не обладает полугрупповым свойством, так как операторнозначная функция
1
2

(︁
�̂�(𝑧1𝑡) + �̂�(𝑧2𝑡)

)︁
является суммой двух экспоненциальных функций, и сама

уже не является экспоненциальной.

По следствию теоремы Чернова [46] в случае когда 𝑧𝜔 имеет конечное ма

тематическое ожидание, оператор E�̂�𝜔(𝑡) эквивалентен по Чернову оператору

�̂�(E𝑧𝜔𝑡), то есть

lim
𝑛→∞

sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

⃦⃦⃦⃦(︂(︂
E�̂�𝜔(

𝑡

𝑛
)

)︂𝑛

− �̂�(E𝑧𝜔𝑡)
)︂
|𝜓⟩
⃦⃦⃦⃦
= 0, ∀𝑇 > 0,∀|𝜓⟩ ∈ ℋ.

4.3 Операторы сдвига для неканонических коммутационных

соотношений

В работах [45;98] рассмотрены представления неклассических коммутаци

онных соотношений между операторами канонически сопряженных величин и

исследованы свойства системы когерентных состояний, определяемых как соб

ственные векторы оператора уничтожения. Следуя обозначениям [45], рассмот

рим сепарабельное гильбертово пространствоℋ и действующие в нем линейные

операторы �̂�,�̂�+ и �̂�, такие что оператор �̂� самосопряжен, операторы �̂�,�̂�+ эр

митово сопряжены друг другу. Пусть представление Фока для данных комму

тационных соотношений в стандартном ортонормированном базисе в ℋ имеет

вид:

�̂�|𝑛⟩ =
√︀
𝐴𝑛|𝑛− 1⟩, �̂�+|𝑛⟩ =

√︀
𝐴𝑛+1|𝑛+ 1⟩, �̂�|𝑛⟩ = 𝑛|𝑛⟩, (4.2)

где {𝐴𝑛}∞𝑛=0 – некоторая возрастающая вещественная числовая последователь

ность, начинающаяся с нуля: 𝐴0 = 0,𝐴𝑛+1 > 𝐴𝑛. В этом случае коммутационное
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соотношение задается формулой:

[�̂�,�̂�+]|𝑛⟩ = (𝐴𝑛+1 − 𝐴𝑛)|𝑛⟩. (4.3)

Несложно проверить, что в случаях неканонических коммутационных со

отношений аналог классического оператора сдвига �̂�(𝑧) = exp(𝑧�̂�+ − 𝑧�̂�) не

генерирует когерентное состояние |𝑧⟩ из вакуумного состояния |0⟩. В связи с

этим встает вопрос существования комплексного однопараметрического семей

ства унитарных операторов сдвига, позволяющих генерировать произвольные

когерентные состояния и обладающих полугрупповым свойством на прямых,

проходящих через начало координат.

Определим двойственные по сдвигу (displacement duality) к �̂� и �̂�+ лест

ничные операторы как:

�̂�|𝑛⟩ = 𝑛√
𝐴𝑛

|𝑛− 1⟩, 𝑛 > 0, (4.4)

�̂�|0⟩ = 0, (4.5)

�̂�+|𝑛⟩ = 𝑛+ 1√
𝐴𝑛+1

|𝑛+ 1⟩.

Заметим, что при таком определении коммутатор [�̂�,�̂�+] = 1.

На рисунке 4.1 в качестве иллюстрации представлены последовательности

𝐴𝑛 и 𝐵𝑛 = 𝑛2

𝐴𝑛
для случая q-квантования [98].

В работе [100] в несколько других обозначениях было определено семей

ство обобщенных операторов сдвига

�̂�𝑎(𝑧) = exp
(︁
𝑧�̂�+
)︁
=

∞∑︁
𝑖=0

(𝑧�̂�+)𝑛

𝑛!
. (4.6)

Оператор �̂�𝑎(𝑧) при действии на вакуумное состояние |0⟩ генерирует собствен

ный вектор оператора уничтожения �̂� внутри некоторого круга сходимости, но

является неограниченным оператором.
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Рисунок 4.1 — Пример последовательностей 𝐴𝑛 и 𝑛2

𝐴𝑛
для q-квантования

Теорема 4.3.1. Действие оператора �̂�𝑎(𝑧) = exp
(︁
𝑧�̂�+
)︁

на вакуумное состояние

|0⟩ генерирует собственный вектор |𝑧⟩𝑎 оператора уничтожения 𝑎, при условии

𝑧 ∈𝑀𝑎, 𝑀𝑎 = {|𝑧| < lim𝑛→+∞
√
𝐴𝑛}.

А действие оператора �̂�𝑏(𝑧) = exp(𝑧�̂�+) на вакуумное состояние |0⟩ ге

нерирует собственный вектор |𝑧⟩𝑏 оператора уничтожения 𝑏 , при условии

𝑧 ∈𝑀𝑏, 𝑀𝑏 = {|𝑧| < lim𝑛→+∞
𝑛√
𝐴𝑛
}.

Доказательство. Рассмотрим оператор

�̂�𝑎(𝑧)�̂��̂�𝑎(−𝑧) = 𝑒𝑧�̂�
+

�̂�𝑒−𝑧�̂�
+

.

Из формулы Бейкера–Кемпбелла–Хаусдорфа [107] следует:

�̂�𝑎(𝑧)�̂��̂�𝑎(−𝑧) = �̂�+ [𝑧�̂�+,�̂�]⏟  ⏞  

=

−𝑧

+
1

2
[𝑧�̂�+,[𝑧�̂�+,�̂�]]⏟  ⏞  

=

0

+ ...⏟ ⏞ 

=

0

= �̂�− 𝑧.

То есть все слагаемые в разложении кроме первых двух равны нулю в

силу коммутационного соотношения [�̂�,�̂�+] = 1.

Тогда имеем

�̂��̂�𝑎(−𝑧)|𝑧⟩𝑎 = �̂�𝑎(−𝑧)�̂�𝑎(𝑧)�̂��̂�𝑎(−𝑧)|𝑧⟩𝑎 = �̂�𝑎(−𝑧)(�̂�− 𝑧)|𝑧⟩𝑎,
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где правая часть равна нулю для произвольного когерентного состояния |𝑧⟩𝑎 в

круге сходимости 𝑀𝑎, внутри которого когерентные состояния корректно опре

делены. Отсюда следует, что

�̂�𝑎(−𝑧)|𝑧⟩𝑎 = 𝐶|0⟩ ⇒ �̂�𝑎(𝑧)|0⟩ =
1

𝐶
|𝑧⟩𝑎.

Аналогично, в силу того, что [�̂�,�̂�+] = 1, имеем

�̂�𝑏(𝑧)�̂��̂�𝑏(−𝑧) = �̂�+ [𝑧�̂�+,�̂�]⏟  ⏞  
=

−𝑧

+
1

2
[𝑧�̂�+,[𝑧�̂�+,�̂�]]⏟  ⏞  

=

0

+ ...⏟ ⏞ 

=

0

= �̂�− 𝑧.

Откуда следует, что действие оператора �̂�𝑏(𝑧) = exp(𝑧�̂�+) на вакуумное

состояние |0⟩ генерирует собственный вектор |𝑧⟩𝑏 оператора уничтожения 𝑏.

Отсутствие унитарности оператора �̂�𝑎(𝑧) является существенным недо

статком. Это означает, что �̂�𝑎(𝑧) не может быть оператором эволюции замкну

той квантовой системы. Следующая теорема дает пример неканонических ком

мутационных соотношений, для которых возможно построить унитарный опе

ратор сдвига.

Теорема 4.3.2. Пусть для некоторого 𝛼 ≥ 0 лестничные операторы задаются

соотношениями

�̂�|𝑛⟩ =
√︂

𝑛

(1− 𝛼) + 𝛼𝑛
|𝑛− 1⟩, �̂�+|𝑛⟩ =

√︂
𝑛+ 1

1 + 𝛼𝑛
|𝑛+ 1⟩, (4.7)

тогда двойственные по сдвигу лестничные операторы имеют вид:

�̂�|𝑛⟩ =
√︀
𝑛((1− 𝛼) + 𝛼𝑛)|𝑛− 1⟩, �̂�+|𝑛⟩ =

√︀
(𝑛+ 1)(1 + 𝛼𝑛)|𝑛+ 1⟩, (4.8)
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и оператор сдвига

�̂�𝑎(𝑧) = 𝑒(𝑧�̂�
+−𝑧�̂�), ∀𝑧 ∈ C, (4.9)

генерирует когерентное состояние |−1+
√

1+4𝛼|𝑧|2
2𝛼|𝑧|2 𝑧⟩𝑎 оператора уничтожения �̂�,

является унитарным и удовлетворяет полугрупповому свойству на прямых, про

ходящих через начало координат.

Доказательство. Оператор 𝑧�̂�+ − 𝑧�̂� – антиэрмитов, следовательно �̂�𝑎(𝑧) =

exp
(︁
𝑧�̂�+ − 𝑧�̂�

)︁
- унитарный оператор.

Введем обозначение

�̂�(𝑧) = 𝑧�̂�+ − 𝑧�̂�.

Тогда по формуле Бейкера–Кемпбелла–Хаусдорфа

�̂�(𝑧2)�̂�(𝑧1) = exp

(︂
�̂�(𝑧1) + �̂�(𝑧2) +

1

2
[�̂�(𝑧1),�̂�(𝑧2)]+

+
1

12
[�̂�(𝑧1),[�̂�(𝑧1),�̂�(𝑧2)]]−

1

12
[�̂�(𝑧2),[�̂�(𝑧1),�̂�(𝑧2)]] + ...

)︂
.

В случае если 𝑧1 и 𝑧2 лежат на одной прямой, проходящей через начало

координат, коммутатор [�̂�(𝑧1),�̂�(𝑧2)] равен нулю:

[�̂�(𝑧1),�̂�(𝑧2)] = (𝑧1𝑧2 − 𝑧1𝑧2)[�̂�+,�̂�] = 0,

и композиция операторов сдвига удовлетворяет полугрупповому свойству:

�̂�(𝑧2)�̂�(𝑧1) = �̂�(𝑧1 + 𝑧2).

Для лестничных операторов �̂�,�̂�+,�̂�,�̂�+ в данном случае справедливы соот

ношения:
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�̂�+ = �̂�+ + 𝛼�̂�+�̂�+�̂�,

�̂� = �̂�+ 𝛼�̂�+�̂��̂�.

Так как [�̂�,�̂�] = [�̂�+ 𝛼�̂�+�̂��̂�,�̂�] = −𝛼�̂�2 и [�̂�,�̂�2] = 0, то:

�̂�𝑎(𝑧)𝑎�̂�𝑎(−𝑧) = �̂�− 𝑧 + 𝑧𝛼�̂�2.

Тогда имеем

�̂��̂�𝑎(−𝑧)|𝑧0⟩𝑎 = �̂�𝑎(−𝑧)�̂�𝑎(𝑧)�̂��̂�𝑎(−𝑧)|𝑧0⟩𝑎 = �̂�𝑎(−𝑧)(�̂�− 𝑧 + 𝑧𝛼�̂�2)|𝑧0⟩𝑎

Корнями квадратного уравнения 𝑧0 − 𝑧 + 𝑧𝛼𝑧20 = 0 относительно пере

менной 𝑧0 являются числа
(︂
−1+
√

1+4𝛼|𝑧|2
2𝛼|𝑧|2 𝑧

)︂
и
(︂
−1−
√

1+4𝛼|𝑧|2
2𝛼|𝑧|2 𝑧

)︂
, причем только

первое из них лежит в круге сходимости 𝑀𝑎 =
{︁
|𝑧| < 1√

𝛼

}︁
, внутри которого

корректно определены когерентные состояния.

Тогда получаем, что для произвольного когерентного состояния |𝑧0⟩ в кру

ге сходимости, внутри которого когерентные состояния корректно определены,

(𝑎− 𝑧+ 𝑧𝛼𝑎2)|𝑧0⟩𝑎 = 0, если 𝑧0 =
−1+
√

1+4𝛼|𝑧|2
2𝛼|𝑧|2 𝑧. Отсюда и из унитарности �̂�𝑎(𝑧)

следует, что для некоторого 𝜃 ∈ R справедливо

�̂�𝑎(−𝑧)|𝑧0⟩𝑎 = 𝑒𝑖𝜃|0⟩ ⇒ �̂�𝑎(𝑧)|0⟩ = 𝑒−𝑖𝜃|𝑧0⟩𝑎. (4.10)

Т.е. действие оператора �̂�𝑎(𝑧) на вакуумное состояние |0⟩ генерирует собствен

ный вектор |−1+
√

1+4𝛼|𝑧|2
2𝛼|𝑧|2 𝑧⟩𝑎 оператора уничтожения �̂�.

На рисунке 4.2 представлены последовательности 𝐴𝑛 и 𝐵𝑛 = 𝑛2

𝐴𝑛
, опреде

ляющие двойственные по сдвигу лестничные операторы (4.7) и (4.8).
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Рисунок 4.2 — Последовательности 𝐴𝑛 и 𝑛2

𝐴𝑛
для лестничных операторов (4.7)

и (4.8) при 𝛼 = 0.05

Рисунок 4.3 — Зависимость когерентного состояния 𝑧 от аргумента оператора
сдвига 𝑧
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На рисунке 4.3 представлена зависимость когерентного состояния 𝑧0 =
−1+
√

1+4𝛼|𝑧|2
2𝛼|𝑧|2 𝑧 от аргумента 𝑧 оператора сдвига �̂�𝑎(𝑧), получаемое при действии

оператором сдвига на вакуумное состояние, при значении параметра деформа

ции 𝛼 = 0.05.

На рисунке 4.3 представлены разрешенные уровни энергии 𝐸𝑛, то есть

собственные значения оператора 1
2(�̂��̂�

+ + �̂�+�̂�), при различных значениях пара

метра деформации 𝛼.

Рассмотрим усреднения по Чернову для приведенного выше семейства

лестничных операторов. Пусть теперь 𝑧 = 𝑧(𝜔), 𝜔 ∈ Ω – комплексная случайная
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Рисунок 4.4 — Зависимость уровней энергии от параметра деформации 𝛼
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величина, где (Ω,𝒜,𝜇) – некоторое вероятностное пространство. Тогда �̂�𝑎(𝜔,𝑡) =

�̂�𝑎(𝑧(𝜔)𝑡) = 𝑒𝑥𝑝
(︀
𝑧𝜔𝑡�̂�

+ − 𝑧𝜔𝑡�̂�
)︀
,∀𝑡 ∈ R+, является случайной 𝐶0-полугруппой.

Теорема 4.3.3. Пусть для некоторого 𝛼 ≥ 0 лестничные операторы задают

ся соотношениями (4.7) и комплексная случайная величина 𝑧 имеет конечное

математическое ожидание, тогда оператор E�̂�𝑎(𝑧𝑡) эквивалентен по Чернову

оператору �̂�𝑎(E𝑧𝑡).

Доказательство. E�̂�𝑎(0) = 𝐼 по построению.

Справедлива оценка

‖E�̂�𝑎(𝑧𝑡)‖𝐵(ℋ) = ‖
∫︁
Ω

�̂�𝑎(𝑧(𝜔)𝑡)𝑑𝜇(𝜔)‖𝐵(ℋ) ≤
∫︁
Ω

‖�̂�𝑎(𝑧(𝜔)𝑡)‖𝐵(ℋ)𝑑𝜇(𝜔) ≤ 1

(4.11)

при произвольном 𝑡 ≥ 0 в силу унитарности операторов сдвига �̂�𝑎(𝑧𝑡).

Для произвольного вектора 𝑢 из пересечения областей определения опе

раторов �̂� и �̂�+ выполнено

(E�̂�𝑎(𝑧𝑡))
′
0𝑢 = lim

𝑡→0

1

𝑡

(︂∫︁
Ω

�̂�𝑎(𝑧(𝜔)𝑡)𝑢𝑑𝜇(𝜔)− 𝑢
)︂

=

=

∫︁
Ω

(𝑧(𝜔)�̂�+ − 𝑧(𝜔)�̂�)𝑢𝑑𝜇(𝜔) =
(︁
�̂�𝑎(E𝑧𝑡)

)︁′
0
𝑢. (4.12)
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То есть производная в нуле операторнозначной функции E�̂�𝑎(𝑧𝑡) совпа

дает на области определения с генератором сильно непрерывной полугруппы

�̂�𝑎(E𝑧𝜔𝑡).

Тогда требуемое утверждение следует из теоремы Чернова.

4.4 Методы аппроксимации операторов сдвига

Рассмотрим задачу аппроксимации операторов сдвига в случае произволь

ных коммутационных соотношений. Задача разбивается на два случая, которые

будем рассматривать отдельно:

(i) Если лестничные операторы имеют вид (4.7), то операторы сдвига

�̂�𝑎(𝑧𝑡) = 𝑒(𝑧�̂�
+−𝑧�̂�)𝑡 являются унитарным, удовлетворяет полугрупповому

свойству по 𝑡, а их генераторы
(︁
𝑧�̂�+ − 𝑧�̂�

)︁
являются антиэрмитовыми и

трехдиагональными. Заметим, что сюда входит случай канонических ком

мутационных соотношений.

(ii) Для общего же случая коммутационных соотношений будем стро

ить аппроксимации неунитарных операторов сдвига exp
(︁
𝑧𝑡�̂�+

)︁
или

exp
(︁
𝑧�̂�+ − 𝑧�̂�

)︁
𝑡. В этом случае операторы сдвига также удовлетворяют

свойству �̂�𝑎(𝑧) = �̂�𝑎(𝑧𝑡) ∘ �̂�𝑎(𝑧(1 − 𝑡)) при 𝑡 ∈ (0,1), а генераторы явля

ются трехдиагональными, но уже не антиэрмитовы.

При моделировании квантовой динамики на обычном (не квантовом) ком

пьютере вместо бесконечномерного гильбертова пространства ℋ рассматрива

ют его подпространство, натянутое на конечное число первых базисных век

торов, называемое усеченным гильбертовом пространством (truncated Hilbert

space). В усеченном гильбертовом пространстве операторы сдвига можно ап

проксимировать стандартными способами аппроксимации матричной экспонен

ты, их обзор можно найти например в [108]. В случае (i) для трехдиагональных
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и антиэрмитовых генераторов можно также воспользоваться вычислительно

эффективным методом, использующим быстрый алгоритм диагонализации для

трехдиагональных эрмитовых матриц, обсуждавшиймся на странице вычисли

тельного пакета QuTiP: https://github.com/qutip/qutip/issues/1293.

Ниже представлен алгоритм аппроксимации оператора сдвига с помощью

итераций Чернова (Chernoff). Алгоритм имеет линейную сложность по коли

честву измерений в усеченном гильбертовом пространстве и по числу исполь

зуемых итераций Чернова. Заметим, что при известной последовательности

{𝐴𝑛}∞𝑛=1 коэффициентов на вход алгоритму Chernoff может подаваться век

тор произвольной размерности, в отличии от остальных алгоритмов, где при

ближение оператора сдвига сразу строится для фиксированной размерности

усеченного гильбертова пространства.
Алгоритм: Аппроксимация оператора сдвига с помощью итераций

Чернова (Chernoff)
Data: 𝑧, |𝜓⟩, 𝑁_𝑖𝑡𝑒𝑟, {𝐴𝑛}

Result: �̂�𝑎(𝑧) |𝜓⟩

begin

for 𝑘 = 1 to 𝑁_𝑖𝑡𝑒𝑟 do
|𝜓⟩ = |𝜓⟩+ 1

𝑁_𝑖𝑡𝑒𝑟 * (𝑧 *{
√︀

(𝑛+ 1)(1 + 𝛼𝑛)}*ShiftToRight(|𝜓⟩)−

𝑧 * {
√︀
𝑛((1− 𝛼) + 𝛼𝑛) * ShiftToLeft(|𝜓⟩)}) /* (умножения

массивов поэлементные) */

end

return |𝜓⟩
end

В данном исследовании также будут рассмотрены следующие программ

ные реализации аппроксимации операторов сдвига на языке Python:

1. expm – метод аппроксимации матричной экспоненты из пакета scipy [109;

110];
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2. QuTiP – метод аппроксимации классического оператора сдвига из достаточ

но популярного пакета для моделирования квантовых вычислений QuTiP

(QuTiP использует для вычисления оператора сдвига expm из scipy, по

этому это по сути тот же метод, просто с дополнительным "синтаксиче

ским сахаром"для квантовых вычислений, основная страница проекта –

https://qutip.org/);

3. Pade – собственная реализация аппроксимации матричной экспоненты на

основе метода, использующего аппроксимации Паде и принцип масштабиро

вания и возведения в квадрат [109];

4. eig – нахождение матричной экспоненты с помощью диагонализации (может

использоваться только для диагонализуемых операторов) на основе пакета

scipy;

5. triag – нахождение матричной экспоненты с помощью эффективного алго

ритма диагонализации трехдиагональной эрмитовой матрицы из пакета scipy

(может использоваться только для эрмитовых матриц);

6. triag_precalc – оптимизированная версия метода triag, где часть предвари

тельных вычислений делается заранее и не учитывается в подсчете времени

выполнения;

7. Chernoff – алгоритм аппроксимации с помощью итераций Чернова.

При реализации всех алгоритмов также использовалась библиотека numba

для прекомпиляции кода и ускорения расчетов.

Число итераций в методе Чернова выбиралось исходя из того, чтобы от

носительная ошибка на произвольном векторе не превосходила 10−4, при этом

остальные методы являются точными (точность 10−15).

В качестве тестовой задачи бралось вычисление

�̂�𝑎(1 + 𝑖) |(1 + 𝑖)
√︀

#𝑑𝑖𝑚/10⟩ , (4.13)

для размерностей #𝑑𝑖𝑚: [100,500,1000,2000].
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Рисунок 4.5 — Зависимость времени выполнения алгоритмов tridiag_precalc
и Chernoff от размерности #dim усеченного гильбертова пространства
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Таблица 4.1 — Время работы алгоритмов для случая (1) в секундах в
зависимости от размерности #dim усеченного гильбертова пространства

#dim QuTiP expm Pade eig tridiag tridiag_precalc Chernoff
100 0.007 0.007 0.003 0.015 0.002 0.000 0.003
500 1.667 1.637 1.113 0.685 0.037 0.024 0.050
1000 11.77 12.38 6.75 3.49 0.19 0.15 0.18
2000 71.17 71.04 36.18 20.74 1.24 0.85 1.03
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В алгоритмах QuTiP, expm, Pade основное время вычислений приходит

ся на вычисление матричной экспоненты, в алгоритме eig самым затратным

является алгоритм нахождения собственных чисел и векторов. В алгоритмах

tridiag, tridiag_precalc время нахождения собственных чисел и векторов зна

чительно снижено с помощью учета трехдиагональности и эрмитовости матриц

генераторов.

При достаточно высоких размерностях (и при выбранной точности аппрок

симации) время работы алгоритма Chernoff становится меньше, чем время ра

боты алгоритма tridiag_precalc в виду меньшей вычислительной сложности

(Риc. 4.5).

Заметим, что алгоритмы tridiag и tridiag_precalc неприменимы для за

дачи (2), так как в ней генераторы не являются эрмитовыми. А алгоритм eig мо

жет использоваться в задаче (2) только для расчета операторов exp
(︁
𝑧�̂�+ − 𝑧�̂�

)︁
,

так как для оператора exp
(︁
𝑧�̂�+
)︁

генератор в нуле является вырожденной мат

рицей.

Для задачи (1) алгоритм triag_precalc является оптимальным по време

ни выполнения. Для задачи (2) группа алгоритмов ’Scaling and squaring’ (expm,

QuTiP, Pade) является оптимальной для высокой относительной точности ап

проксимации (10−15), а алгоритм Chernoff – для низкой относительной точно

сти (10−4).

Таким образом, метод приближенного вычисления операторов сдвига с

помощью итераций Чернова может оказываться вычислительно эффективнее

других методов в некоторых задачах моделирования квантовой динамики.
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Заключение

Обзор выполненного исследования.

Тематика диссертации относится к области вычислительной математики,

связанной с построением численных аппроксимаций решений эволюционных

уравнений, и ее приложений к математической физике. В диссертации рассмот

рены задачи аппроксимации эволюционных полугрупп с помощью усреднений

итераций Фейнмана-Чернова для случайных операторнозначных функций.

Основные результаты диссертации состоят в следующем:

1. Сформулированы и доказаны достаточные условия сходимости последова

тельности усреднений итераций Фейнмана-Чернова для случайных аффин

ных преобразований аргумента к предельной сильно непрерывной полугруп

пе, разрешающей задачу Коши для соответствующего уравнения Фоккера

Планка.

2. Разработан алгоритм численной аппроксимации решений многомерных урав

нений Колмогорова, порождаемых случайными аффинными преобразовани

ями аргумента.

3. Найдено однопараметрическое семейство операторов рождения и уничтоже

ния, для которых операторнозначная функция сдвига является унитарной и

удовлетворяет полугрупповому свойству на прямых, проходящих через нача

ло координат.

4. Разработан и реализован в виде программного комплекса численный метод

моделирования необратимой эволюции квантовых систем.
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