
Федеральное государственное бюджетное учреждение

Национальный исследовательский центр «Курчатовский институт»

На правах рукописи

Даньшин Артем Александрович

Разработка численных методов решения задач квантовой

механики на основе синтеза стохастических и

детерминистских подходов

Специальность 1.2.2 —

«Математическое моделирование, численные методы и комплексы программ»

Диссертация на соискание учёной степени

кандидата физико-математических наук

Научный руководитель:

член-корреспондент РАН, д.ф.-м.н.

Ковалишин Алексей Анатольевич

Москва — 2023



2

Оглавление

Стр.

Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

Глава 1. Метод Монте-Карло для решения стационарного

уравнения Шредингера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.1 Некоторые сведения о методе Монте-Карло для нейтральных

частиц . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2 Численное решение стационарного уравнения Шредингера . . . . 17

1.2.1 Преобразование стационарного уравнения Шредингера . . 17

1.2.2 Системы со знакопостоянной волновой функцией . . . . . 18

1.2.3 Системы со знакопеременной волновой функцией . . . . . 21

1.3 Определение узловых областей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.3.1 Фундаментальная область . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

1.3.2 Экстремальное свойство фундаментальной области . . . . 25

1.3.3 Гипотезы о построении фундаментальной области . . . . . 27

1.4 Программная реализация . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.4.1 Нормализация . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

1.4.2 Верификация . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

1.5 Расчет систем, содержащих электроны с ненулевым

орбитальным моментом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

1.5.1 Разделение переменных . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

Глава 2. Детерминистские методы решения стационарного

уравнения Шредингера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.1 Проблема собственных значений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.2 Алгоритм . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

2.2.1 Реализация в случае центрально-симметричных систем . . 55

2.2.2 Реализация в трехмерном пространстве . . . . . . . . . . . 67

2.3 Программная реализация . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

2.3.1 Верификация . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

Глава 3. Модель учета кулоновских корреляций в методе

Хартри-Фока . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

3.1 Анализ волновой функции . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75



3

Стр.

3.2 Анализ плотности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

3.3 Применение корреляционных функций . . . . . . . . . . . . . . . 84

3.4 Программный комплекс . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

Глава 4. О правилах заполнения атомных оболочек и

свойствах атомного гамильтониана . . . . . . . . . . . . . 89

4.1 Предварительные замечания . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

4.2 p-оболочки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

4.3 d-оболочки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

4.4 f-оболочки, d-f-оболочки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4.5 Результаты расчетов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

4.6 Анализ результатов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105



4

Введение

Квантово-химические расчеты играют ключевую роль в огромном количе

стве фундаментальных и прикладных исследований. Так, например, квантовая

химия позволяет установить распределение электронной плотности для атом

ных и молекулярных систем, потенциалы ионизации, геометрию молекул и

другие параметры. Благодаря квантовой химии совместно с аппаратом стати

стической физики становится возможным расчет термодинамических свойств

веществ, констант скоростей химических реакций и, как следствие, решение за

дач химической кинетики. Квантовая химия играет определяющую роль при

теоретическом изучении взаимодействия молекул со средой, при анализе влия

ния дефектов структуры на свойства веществ, при изучении магнитных свойств

молекулярных соединений, при анализе отклика нежестких молекул на внеш

ние взаимодействия и во многих других случаях.

Основная проблема существующих методов квантово-механических рас

четов свойств атомов и молекул заключается в том, что эти методы не всегда

позволяют правильно учитывать межэлектронные корреляции; попытки учесть

электронные корреляции более полно приводят к большим вычислительным

затратам, что ограничивает возможный круг вычисляемых свойств. Поэтому

актуальной является разработка принципиально новых методов расчета элек

тронной структуры.

Все методы, применяемые для решения стационарного уравнения Шре

дингера, можно разделить на две группы: детерминистские и стохастические.

К основным детерминистским методам относятся метод Хартри-Фока [1; 2], тео

рия функционала плотности [3—5], метод конфигурационного взаимодействия

[6—8], методы теории возмущений и cвязанных кластеров [9], теория возмуще

ний Меллера-Плессе [10] и другие. Под стохастическими методами понимаются

различные вариации квантового Монте-Карло, основными из которых в миро

вой практике считаются вариационное и диффузионное Монте-Карло [11].

В методе Хартри-Фока волновая функция системы представляется в виде

произведения определителей, построенных на одноэлектронных орбитальных

функциях с одинаковой проекцией спина. Проблема метода заключается в сле

дующем: таким образом выбранное подпространство решений в первом порядке

позволяет учесть корреляции электронов с сонаправленными спинами за счет
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обменного члена, однако не дает возможности учесть корреляцию в движении

электронов с противоположно направленными спинами. Поэтому, чтобы каким

то образом учесть эту корреляцию, на практике обычно представляют волновую

функцию в виде линейной комбинации произведений детерминантов (методы

конфигурационного взаимодействия и cвязанных кластеров), либо используют

методы теории возмущений. Однако, вычислительная сложность растет с ис

пользованием все большего числа определителей или большего порядка теории

возмущений, что ограничивает область применения этих методов.

Похожая ситуация сложилась и в теории функционала плотности. Хотя

формально уравнения Кона-Шэма являются точными, вид обменно-корреля

ционного функционала в этих уравнениях неизвестен. Поэтому актуальной

является задача разработки принципиально новых моделей учета электронных

корреляций.

Дополнительной проблемой является тот факт, что для решения урав

нений существующих детерминистских подходов на практике используется

метод явных базисных наборов. Недостатки использования базисных наборов

понятны: такие подходы приводят к возникновению дополнительных ошибок,

связанных с центрированием базисных наборов; концептуально сложны для ре

ализации в высокопараллельных средах и не позволяют избежать глобальных

взаимодействий; навязывают искусственную периодичность и другие. Гамиль

тоновы матрицы, полученные в результате дискретизации уравнений, есть

матрицы гораздо большей размерности, чем матрицы, полученные в резуль

тате разложения по базисным наборам. При этом те методы диагонализации,

которые применяются для решения задачи на собственные значения, требу

ют значительных вычислительных ресурсов для систем с большим числом

электронов. Использование различных приемов для ускорения, как введение в

рассмотрение только валентных электронов [12; 13], или применение чебышев

ских методов для ускорения поиска собственных значений [14; 15] не привело

к тому, что сеточные методы могли бы конкурировать с базисными метода

ми в плане вычислительных затрат. Поэтому также актуальной является и

разработка новых подходов к решению уже существующих уравнений с вычис

лительной точки зрения.

Общей проблемой методов Монте-Карло, применяемых для решения ста

ционарного уравнения Шредингера, является тот факт, что они не могут

работать со знакопеременными функциями (проблема знака [11]). В вариаци
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онном методе Монте-Карло производится оценка функционала энергии путем

взятия многомерного интеграла методом Монте-Карло, однако точность мето

да определяется пробной волновой функцией в подынтегральном выражении,

что зачастую приводит к неудовлетворительным результатам. В диффузион

ном Монте-Карло решается нестационарное уравнение Шредингера во мнимом

времени, причем итерационный процесс строится таким образом, что решение

сходится к основному стационарному состоянию системы. Однако и здесь в

качестве узловых поверхностей берутся узлы пробной волновой функции, в ро

ли которой выступает произведение или линейная комбинация произведений

определителей Слэтера. Дополнительное приближение, связанное с использова

нием детерминантов Слэтера, вносит неконтролируемую погрешность, а также

является неудобным для реализации методов Монте-Карло. Поэтому и здесь

актуальной является разработка принципиально новых методов и подходов,

применяемых для решения стационарного уравнения Шредингера в интеграль

ной форме.

Степень разработанности темы. Почти в каждом крупном универ

ситете или научном центре мира есть научные группы, которые занимаются

разработкой программ квантово-механических расчетов или расчетами по ним.

Cуществует несколько десятков пакетов программ, в которых реализованы

различные методы, начиная от метода Хартри-Фока и теории функционала

плотности, и заканчивая методами конфигурационного взаимодействия, теории

возмущений высоких порядков и их различными гибридами. Объединяет эти

программы то, что точность расчета, которую обеспечивают реализованные в

них методы, составляет несколько эВ, хотя для отдельных классов задач мо

жет быть достигнута химическая точность, которая состовляет менее 0.1 эВ,

что позволяет получать не только качественные, но и количественные результа

ты. Отдельный вопрос: степень разработанности этой темы в России. На взгляд

автора диссертации, разработана она слабо: в основном работы по данной тема

тике в России связаны с прикладными расчетами по программам иностранной

разработки.

Целью данной работы является разработка и реализация программно

го комплекса параллельных квантово-механических расчетов свойств атомов и

молекул, который включает в себя оригинальные детерминистские (сеточные)

и стохастические методы, применяемые для решения стационарного уравнения
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Шредингера так, чтобы они взаимно дополняли друг друга, давая инструменту

новое качество.

Для достижения поставленной цели решались следующие задачи:

1. Разработать, программно реализовать и верифицировать стохастиче

ский метод решения стационарного уравнения Шредингера методом Монте

Карло.

2. Разработать, программно реализовать и верифицировать детерминист

ский метод решения уравнений Хартри-Фока и Кона-Шэма на сетке без

использования метода базисных наборов.

3. Разработать, программно реализовать и верифицировать математиче

скую модель учета межэлектронных корреляций в методе Хартри-Фока, где

корреляции получены из стохастического расчета.

Научная новизна:

1. Разработан и реализован в форме программного модуля метод и па

раллельный алгоритм решения стационарного уравнения Шредингера методом

Монте-Карло для 𝑠-электронных систем. Пользуясь свойством непрерывности

волновой функции, доказана теорема об экстремальном свойстве фундаменталь

ной области, обобщающая известные доказательства для основных состояний

в том числе на случай возбужденных состояний. На основе данной теоремы

и вычислений по созданной программе численно получены неявные уравнения

узловых поверхностей для 𝑠-электронных систем.

2. Разработан способ предварительного преобразования спектра операто

ра уравнений Хартри-Фока и Кона-Шэма, позволяющий перейти от решения

полной проблемы собственных значений к частичной, причем собственные

функции оказываются упорядоченными удобным для расчета образом. На ос

нове данного способа разработан и реализован в форме программного модуля

алгоритм решения уравнений Хартри-Фока и Кона-Шэма методом конечных

разностей, вычислительная сложность которого сопоставима со сложностью ал

горитмов, реализующих метод базисных наборов.

3. Разработана математическая модель учета межэлектронных корреля

ций в методе Хартри-Фока, на основе которой вычислены корреляционные

поправки к энергиям ионизации для элементов таблицы Менделеева.

Теоретическая и практическая значимость работы состоит в со

здании новых математических моделей, методов и алгоритмов моделирования

многоэлектронных систем, в том числе с использованием суперкомпьютерных
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вычислений, а затем и их реализация в виде комплекса программ. При этом

достоинством по сравнению с существующими аналогами является оптималь

ное сочетание быстродействия и точности новых подходов. Так, созданный

и реализованный детерминистский метод решения уравнений Хартри-Фока и

Кона-Шэма на сетке по быстродействию соответствует существующим анало

гам за счет предварительного преобразования спектра конечно-разностного

оператора, но при этом не использует базисных наборов. Данное преобразова

ние позволило сразу находить решение для основного состояния системы, что

привело к значительному ускорению за счет отказа от методов диагонализации.

На основе математического аппарата, ранее разработанного и верифициро

ванного для решения задач нейтронной физики, разработан и реализован

стохастический метод решения стационарного уравнения Шредингера, с помо

щью которого численно получены неявные уравнения узловых поверхностей

𝑠-электронных систем. Далее из стохастического решения получены корреля

ционные поправки для уточнения детерминистских методов, что позволило

повысить точность расчета по сравнению с существующими аналогами, при

этом не теряя в быстродействии.

Методология и методы исследования, использованные в данной ра

боте, включают в себя методы функционального анализа, численные методы

решения уравнения переноса методом Монте-Карло, методы теории возмуще

ний, численные методы решения дифференциальных уравнений в частных

производных и другие.

Достоверность представленных результатов подтверждается

строгостью математического аппарата, использованного при разработке вы

числительных методов и алгоритмов, тщательной верификацией на основе

экспериментальных данных и результатов других исследователей, наличием

публикаций, обсуждением полученных результатов на различных конферен

циях и семинарах.

На защиту выносятся следующие положения:

1. Разработан вариант метода Монте-Карло численного решения инте

грального стационарного уравнения Шредингера, и соответствующий этому

методу параллельный алгоритм. Выполнена реализация алгоритма в форме

программного модуля, верифицированного для 𝑠-электронных систем.

2. Разработан асимптотически точный в смысле шага расчетной сетки

метод и соответствующий алгоритм решения уравнений Хартри-Фока и Кона
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Шэма без использования базисных наборов. Выполнена реализация алгоритма

в форме программного модуля.

3. Разработана математическая модель учета межэлектронных кулонов

ских корреляций в методе Хартри-Фока, полученных из расчета методом

Монте-Карло.

4. Программные модули объединены в программный комплекс, предна

значенный для решения многоэлектронных задач с учетом межэлектронных

кулоновских корреляций. Выполнена верификация программного комплекса

применительно к полному набору элементов таблицы Менделеева.

Аппробация работы. Основные результаты работы были представлены

и обсуждались на международных и российских конференциях и семинарах:

1. Юбилейная XV Курчатовская междисциплинарная молодежная науч

ная школа (Москва, 2017).

2. Международная конференция «7th International Young Scientists

Conference in Computational Science» (Ираклион, 2018).

3. XXIX Международная научная конференция студентов, аспирантов и

молодых ученых «Ломоносов», cекция «Вычислительная математика и кибер

нетика» (Москва, 2022).

4. Научная конференция «Ломоносовские чтения», секция «Физика»

(Москва, 2022).

5. Международная конференция «Суперкомпьютерные дни в России»

(Москва, 2022).

6. Научно-исследовательский семинар ИПМех РАН «Асимптотические ме

тоды в математической физике» (Москва, 2022).

7. Семинар ИПМ РАН «Математическое моделирование» (Москва, 2022).

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 5

статьях, которые изданы в ведущих журналах, рекомендованных ВАК.

Личный вклад автора. Изложенные в диссертации результаты получе

ны лично автором. Автор принимал участие как в постановке задач, так и в

создании моделей, методов, проведении численных экспериментов и интерпре

тации результатов. Программная реализация выполнена автором полностью.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, четырех

глав, заключения и списка литературы. Полный объем диссертации составляет

111 страниц, включая 32 рисунка и 9 таблиц. Список литературы содержит

80 наименований.
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Глава 1. Метод Монте-Карло для решения стационарного

уравнения Шредингера

Основной посыл использования метода Монте-Карло для решения задач

квантовой механики заключается в том, что волновая функция системы из

𝑁 частиц определена в 3𝑁 -мерном пространстве. Соответственно, интересу

ющие функционалы, прежде всего функционал плотности, есть интегралы в

пространстве большой размерности, а, как известно, метод Монте-Карло среди

всех методов взятия многомерных интегралов наиболее эффективен, причем его

эффективность растет с увеличением размерности пространства [16]. Вторая

положительная особенность — это практически идеальная возможность распа

раллеливания этого метода на машинах с любой архитектурой, связанная с

независимостью розыгрыша историй отдельных частиц.

В настоящее время широко известны два основных метода Монте-Карло

исследования квантовой задачи многих тел. Наиболее простой из них — вари

ационное Монте-Карло [11; 17] — состоит во взятии многомерных интегралов

алгоритмами Монте-Карло при вычислении различных функционалов (в том

числе функционала энергии), используя квадрат пробной волновой функции в

качестве плотности распределения. Для успешного применения вариационного

Монте-Карло исследователю необходимо располагать достаточно точной струк

турой пробной волновой функции. Метод диффузионного Монте-Карло [11;

18] подразумевает решение нестационарного уравнения Шредингера во мнимом

времени, при этом итерационная процедура строится таким образом, чтобы по

лучить основное состояние системы. Так как метод не позволяет интегрировать

всю область определения знакопеременных волновых функций (проблема знака

[11]), то для учета антисимметрии в приложениях используются узлы пробной

волновой функции в виде произведения или линейной комбинации произведе

ний детерминантов Слэтера [11], что вносит неконтролируемую погрешность, а

также является очень неудобным для реализации методов Монте-Карло.

Интегральная форма стационарного уравнения Шредингера совпадает с

кинетическим уравнением Больцмана в диффузионном приближении, что поз

воляет применять численные методы решения задач на собственные значения

с помощью метода Монте-Карло, которые используются при расчете задач

переноса нейтронов в физике ядерных реакторов. Опираясь на этот факт,
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в работе [19] автором на основе оригинальной математической модели был

предложен новый специализированный метод решения многочастичного стаци

онарного уравнения Шредингера, названный Курчатовский метод квантового

Монте-Карло (KQMC), который получил дальнейшее развитие в [20].

1.1 Некоторые сведения о методе Монте-Карло для нейтральных

частиц

Направления развития метода Монте-Карло для задач переноса нейтро

нов значительно отличаются от других областей, например, физики твердого

тела. Главная особенность нейтронного Монте-Карло состоит в том, что он

используется для нахождения максимального собственного значения и соот

ветствующей ему собственной функции, что роднит его с задачами квантовой

механики. Становление нейтронного Монте-Карло шло под сильным влиянием

практических задач, и многие особенности метода вытекают из физических со

ображений. Достаточно полное математическое обоснование было дано позже

[21; 22].

В разделе приводится краткое изложение основных положений и ал

горитмических особенностей метода Монте-Карло решения задачи переноса

нейтронов. При этом для цели настоящей работы достаточно описать при

менение данного метода к так называемому одногрупповому диффузионному

приближению [23; 24], когда предполагается, что пространственное распределе

ние плотности нейтронного потока описывается диффузионным приближением

уравнения переноса, и все нейтроны имеют одинаковую скорость.

Рассмотрим некоторую среду, каждая точка которого c координатой r ха

рактеризуется сечением поглощения нейтронов Σ𝑎(r) [см−1] и произведением

сечения деления Σ𝑓(r) [см−1] на число вторичных нейтронов ν, возникающих

при делении: νΣ𝑓(r) [см−1]. Зависимость сечений от координат может быть

произвольной.

Пусть:

𝑛(r) — концентрация нейтронов в единице объема [ 1
см

3 ];

𝑣 — скорость нейтронов [см
с
], в данном приближении константа;

Φ(r) = 𝑣𝑛(r) — поток нейтронов [ 1
см

2·с ];
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J(r) — ток нейтронов [ 1
см

2·с ].

Составим для элемента объема такой среды 𝑉 с замкнутой границей 𝑆 и

внешней нормалью к границе n условно-критическое стационарное уравнение

баланса нейтронов:

−
�

𝑆

(nJ)𝑑𝑆 −
�

𝑉

Σ𝑎Φ𝑑𝑉 +
1

𝑘

�

𝑉

νΣ𝑓Φ𝑑𝑉 = 0. (1.1)

Здесь:

𝑘 — искомый эффективный коэффициент размножения, на который

нужно поделить число родившихся нейтронов, чтобы уравнение (1.1) имело

нетривиальное решение;
𝑆

(nJ)𝑑𝑆 — утечка нейтронов в единицу времени из объема 𝑉 через за

мкнутую поверхность 𝑆;�
𝑉

Σ𝑎Φ𝑑𝑉 — число нейтронов, поглощаемых в единицу времени ядрами

среды внутри объема 𝑉 ;�
𝑉

νΣ𝑓Φ𝑑𝑉 — число нейтронов, производимых в единицу времени в ре

зультате деления ядер среды внутри объема 𝑉 .

Применяя теорему Остроградского-Гаусса

�

𝑆

(nJ)𝑑𝑆 =

�

𝑉

div J𝑑𝑉 (1.2)

и закон Фика

J = −𝐷∇Φ, (1.3)

где 𝐷 — коэффициент диффузии нейтронов в среде [см], из уравнения (1.1)

получим дифференциальное уравнение диффузии нейтронов в размножающей

среде:

𝐷∆Φ− Σ𝑎Φ +
1

𝑘
νΣ𝑓Φ = 0. (1.4)

Результат решения уравнения есть собственная функция Φ и соответству

ющее собственное значение 𝑘. Если записать уравнение (1.4) в операторном виде

̂︀𝐿Φ =
1

𝑘
̂︀𝐾Φ, (1.5)
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где ̂︀𝐿Φ = −𝐷∆Φ + Σ𝑎Φ; ̂︀𝐾Φ = νΣ𝑓Φ, то задача на собственные значения

приобретает более привычный вид:

𝑘Φ = ̂︀𝐴Φ, (1.6)

где ̂︀𝐴 = ̂︀𝐿−1 ̂︀𝐾.

Из свойств оператора ̂︀𝐴 следует, что искомая функция Φ соответствует

максимальному по модулю собственному значению этого оператора.

Для нахождения максимального по модулю собственного значения и соот

ветствующей ему собственной функции рассмотрим следующий итерационный

процесс [25]:

Φ(𝑖+1) = ̂︀𝐴Φ(𝑖), (1.7)

где 𝑖 — номер итерации. Возьмем произвольное значение функции Φ(0) в каче

стве начального приближения и представим в виде суперпозиции собственных

функций оператора ̂︀𝐴:
Φ(0) =

∑︁
𝑗

𝐶𝑗ξ𝑗. (1.8)

Здесь ξ𝑗 — собственные функции оператора ̂︀𝐴, соответствующие собствен
ным значениям λ𝑗, 𝑗 = 0,1, . . .. Пусть |λ0| > |λ1| ⩾ |λ2| ⩾ . . .. Тогда после 𝑛

итераций процесса (1.7) получим:

Φ(𝑛) =
∑︁
𝑗

(λ𝑗)
𝑛𝐶𝑗ξ𝑗 = (λ0)

𝑛

⎡⎣𝐶0ξ0 +
∑︁
𝑗 ̸=0

(︂
λ𝑗

λ0

)︂𝑛

𝐶𝑗ξ𝑗

⎤⎦ −−−→
𝑛→∞

(λ0)
𝑛𝐶0ξ0. (1.9)

Искомое собственное значение определяется как:

⃒⃒⃒
λ
(𝑛+1)
0

⃒⃒⃒
=

⃦⃦
Φ(𝑛+1)

⃦⃦⃦⃦
Φ(𝑛)

⃦⃦ −−−→
𝑛→∞

|λ0| , (1.10)

где ‖Φ‖ — некоторая норма функции Φ. Для предотвращения неограниченного

роста нормы собственной функции вводится нормировка.

Итерационный процесс включает две операции:

1) Действие оператора и оценка собственного значения:

𝑋(𝑛) = ̂︀𝐴Φ(𝑛), (1.11)
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⃒⃒⃒
λ(𝑛)
⃒⃒⃒
=

⃦⃦
𝑋(𝑛)

⃦⃦⃦⃦
Φ(𝑛)

⃦⃦ . (1.12)

2) Нормировка:

Φ(𝑛+1) =
𝑋(𝑛)⃦⃦
𝑋(𝑛)

⃦⃦ . (1.13)

Последовательность функций Φ(𝑛) сходится к собственной функции, соот

ветствующей максимальному собственному значению оператора ̂︀𝐴.
В формулах (1.12) и (1.13) можно применить разные нормы. Кроме того,

если оператор ̂︀𝐴 сохраняет положительность функции, то вместо нормы можно

взять любой линейный функционал с положительным ядром.

В рассматриваемом случае обычно используется норма:⃦⃦⃦ ̂︀𝐾Φ
⃦⃦⃦
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (1.14)

Операторы, введенные выше, имеют следующий физический смысл:̂︀𝐾 — это локальный оператор рождения нейтронов в процессе взаимодей

ствия с ядрами среды в том смысле, что результатом его действия на функцию,

определенную в точке r, является функция в той же точке пространства; ней

трон, поглощенный в точке r, с вероятностью Σ𝑓(r) вызовет деление в этой

точке, в результате чего в r появятся νΣ𝑓(r) нейтронов вместо одного;̂︀𝐿−1 — нелокальный оператор переноса, который может быть определен

как

̂︀𝐿−1 ̂︀𝐾Φ =

�

𝑉

𝐺(r
′ → r) ̂︀𝐾Φ(r

′
) 𝑑r

′
, (1.15)

где 𝐺(r
′ → r) — функция Грина, определяемая из решения уравнения

−𝐷∆𝐺(r
′ → r) + Σ𝑎𝐺(r

′ → r) = δ(r− r
′
). (1.16)

Физически функция Грина в данном случае представляет собой распре

деление частиц, которые создает точечный источник в среде с поглощением.

Далее будем рассматривать частный случай, когда сечение поглощения и ко

эффициент диффузии одинаковы во всем пространстве и равны 1, а область

определения есть все трехмерное пространство. Тогда функция Грина является
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сферически симметричной и зависит только от скаляра
⃒⃒
r− r

′ ⃒⃒
. В этом случае

известно аналитическое выражение для функции Грина [26]:

𝐺(r
′ → r) =

𝑒
−
⃒⃒⃒
r−r

′
⃒⃒⃒

|r− r′|
. (1.17)

Вероятность частице, рожденной в окрестности точки r
′
, поглотиться в

точке r будет:

𝑑𝑝(r
′ → r) ∼ 𝑒

−
⃒⃒⃒
r−r

′
⃒⃒⃒

|r− r′|
𝑑𝑟. (1.18)

Таким образом, оператор ̂︀𝐿−1 определяет вероятность поглощения в точке

r для частиц, рожденных по известному закону во всем пространстве.

В методе Монте-Карло функции представляются наборами точек области

определения с весами:

Φ(r)
𝑑𝑖𝑠𝑐𝑟𝑒𝑡𝑒−−−−→

∑︁
𝑘

ω𝑘δ(r− r𝑘). (1.19)

На каждой итерации (1.7) оператор ̂︀𝐴 действует на каждую такую точку.

Так как сам оператор ̂︀𝐴 имеет стохастическую природу, то его действие на∑︀
𝑘

ω𝑘δ(r− r𝑘) понимается как генерация нового набора точек
∑︀
𝑘

̃︀ω𝑘δ(r− ̃︀r𝑘).
Для наборов из дельта-функций удобным с практической точки зрения

классом норм является 𝐿1 с весом, то есть

‖(𝑤1δ(𝑥− 𝑥1) + 𝑤2δ(𝑥− 𝑥2) + . . .)‖ = |𝑤1|ℎ(𝑥1) + |𝑤2|ℎ(𝑥2) + . . . , (1.20)

где ℎ(𝑥) — некоторая положительная функция.

При моделировании переноса частиц все веса положительны, и в сумме

|𝑤𝑗| можно заменить на 𝑤𝑗, то есть для нормировки используется линейный

функционал.

Набор частиц с весами (дельта-функций с весами), соответствующий од

ной итерации (1.7), называется поколением.

Для оценки собственного значения применяется не число λ(𝑛) для кон

кретного 𝑛, а усреднение

Λ𝑀,𝑁 =
λ(𝑀+1) + λ(𝑀+2) + . . .+ λ(𝑁)

𝑁 −𝑀
. (1.21)
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Аналогично, усреднением оцениваются функционалы от собственной

функции.

В реальном реакторе процессы рождения и поглощения частиц никак

не синхронизированы во времени. При этом уравнение (1.4) является ста

ционарным. По этой причине для удобства дальнейших вычислений можно

предположить, что нейтроны в поколении рождаются одновременно и одновре

менно поглощаются. Согласно (1.7), нейтроны поколения (𝑖) рождают новые

нейтроны следующего поколения (𝑖+ 1) в точках поглощения (действие опера

тора ̂︀𝐾) и перемещаются в новые точки, где поглощаются (действие оператора̂︀𝐿−1) уже как (𝑖 + 1)-ое поколение.

Алгоритм метода Монте-Карло для задач переноса нейтронов построен на

детальном моделировании физических процессов в размножающей среде. Стан

дартный алгоритм нейтронного Монте-Карло выглядит следующим образом,

причем поколением считается набор рожденных частиц, то есть ̂︀𝐾Φ:

1. Выбираем число частиц в поколении 𝑀 , которое можно интерпретиро

вать как число точек для взятия интеграла в методе Монте-Карло.

2. Случайным образом, независимо разыгрываем координаты точек рож

дения частиц. Данный пункт соответствует заданию начального приближения.

3. Случайным образом разыгрываем направления движения частиц из

мест рождения. Розыгрыш производится независимо друг от друга с вероятно

стью равномерного распределения по трехмерной сфере (используется условие

сферической симметрии для функции Грина). Данный пункт соответствует вы

числению угловой части интеграла (1.15).

4. Случайным образом разыгрываем координаты точки поглощения

каждой частицы. Розыгрыш производится независимо друг от друга с вероят

ностью, задаваемой функцией Грина вдоль выбранного направления (пункт 3).

Данный пункт соответствует вычислению радиальной части интеграла (1.15).

5. В каждой точке r получаем число родившихся частиц следующего по

коления νΣ𝑓(r). В данном пункте заканчивается одна итерация (1.7).

6. Определяем оценку собственного значения для поколения как отноше

ние суммы родившихся частиц к числу частиц в поколении. Данный пункт

соответствует формуле (1.12).

7. Проводим нормировку частиц в текущем поколении, чтобы получить𝑀

частиц. Данный пункт соответствует формуле (1.13). Алгоритмов нормализа

ции, не смещающих оценку, существует несколько, можно использовать любой.
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8. Переходим в пункт 3 для расчета следующего поколения.

Далее процесс повторяется до достижения нужной точности. Собственное

значение и необходимые функционалы от собственной функции усредняются

по поколениям. Точность решения математической задачи (1.4) определяется

только статистикой, то есть произведением числа частиц в поколении на число

поколений и почти не содержит систематической составляющей ошибки. Неко

торую систематическую ошибку вносит алгоритм нормализации, но она также

имеет статистическую природу и может быть уменьшена увеличением числа ча

стиц в пакете. Нетривиальным местом в данном алгоритме является тот факт,

что в процессе итераций по поколениям оператор ̂︀𝐿−1 может вычисляться при

ближенно с использованием конечного числа точек при вычислении интеграла

методом Монте-Карло, тем не менее, конечный результат будет точным. Стро

гое математическое обоснование этого факта представлено в [27].

1.2 Численное решение стационарного уравнения Шредингера

1.2.1 Преобразование стационарного уравнения Шредингера

Рассмотрим трехмерную стационарную задачу о состояниях системы из 𝑁

электронов в поле атомного ядра заряда 𝑍𝑒. Поскольку каждый электрон такой

системы имеет три координаты, то решение этой задачи сводится к решению

3𝑁 -мерного стационарного уравнения Шредингера следующего вида [28]:

− ℏ2

2𝑚𝑒
∆Ψ− 𝑒2

4πε0

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑍

|r0 − r𝑖|
−

𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗>𝑖

1

|r𝑖 − r𝑗|

)︃
Ψ = 𝐸Ψ. (1.22)

Здесь r0 ∈ R3 — радиус-вектор ядра, r𝑖 ∈ R3 — радиус-вектор 𝑖-ого элек

трона, Ψ ∈ R3𝑁 — волновая функция системы;

∆ =
𝑁∑︁
𝑖=1

(︂
𝜕2

𝜕𝑥2𝑖
+

𝜕2

𝜕𝑦2𝑖
+

𝜕2

𝜕𝑧2𝑖

)︂
— оператор Лапласа в 3𝑁 -мерном пространстве координат всех электронов.
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Преобразуем уравнение (1.22). Поделим обе его части на энергию основ

ного состояния атома водорода 𝐸0 = − 𝑚𝑒𝑒
4

32π2ε20ℏ2
:

𝑎0
2∆Ψ+ 2𝑎0

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑍

|r0 − r𝑖|
−

𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗>𝑖

1

|r𝑖 − r𝑗|

)︃
Ψ =

𝐸

𝐸0
Ψ, (1.23)

где 𝑎0 = 4πε0ℏ2
𝑚𝑒𝑒2

— радиус Бора.

С помощью замены переменных ̃︀r𝑖 = r𝑖
𝑎0

√︁
𝐸
𝐸0
, где 𝑖 = 0,𝑁 , уравнение (1.23)

приводится к виду:

−∆̃︀rΨ+Ψ =
1

𝑘
𝑘0Ψ, (1.24)

где

𝑘0 =

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

2𝑍

|̃︀r0 − ̃︀r𝑖| −
𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗>𝑖

2

|̃︀r𝑖 − ̃︀r𝑗|
)︃
;

𝑘 =
√︁

𝐸0

𝐸 — собственное значение, подлежащее определению, а 3𝑁 -мерный ла

пласиан ∆̃︀r записан в координатах ̃︀r𝑖 (далее, тильда «~» в ̃︀r𝑖 опускается).
Уравнение (1.24) по виду совпадает с уравнением (1.4), где коэффициент

диффузии и сечение поглощения везде одинаковы и равны 1. Отличие заключа

ется в том, что уравнение (1.24) определено в трехмерном пространстве только

для одноэлектронных систем. Для 𝑁 -электронных систем область определения

есть 3𝑁 -мерное пространство, но по форме уравнение (1.24) остается уравнени

ем диффузии нейтральных частиц в поглощающей среде с размножением.

1.2.2 Системы со знакопостоянной волновой функцией

Будем искать уровень энергии, соответствующий основному состоянию

системы, состоящей из 𝑁 электронов в поле атомного ядра заряда 𝑍𝑒 и описы

ваемой уравнением (1.24). Искомое значение, по сути, является полной энергией

ионизации атома. Уравнение (1.24) можно переписать в операторном виде:

𝑘Ψ = ̂︀𝐿−1 ̂︀𝐾Ψ. (1.25)
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В основном состоянии энергия всей системы принимает минимальное зна

чение, что соответствует максимальному по модулю собственному значению

𝑘 оператора ̂︀𝐿−1 ̂︀𝐾. Таким образом, к решению задачи можно применить ме

тод, аналогичный изложенному в предыдущем разделе. Для этого необходимо

использовать функцию Грина, соответствующую оператору ̂︀𝐿−1 в 3𝑁 -мерном

пространстве. Она является сферически симметричной и зависит только от ска

ляра — расстояния от источника. По определению, выделив радиальную часть

3𝑁 -мерного оператора Лапласа, получим следующее уравнение для сфериче

ски симметричной функции Грина:

𝜕2

𝜕𝑟2
𝐺(r, r

′
) +

3𝑁 − 1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
𝐺(r, r

′
)−𝐺(r, r

′
) = δ(r− r

′
). (1.26)

Общий вид решения (1.26) выглядит следующим образом [29]:

𝐺(r, r
′
) =

⃒⃒⃒
r− r

′
⃒⃒⃒1− 3𝑁

2
(︁
𝑎𝐻

(1)

1− 3𝑁
2

(𝑖
⃒⃒⃒
r− r

′
⃒⃒⃒
) + 𝑏𝐻

(2)

1− 3𝑁
2

(𝑖
⃒⃒⃒
r− r

′
⃒⃒⃒
)
)︁
, (1.27)

где второе слагаемое, содержащее функцию Ханкеля второго рода от мнимого

аргумента, вносит сингулярность на бесконечности. Таким образом, физически

допустимая часть решения с точностью до нормировочного множителя есть:

𝐺(r, r
′
) =

⃒⃒⃒
r− r

′
⃒⃒⃒1− 3𝑁

2

𝐻
(1)

1− 3𝑁
2

(𝑖
⃒⃒⃒
r− r

′
⃒⃒⃒
) =

⃒⃒⃒
r− r

′
⃒⃒⃒1− 3𝑁

2

𝐾 3𝑁
2 −1(

⃒⃒⃒
r− r

′
⃒⃒⃒
), (1.28)

где 𝐾 3𝑁
2 −1(

⃒⃒
r− r

′ ⃒⃒
) — функция Макдональда порядка 3𝑁

2 − 1.

Тогда интегральная форма (1.25) уравнения (1.24) c функцией Грина

(1.28) есть:

𝑘Ψ(r) =

�

R3𝑁

𝐺(r, r
′
)𝑘0(r

′
)Ψ(r

′
)𝑑r

′
. (1.29)

При переходе от декартовых координат 3𝑁 -мерного евклидового про

странства к гиперсферическим элемент объема в (1.29) есть 𝑑r = 𝑟3𝑁−1𝑑𝑟𝑑Ω, где

𝑟 — модуль радиус-вектора в полярной системе координат, Ω — телесный угол.

Тот факт, что функция Грина с учетом радиальной состовляющей якобиана

𝑟3𝑁−1 представляет собой функцию, стремящуюся к нулю на бесконечности (Ри

сунок 1.1), позволяет осуществить переход к интегральному уравнению (1.29)

во всем пространстве R3𝑁 .
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Рисунок 1.1 — График функции 𝐶𝑁𝑥
3𝑁
2 𝐾 3𝑁

2 −1(𝑥), где 𝐶𝑁 — константа, подо

бранная таким образом, чтобы максимум функции был равен 1 для данного

значения 𝑁 .

Для взятия интеграла в (1.29) методом Монте-Карло в сферических

координатах потребуется случайным образом разыгрывать значение дифферен

циала телесного угла 𝑑Ω в соответствии с равномерным распределением. Как

известно [30], 3𝑁 -мерный шар x ∈ R3𝑁 можно параметризовать следующим

набором гиперсферических координат:

𝑥1 = 𝑟 cosφ · sin θ1 · sin θ2 · . . . · sin θ3𝑁−3 · sin θ3𝑁−2,

𝑥2 = 𝑟 sinφ · sin θ1 · sin θ2 · . . . · sin θ3𝑁−3 · sin θ3𝑁−2,

. . . ,

𝑥3𝑁−1 = 𝑟 cos θ3𝑁−3 · sin θ3𝑁−2,

𝑥3𝑁 = 𝑟 cos θ3𝑁−2,

(1.30)

и 𝑑Ω = sin θ1 · sin2 θ2 · . . . · sin3𝑁−2 θ3𝑁−2𝑑φ𝑑θ1 . . . 𝑑θ3𝑁−2, откуда следует, что

равномерное распределение дифференциала телесного угла 𝑑Ω достигается рав

номерной выборкой величин φ, sin θ1, sin
2 θ2, . . . , sin

3𝑁−2 θ3𝑁−2 вследствие их

независимости.

Метод решения уравнения (1.24) полностью повторяет метод решения

уравнения (1.4) за исключением функции Грина, вид которой зависит теперь

от числа электронов в системе, и орта направлений, который теперь опреде

ляется как равномерно распределенный по (3𝑁 − 1)-мерной сфере. При этом
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оператор ̂︀𝐿−1 играет роль оператора переноса: движение 3𝑁 -мерной частицы

от точки рождения до точки поглощения, а ̂︀𝐾 есть оператор рождения вто

ричных частиц.

1.2.3 Системы со знакопеременной волновой функцией

Рассмотренная в предыдущем разделе задача о нахождении основного

состояния системы из 𝑁 электронов в поле атомного ядра заряда 𝑍𝑒 имеет

важную особенность, известную как «проблема знака» [11]. Так как электроны

есть частицы с полуцелым спином (фермионы), то из релятивистской квантовой

механики следует следующая связь спина со статистикой [31]: полная волновая

функция системы должна быть антисимметрична относительно перестановки

квантовых чисел любой пары электронов. При решении стационарного урав

нения Шредингера мы работаем с координатной частью волновой функции:

следовательно, решение должно быть антисимметричным относительно пере

становок координат тех электронов, спины которых одинаково направлены.

Изложенный выше алгоритм не подразумевает наличие перестановок. Если

для системы со знакопостоянной волновой функцией достаточно определить

максимальное по модулю собственное значение стационарного уравнения Шре

дингера, чтобы получить энергию основного состояния, то для системы со

знакопеременной волновой функцией необходимо найти максимальное по моду

лю собственное значение при дополнительном условии, что волновая функция

обладает свойствами перестановочной симметрии.

Рассмотрим основное состояние системы, состоящей из 𝑁 электронов, 𝑁+

из которых имеют значение проекции спина +
1

2
, а 𝑁− имеют значение проек

ции спина −1

2
, 𝑁 = 𝑁++𝑁−. Тогда из свойств антисимметрии следует наличие

(𝑁+!) · (𝑁−!) подобластей, в которых волновая функция знакопостоянна. Пред

положим, что эти области односвязны. Если каким-либо образом известна одна

из подобластей с границей, то, решая стационарное уравнение Шредингера для

такой подобласти с дополнительным граничным условием равенства волновой

функции нулю на границе, получим собственное значение, которое снова будет

максимальным по модулю. Это демонстрирует следующий пример.
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Рассмотрим двумерное уравнение диффузии относительно функции

ψ(𝑥,𝑦) = ψ(𝑟,φ),φ ∈ [0,2π], 𝑟 ∈ [0,𝑅], определенной в круге радиуса 𝑅 с

центром в начале координат с граничными условиями ψ(𝑅,φ) = 0 ∀φ ∈ [0,2π]:

−∆ψ+ψ =
1

𝑘
𝑘0ψ, 𝑘0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (1.31)

Необходимо найти максимальное собственное значение 𝑘 и соответствую

щую ему собственную функцию при дополнительном условии антисимметрии

функции ψ относительно перестановки координат: ψ(𝑥,𝑦) = −ψ(𝑦,𝑥). Это усло
вие определяет кривую нулей функции ψ, которая задается уравнением 𝑦 = 𝑥.

Решение уравнения (1.31), обладающее нужными свойствами, известно [26]; в

полярной системе координат оно имеет вид:

ψ(𝑟,φ) = 𝐽1

(︂
β1

𝑅
𝑟

)︂
sin
(︁
φ− π

4

)︁
. (1.32)

Здесь 𝐽1 — соответствующая цилиндрическая функция, β1 — ее первый

корень: 𝐽1(β1) = 0.

Искомое собственное значение равно:

𝑘 =
𝑘0

1 +

(︂
β1

𝑅

)︂2 . (1.33)

На Рисунке 1.2 показана область определения функции ψ для задачи

(1.31). Штриховкой выделена одна из областей 𝐷1, где функция ψ знакопо

стоянна. Другая область 𝐷2 с теми же свойствами оставлена незакрашенной.

Очевидно, что существует взаимно однозначное соответствие между областями

𝐷1 и 𝐷2, задаваемое перестановочной антисимметрией. Также очевидно, что

объединение областей 𝐷1 и 𝐷2 есть вся область определения. Таким образом,

можно решить задачу (1.31) для области 𝐷1 с условием ψ = 0 на границе обла

сти и использовать свойство антисимметрии для распространения решения на

всю область. При такой постановке задачи собственное значение 𝑘 становится

глобально максимальным.
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Рисунок 1.2 — Область определения функции ψ для задачи (1.31).

1.3 Определение узловых областей

1.3.1 Фундаментальная область

Рассмотрим систему из 𝑁 электронов. Пусть 𝑁+ электронов имеют зна

чение проекции спина +1
2 , а 𝑁− имеют значение проекции спина −1

2 , 𝑁 =

𝑁++𝑁−. Пронумеруем электроны так, что для 𝑖 = 1,𝑁+ они имеют проекцию

спина +1
2 , а для 𝑖 = 𝑁+ + 1,𝑁+ +𝑁− — −1

2 , соответственно. Тогда имеется

группа перестановок 𝐺 = 𝐺+ × 𝐺− из 𝑁+!𝑁−! элементов, действующих на

3𝑁 -мерное фазовое пространство. Элемент, переставляющий 𝑖 и 𝑗 (причем оба

индекса относятся либо к первым 𝑁+ номерам, либо оба к последним 𝑁−) вы

зывает перестановку координаты 𝑖-ой и 𝑗-ой частицы. Такая замена вызывает

смену знака волновой функции.

Можно большим числом способов выделить так называемую фундамен

тальную область [32—34], то есть область Ω1 ∈ R3𝑁 со следующими свойствами:

∀r ∈ Ω1,∀𝑔 ̸= 1, 𝑔 ∈ 𝐺 : 𝑔(r) /∈ Ω1,

∀r ∈ R3𝑁∃𝑔 ∈ 𝐺 : 𝑔(r) ∈ Ω1,
(1.34)
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где под Ω1 понимается замыкание области Ω1.

Всегда можно так выбрать Ω1, что на ней волновая функция знакопосто

янна. Действительно, пусть Ψ на Ω1 не знакопостоянна, тогда:

Ω1 = Ω+
1 ∪ Ω−

1 ∪ Ω0
1, (1.35)

где верхний индекс есть знак Ψ на этом множестве. Возьмем какую-либо пере

становку из 𝐺, или любой элемент 𝑔, получающийся произведением нечетного

числа перестановок, тогда:

Ψ(𝑔(r)) = −Ψ(r) . (1.36)

Следовательно, на 𝑔
(︀
Ω−

1

)︀
Ψ положительна, а, значит, область Ω′ = Ω+ ∪

𝑔(Ω−) есть фундаментальная область, на которой Ψ положительна. Если счи

тать волновую функцию аналитической (в вещественном смысле), то область

Ω0 не содержит внутренних точек и полностью лежит на границах двух осталь

ных. Поэтому ее можно отдельно не рассматривать.

Далее необходимо сделать следующее пояснение. Рассматривается ре

шение стационарного уравнения Шредингера для всего пространства R3𝑁 .

Существует бесконечное число фундаментальных областей, определяемых толь

ко симметрией. Из условия знакопостоянства волновой функции следует, что

на границе фундаментальной области Ψ должна быть равна нулю. При лю

бой области с регулярной границей возможно получить решение стационарного

уравнения Шредингера с нулевым граничным условием. Казалось бы, это поз

воляет распространить такое решение, построенное на любой фундаментальной

области, на все пространство, действуя элементами группы и учитывая анти

симметрию. Однако, это не так: для решения уравнения Шредингера требуется

непрерывность не только волновой функции, но и ее первой производной.

Очевидно, что условие непрерывности волновой функции на границах фунда

ментальных областей будет выполняться в силу граничного условия (Ψ = 0 на

границе). Однако равенство нормальных производных слева и справа от грани

цы не гарантировано (это демонстрирует пример на рисунке 1 в работе [35]).

Таким образом, из всего числа фундаментальных областей правильное

решение будет давать лишь та, на границе которой выполняется условие

непрерывности волновой функции и ее первой производной. Далее такие



25

фундаментальный области будем называть правильными фундаментальными

областями.

1.3.2 Экстремальное свойство фундаментальной области

Если бы было возможным однозначно определить фундаментальную об

ласть для любой электронной системы, то методы квантового Монте-Карло

позволили бы решить такую задачу точно, поскольку в этой области функция

знакопостоянна, а на ее границе задано условие, позволяющее однозначно найти

решение. Свойствам перестановочной симметрии волновой функции посвящено

множество работ, начиная с работ Ферми и Дирака. Однако большинство из

них посвящено спиновой части волновой функции, что и понятно: структура

спиновых и координатных перестановок сильно связана, но изучение спиновых

перестановок безусловно проще. Это привело к тому, что координатная структу

ра изучена гораздо менее полно и в основном для конкретных систем с малым

количеством электронов [36], а в целях построения фундаментальных областей

такое знание просто необходимо.

Интуитивно понятно, что узловая поверхность должна обладать каким

то свойством экстремальности. Теорема об экстремальном свойстве границы

известна [11; 37], но ее доказательство основано на вариационном принципе и

не дает представления о причинах появления этой экстремальности. Ниже при

ведено доказательство этой теоремы, основанное на свойстве непрерывности

волновой функции. Следствия из этого кажутся более полезными для прак

тических приложений. Дополнительно стоит отметить, что приведенное ниже

доказательство справедливо не только для основного состояния системы, но и

для возбужденных тоже.

Теорема об экстремальном свойстве фундаментальной области.

Энергия системы 𝐸 обладает свойством экстремальности по отношению к ва

риации правильной границы Γ фундаментальной области: δ𝐸
δΓ = 0.

Доказательство. Пусть Ψ — правильное решение уравнения Шрединге

ра в правильной фундаментальной области Ω с границей Γ:

−∆Ψ+ 𝐸Ψ = 𝑉Ψ. (1.37)
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Пусть Ω1 есть фундаментальная область с границей Γ1, которая есть ма

лое искажение исходной области в том смысле, что для каждой точки границы

Γ1 существует точка границы Γ, расстояние до которой меньше малого числа

δ. Соответственно, Ψ1 есть решение уравнения в новой области с нулевым гра

ничным условием, распространенное на все пространство по антисимметрии:

−∆Ψ1 + 𝐸1Ψ1 = 𝑉Ψ1. (1.38)

При этом энергии из дискретного спектра выбраны согласовано: они близ

ки.

Тогда, умножая (1.37) на Ψ1 и (1.38) на Ψ, вычитая одно из другого и

интегрируя по всему пространству, используя нормировку
�

R3𝑁

ΨΨ1𝑑𝑉 = 1:

�

R3𝑁

𝑑𝑖𝑣 (Ψ1∇Ψ−Ψ∇Ψ1) 𝑑𝑉 = δ𝐸, (1.39)

где δ𝐸 = 𝐸 − 𝐸1. Применим теорему Остроградского-Гаусса и заметим, что

первое слагаемое в скобках есть непрерывная в R3𝑁 функция, а второе слагае

мое испытывает разрыв на неправильной границе из-за разрыва 𝜕Ψ1

𝜕n

⃒⃒⃒⃒
Γ𝑖
1

(здесь

Γ𝑖
1 есть общий элемент границ между двумя образами областей Ω1 под действи

ем элемента группы):

δ𝐸 = −
𝑀∑︁
𝑖=1

�

Γ𝑖
1

Ψ

(︃
𝜕Ψ1

𝜕n

⃒⃒⃒⃒
Γ𝑖
1
+
− 𝜕Ψ1

𝜕n

⃒⃒⃒⃒
Γ𝑖
1
−

)︃
𝑑𝑆, (1.40)

где n есть нормаль к поверхности, а знак Γ𝑖
1 указывает, в какую сторону от

границы берется производная; 𝑀 — общее число границ между фундаменталь

ными подобластями.

В силу близости областей Ω1 и Ω, а также их границ, и, учитывая, что

Ψ

⃒⃒⃒⃒
Γ

= 0, можно считать, что на Γ1, а, значит, и на Γ
𝑖
1 Ψ есть величина порядка δ.

Также можно считать, что разность любых производных функций Ψ1 и Ψ есть

величина порядка δ. Но у функции Ψ производная непрерывна, и при замене

Ψ1 на Ψ скачок производной в интеграле (1.40) обращается в нуль.

Таким образом, величина δ𝐸 оказывается квадратичной функцией, про

порциональной (δΓ)2. Тогда из (1.40) следует:
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δ𝐸

δΓ
= 0. (1.41)

Теорема доказана.

1.3.3 Гипотезы о построении фундаментальной области

Поскольку фундаментальные области однозначно определяются самим

уравнениемШредингера [35], логично было бы поискать их структуру в нем. За

пишем стационарное уравнение Шредингера для 𝑁 электронов с одинаковым

значением проекции спина в следующем виде:

𝑁∑︁
𝑖=1

ε𝑖 (r)Ψ = 𝐸Ψ, (1.42)

где ε𝑖 (r) = − 1
𝑁

∑︀𝑁
𝑗=1 Δ𝑗Ψ

Ψ − 𝑉𝑖, r ∈ R3𝑁 .

Такая форма записи естественным образом дает разбиение всего про

странства на 𝑁 ! подобластей, но пока неизвестно, есть ли это правильные

фундаментальные области. Фундаментальная область под номером 1 определя

ется следующим условием: ε1 < ε2 < . . . < ε𝑁 . Остальные области получаются

естественным образом путем перестановок. Фундаментальная область, введен

ная таким образом, обладает интересным свойством: внутри нее электроны

сохраняют свойства индивидуальности. Это можно увидеть при реализации

метода квантового Монте-Карло, когда удается проследить траекторию каж

дого электрона. Однако практическая реализация этого условия в 3𝑁 -мерном

пространстве оказывается затруднена. Следующее предположение, которое ока

залось справедливым по крайней мере для 𝑠-электронов, — это замена ε𝑖 на 𝑉𝑖,

то есть полной парциальной энергии на потенциальную. Это кажется разумным

и с точки зрения теоремы Хоэнберга-Кона [3], которая позволяет установить вза

имооднозначное соответствие потенциала и точной волновой функции. Отсюда

логично предположить, что структура нулей волновой функции также опре

деляется потенциалом. Как следует из уравнения Шредингера, в месте, где

волновая функция равна нулю, суммарная кинетическая энергия также равна

нулю. Ноль кинетической энергии может наблюдаться либо когда лапласианы

от волновой функции на границе, относящиеся к отдельным электронам, равны
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нулю, либо когда сумма лапласианов от волновой функции части электронов

имеет положительный знак, а сумма лапласианов от волновой функции остав

шихся электронов имеет отрицательный знак ровно той же величины. Оба этих

случая позволяют предположить, что значение кинетической энергии на грани

це не является важным с точки зрения определения фундаментальной области,

и можно либо записать для каждой частицы 𝑁 -ую часть общей кинетической

энергии на границе, либо вообще ее не учитывать, что с практической точки

зрения будет одним и тем же.

Назовем фундаментальной областью решений стационарного уравнения

Шредингера для 𝑠-электронов подобласть Ω1 ∈ R3𝑁 , для которой выполняются

следующие условия:

𝑉1 < 𝑉2 < . . . < 𝑉𝑁+,

𝑉𝑁++1 < 𝑉𝑁++2 < . . . < 𝑉𝑁++𝑁−,
(1.43)

где 𝑉𝑖 есть парциальные потенциалы, введенные по формуле

𝑉𝑖 = α
2𝑍

𝑟𝑖
− β

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

1

𝑟𝑖𝑗
+

1− α
𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

2𝑍

𝑟𝑗
− 1− β

𝑁

𝑁−1∑︁
𝑗=1

𝑁∑︁
𝑘>𝑗

2

𝑟𝑗𝑘
. (1.44)

Здесь α и β — любые функции от координат частиц, симметричные по пе

рестановкам, 𝑟𝑖𝑗 = |r𝑖− r𝑗|. Это наиболее общий вид парциальных потенциалов
при условиях

∑︀
𝑖

𝑉𝑖 = 𝑉 и 𝑉𝑖 → 𝑉𝑗 при замене 𝑖 на 𝑗.

Утверждение о том, что это наиболее общий вид, сделано по следую

щим соображениям. Парциальные потенциалы рассматриваются как элемент

двумерного пространства в базисе, заданном внешнем потенциалом, с од

ной стороны, и межэлектронным потенциалом, с другой. Таким образом, все

множество представлений потенциалов в виде суммы 𝑉𝑖 является двумерной

аффинной плоскостью в пространстве с координатами α и β, которые в общем

случае являются функциями от всех физических координат, симметричных по

перестановкам.

Все пространство R3𝑁 является объединением Ω𝑘, 𝑘 = 1,𝑁+!𝑁−! фун

даментальных областей, которые получаются из (1.43) всеми возможными

перестановками. Граница подобласти Ω1 есть Γ1 ∈ R3𝑁−1, которая определя

ется следующими равенствами:



29

𝑉𝑖 = 𝑉𝑖+1, 𝑖 = 1,𝑁+ − 1;

𝑉𝑖 = 𝑉𝑖+1, 𝑖 = 𝑁+ + 1,𝑁 − 1.
(1.45)

Пусть имеется решение уравнения (1.24) в Ω1 с граничным условиемΨ = 0

на Γ1. Тогда решение уравнения (1.24) в R3𝑁 может быть представлено как:

Ψ =

⎧⎨⎩Ψ(r), r ∈ Ω1

(−1)𝑚Ψ(Pkr), Pkr ∈ Ω𝑘

, (1.46)

где

r ∈ Ω1 ∈ R3𝑁 ;

Pk — оператор перестановок, переводящий r ∈ Ω1 в Pkr ∈ Ω𝑘;

𝑚 — количество парных перестановок, переводящих r в Pkr.

Полученное решение будет удовлетворять требованиям антисимметрии,

накладываемым на волновую функцию исходя из принципа Паули. Его хоро

шее приближение, удобное с точки зрения алгоритмизации в рамках метода

Монте-Карло, можно получить, проверяя выполнение условий (1.43) для каж

дой частицы после того, как получены новые координаты. Если условие (1.43)

выполнено, продолжить расчет, если не выполнено, то вычисляется количе

ство перестановок, необходимых для возвращения частицы в фундаментальную

область. Если количество четное, то продолжаем расчет с новыми «переставлен

ными» координатами, если нечетное, то уничтожаем частицу, как покинувшую

область.

После введения парциальных потенциалов по формуле (1.44) возникает

вопрос определения коэффициентов α и β. Из (1.43) следует, что при задании

фундаментальной области играют роль только первые два слагаемых (1.44).

Поделим неравенства (1.43) на α, тогда с учетом γ = β
α
:

𝑉𝑖 =
2𝑍

𝑟𝑖
− γ

𝑁∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

1

𝑟𝑖𝑗
. (1.47)

При варьировании γ изменяется граница фундаментальной области. В со

ответствии с теоремой об экстремальном свойстве фундаментальной области

полная энергия системы должна быть стационарна по отношению к вариации

границы.

Для простейшей системы 1𝑠2𝑠 3𝑆 He предложенный подход воспроизво

дит значение границы 𝑟1 = 𝑟2, которое ранее было получено аналитически в
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работах [38; 39]. В работах [40; 41] получено численно, что узел 𝑟1 = 𝑟2 явля

ется правильным и для Li. Варьируя параметр γ с шагом 0.1, на достаточной

статистике был получен экстремум при γ = 0 (Рисунок 1.3), что приводит

к значению границы 𝑟1 = 𝑟2 для Li. Такой же результат был получен и для

1𝑠22𝑠3𝑠 3𝑆 Be (Рисунок 1.4). При этом оценка дисперсии проводится, исходя

из следующих соображений.
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Рисунок 1.3 — Зависимость решения E / |E0| атома Li от параметра γ, где E0

— значение полной энергии E при γ = 0.
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Рисунок 1.4 — Зависимость решения E / |E0| атома 1𝑠22𝑠3𝑠 3𝑆 Be от параметра

γ, где E0 — значение полной энергии E при γ = 0.
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Как показано, например, в [42], ошибка приближения с большой вероят

ностью не превосходит величины 3

√
𝐷(ξ)√
𝑁

, где 𝑁 — число реализаций случайной

величины (число разыгрываемых историй), 𝐷(ξ) — дисперсия случайной ве

личины. В данном случае оценки случайной величины (оценки собственного

значения в отдельном поколении) не являются независимыми, так как части

цы одного поколения влияют на положение частиц в последующем поколении,

рождая потомков в местах поглощения. Соседние поколения как бы связаны

между собой, поэтому величины в них коррелируют друг с другом. Однако,

если учесть, что спустя определенное число поколений (серию) частицы «забы

вают» свое первоначальное положение, то оценку дисперсии можно проводить

методом серий, в котором оценки собственного значения, усредненные по числу

поколений в серии, уже можно считать независимыми реализациями случай

ной величины. В таком случае применяется следующая формула для оценки

дисперсии случайной величины [43]:

𝐷(ξ) ≈ 1

𝑛− 1

⎛⎝ 𝑛∑︁
𝑖=1

(︃
𝑚∑︁
𝑗=1

ξ𝑖𝑗

𝑚
− ξ

)︃2
⎞⎠ , (1.48)

где 𝑚 — число поколений в серии, 𝑛 — число серий.

Согласно (1.43), фундаментальная область для Be задается следующими

неравенствами:

2𝑍

𝑟1
− γ

4∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=1

1

𝑟1𝑗
<

2𝑍

𝑟2
− γ

4∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=2

1

𝑟2𝑗
;

2𝑍

𝑟3
− γ

4∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=3

1

𝑟3𝑗
<

2𝑍

𝑟4
− γ

4∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=4

1

𝑟4𝑗
.

(1.49)

Варьируя параметр γ с шагом 0.1, на достаточной статистике был получен

экстремум при γ = −0.2 (Рисунок 1.5). Исходя из этого, экстремум расположен

в диапазоне от −0.3 до −0.1, что приводит к границе, отличной от задаваемой

равенствами 𝑟1 = 𝑟2, 𝑟3 = 𝑟4.

В работах [44; 45] представлено доказательство теоремы о том, что ос

новное состояние атома Be имеет только 2 фундаментальные области, и,

соответственно, граница не является «хартри-фоковской» (𝑟1 = 𝑟2, 𝑟3 = 𝑟4).

Доказательство в [44; 45] строится следующим образом: берется точка R* =
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Рисунок 1.5 — Зависимость решения E / |E0| атома Be от параметра γ, где E0

— значение полной энергии E при γ = −0.2.

(r1, − r1,r3, − r3), которая вращением системы как целого на 180∘ вокруг оси

r1 × r3 переходит в точку 𝑃12𝑃34R
* (𝑃𝑖𝑗 есть оператор перестановки, пере

ставляющий координаты 𝑖-ой и 𝑗-ой частицы). Так как основное состояние Be

есть 𝑆-состояние, волновая функция Ψ(R) инвариантна относительно враще

ний системы как целого вокруг оси r1 × r3. Поэтому, если доказать, что точка

R* = (r1,−r1,r3,−r3) лежит не на границе правильной фундаментальной обла

сти для точной волновой функции атома Be, то есть доказать, что Ψ(R*) ̸= 0,

это будет означать, что путь, соединяющий точку R* с точкой 𝑃12𝑃34R
*, лежит

в одной фундаментальной области, а всего их две. В работах [44; 45] доказа

но выполнение условия ̃︀Ψ(R*) ̸= 0 для приближенной волновой функции ̃︀Ψ,
которая представляет собой первые два члена разложения точной волновой

функции Ψ в базисе конфигурационного взаимодействия. Граница, полученная

автором диссертации, также не является «хартри-фоковской», но для нее вы

полняется Ψ(R*) = 0, в чем можно убедиться подстановкойR* в (1.49). С точки

зрения связности области знакопостоянства волновой функции полученные ре

зультаты для 4-электронных систем противоречат выводам работ [44; 45].

Похожий результат был получен для 1𝑠22𝑠2 B+ (Рисунок 1.6), 1𝑠22𝑠23𝑠 2𝑆

B (Рисунок 1.7), 1𝑠22𝑠23𝑠 2𝑆 C+ (Рисунок 1.8).
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Рисунок 1.6 — Зависимость решения E / |E0| атома 1𝑠22𝑠2 B+ от параметра γ,

где E0 — значение полной энергии E при γ = −0.2.

-0,6 -0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4 0,6
-1,00004

-1,00000

-0,99996

-0,99992

-0,99988

-0,99984

-0,99980

Рисунок 1.7 — Зависимость решения E / |E0| атома 1𝑠22𝑠23𝑠 2𝑆 B от параметра

γ, где E0 — значение полной энергии E при γ = −0.2.

1.4 Программная реализация

Разработанный алгоритм решения стационарного уравнения Шрединге

ра методом KQMC реализован в форме программного модуля, написанного на

языке Fortran 90 c использованием технологии MPI. Блок-схема программно

го модуля изображена на Рисунке 1.9. В качестве входных данных выступают
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Рисунок 1.8 — Зависимость решения E / |E0| атома 1𝑠22𝑠23𝑠 2𝑆 C+ от параметра

γ, где E0 — значение полной энергии E при γ = −0.2.

характеристики вычисляемой системы, такие как заряд ядра, число электро

нов и их квантовые числа, а также статистические параметры расчета: число

поколений, начальное число частиц в поколении, значения верхней и нижней

границы по числу частиц в поколении.

Расчеты методом Монте-Карло по своей природе параллельны. Они вклю

чают вычисление большого набора независимых случайных величин, а затем

усреднение набора результатов, полученных при помощи каждой из этих слу

чайных величин. Главная идея выполнения алгоритма квантового Монте-Карло

на массивно-параллельных ядрах заключается в том, что одно ядро управ

ляет всей симуляцией, то есть парадигма «ведущий-ведомый». Каждое ядро,

генерируя свою собственную последовательность псевдослучайных чисел [46],

независимо запускает симуляцию (1.7) и накапливает свой набор данных (оцен

ки собственных значений и функций). За счет этого параллельный алгоритм

квантового Монте-Карло обеспечивает линейную масштабируемость кода на

машинах с любым количеством узлов. В конце расчета данные с разных ядер

собираются главным ядром, после чего они усредняются, и вычисляются значе

ния необходимых функционалов. Далее выходные данные (собственные числа,

функции, функционалы) записываются в файловую систему пользователя.

Расчеты проводились на кластере второго поколения HPC2 объединенного

вычислительного центра НИЦ «Курчатовский институт». Один вычислитель

ный узел имеет два процессора Intel Xeon E5450 (3.00 ГГц, 4 ядра), 16 Гб
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Рисунок 1.9 — Блок-схема программного модуля, в котором реализован алго

ритм решения стационарного уравнения Шредингера методом KQMC.

оперативной памяти. Межпроцессорные коммуникации, включающие пересыл

ку пакетов данных между процессорами, осуществляются с использованием

стандарта MPI.

1.4.1 Нормализация

Как отмечалось выше, для предотвращения неограниченного роста нормы

собственной функции вводится нормировка. Иначе говоря, это не позволяет

допустить неограниченный рост/падение числа частиц в поколении. Однако,

нормализация является нежелательным процессом по ряду причин.

Во-первых, с точки зрения распараллеливания расчетов. Нормализация

уже требует действий с поколением в целом. Это особенно существенно в рас

сматриваемом случае, так как на одном ядре процессора время нормализации
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сравнимо с временем моделирования всех траекторий поколения. Если на каж

дом ядре число частиц в поколении мало, необходимо производить совместную

нормализацию всех поколений всех ядер. Это ухудшает эффективность, так

как необходима синхронизация работы ядер после каждого поколения.

Во-вторых, существует проблема электронных флуктуаций. Электроны

на дальних от ядра оболочках начинают сильно флуктуировать. Это происхо

дит из-за того, как устроен алгоритм нормализации. Рассмотрим, например,

атом бериллия. Алгоритм нормализации работает с 3𝑁 -мерной частицей (в

рассматриваемом примере с 12-мерной), и чувствителен к ее весу. Так как в

данном случае вес 12-мерной частицы складывается из суммы потенциалов вза

имодействия каждого электрона, то возможно возникновение ситуаций, когда

электроны 1𝑠-оболочки отдельно взятой 12-мерной частицы окажутся ближе

к ядру, а электроны 2𝑠-оболочки будут достаточно далеко. В результате вес

всей 12-мерной частицы окажется большим из-за вклада слагаемых, содер

жащих потенциал электронов 1𝑠-оболочки. Как итог: родится значительное

число потомков текущей 12-мерной частицы, содержащих далеко расположен

ные электроны 2𝑠-оболочек, а, значит, эти потомки будут тормозить сходимость

решения к точному и отрицательно влиять на результат. На Рисунке 1.10 по

казана величина этих флуктуаций.
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Рисунок 1.10 — Зависимость среднего по поколениям расстояния r (в боровских

радиусах) каждого электрона от номера серии M (20 поколений в серии) в атоме

Be (а) и в возбужденном состоянии 1𝑠22𝑠23𝑠 2𝑆 атома B (б), рассчитанная с

использованием нормализации.
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Теперь откажемся от нормализации и вернемся к исходной задаче (1.25).

Поделим обе части уравнения (1.25) на константу 𝑘, что есть оценка точно

го решения данной задачи, взятая, например, из экспериментальных таблиц

атомных спектров (либо оцененная из расчетов с применением нормализации).

Тогда ̂︀𝐴 = ̂︀𝐿−1 ̂︀𝐾 перейдет в ̂︀𝐴′
=

̂︀𝐴
𝑘
, а 𝑘 в 𝑘

′
= 𝑘

𝑘
:

𝑘
′
Ψ = ̂︀𝐴′

Ψ. (1.50)

В результате решения задачи (1.50) оценка собственного значения будет

сходиться к значению, близкому к единице. За счет такого преобразования

оператора рождения достигается уменьшение роста/падения числа частиц в

пакете, что крайне важно с точки зрения отказа от нормализации. В предложен

ном варианте из-за специфики задачи решение будет сходиться к единичному

сверху, и проведенные расчеты показали, что за не очень большое число по

колений число частиц в пакете достигает крайне высокого значения. Поэтому

предлагается ввести коридор по числу частиц в пакете.

Обозначим 𝑁
′
— нижняя граница коридора, 𝑁

′′
— верхняя. После начала

расчета за некоторое число 𝑀 поколений число частиц в пакете достигнет 𝑁
′′
.

Далее производится оценка собственного значения 𝑘
′
для 𝑀 поколений (что

есть константа 𝑘) и замена ̂︀𝐴′
на ̂︀𝐴′′

=
̂︀𝐴′

𝑘
и 𝑘

′
на 𝑘

′′
= 𝑘

′

𝑘
, после чего задача

приобретает следующий вид:

𝑘
′′
Ψ = ̂︀𝐴′′

Ψ. (1.51)

Таким образом уточняется оператор рождения при достижении грани

цы коридора, после чего начнется падение числа частиц в пакете с ростом

поколения. Далее при новом достижении границы процедура повторяется

(Рисунок 1.11). При каждом достижении границы ее значение сдвигается (уве

личивается для 𝑁
′′
и уменьшается для 𝑁

′
), чтобы исключить вариант, когда

число частиц выйдет на плато и будет незначительно изменяться вблизи гра

ницы. В итоге решение сходится к единичному модифицированной задачи, при

этом оценка производится в результате пересчета к собственному значению ис

ходной задачи:

𝐾 =
𝑘𝑀 + (𝑘

′′

1 + . . .+ 𝑘
′′

𝑀 ′)𝑘 + . . .

𝑀 +𝑀 ′ + . . .
. (1.52)
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Рисунок 1.11 — Зависимость десятичного логарифма числа частиц в поколении

N от номера поколения M при расчете с использованием коридора для числа

частиц в пакете.

Данный подход никак не влияет на точность полученного решения [22].

При расчете на недостаточной статистике остается остаточная флуктуация (Ри

сунок 1.12 (a)). Для полного решения проблемы электронных флуктуаций по

крайней мере для первых трех периодов таблицы Менделеева необходим розыг

рыш порядка 1012 историй (Рисунок 1.12 (б)). Розыгрыш порядка 109 − 1010

историй (среднее число историй в коридоре на каждом ядре — несколько сотен

тысяч, число поколений — несколько десятков тысяч) для элементов первых

двух периодов таблицы Менделеева на одном ядре процессора Intel Xeon E5450

с тактовой частотой 3.00 ГГц занимает до 10 − 20 часов. Расчет на такой же

статистике на ядро, но уже с использованием 512 ядер, позволяет увеличить

общее число разыгрываемых историй до ∼ 1012, при этом за счет линейной мас

штабируемости KQMC время расчета остается фактически таким же, как на

одном ядре.
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Рисунок 1.12 — Зависимость среднего по поколениям расстояния r (в боров

ских радиусах) каждого электрона от номера серии M (20 поколений в серии) в

возбужденном состоянии 1𝑠22𝑠23𝑠 2𝑆 атома B, рассчитанная с использованием

коридора по числу частиц в пакете на 1 (а) и 512 (б) ядрах.

1.4.2 Верификация

Для систем со знакопостоянной волновой функцией точность решения ста

ционарного уравненияШредингера определяется лишь статистикой. Сравнение

результатов расчета с экспериментальными значениями [47; 48] приведены в

Таблице 1. Стоит отметить, что решение уравнения Шредингера не включает

в себя релятивистские эффекты и эффекты квантовой электродинамики, одна

ко для легких атомов и их ионов соответствующие поправки достаточно малы.

Возможным является сравнение с результатами решения уравнения Шрединге

ра другими методами [49—51].

Для молекулярного иона водорода была измерена зависимость полной

энергии от расстояния между ядрами (Рисунок 1.13). Данный результат позво

лил определить не только энергию, но и расстояние (в радиусах Бора) между

ядрами: 2.03 𝑎0 (экспериментальное значение 2.02 𝑎0 [52]).

При расчете многоэлектронных систем со знакопеременной волновой

функцией возникает проблема вылета 3𝑁 -мерных частиц из фундаментальной

области.
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Таблица 1 — Сравнение экспериментального значения энергии [47;

48] с расчетом KQMC для элементов со знакопостоянной волновой

функцией, содержащих 𝑠-электроны.

Элемент Экспериментальное значение (эВ) KQMC (эВ)

H 13.60569 ± 0.0000002 13.60569 ± 0.000002

He+ 54.41776 ± 0.0000002 54.41915 ± 0.000002

He 79.00515 ± 0.0000002 79.01347 ± 0.000002

Li+ 198.094456 ± 0.000002 198.09654 ± 0.000002

H+
2 16.24914 ± 0.0000002 16.25898 ± 0.000002
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Рисунок 1.13 — Зависимость полной энергии молекулярного иона водорода от

расстояния (в радиусах Бора) между ядрами.

Вылет частиц из фундаментальной области

Если размер фундаментальной области сравним с длиной свободного про

бега среднестатистической 3𝑁 -мерной частицы, то происходит вылет частиц за

пределы области. Уничтожение таких частиц приводит к замене точного значе

ния ядра оператора ̂︀𝐿−1 ̂︀𝐾 на его приближение, исключающее отрицательную

часть. Полученные результаты (Таблица 2) демонстрируют, что даже при пра

вильном выборе фундаментальной области это может приводить к заметным
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искажениям, несмотря на то, что вероятность для среднестатистической части

цы покинуть область Ω1 относительно мала.

Таблица 2 — Зависимость решения 𝐾 от среднего по поколениям

процента покинувших фундаментальную область частиц на примере

двухэлектронных систем.

Элемент Решение 𝐾 Вылет

He (1𝑠2𝑠 3𝑆) 1.019 4%

Li+ (1𝑠2𝑠 3𝑆) 1.029 5.5%

Be++ (1𝑠2𝑠 3𝑆) 1.035 6.3%

B+++ (1𝑠2𝑠 3𝑆) 1.038 6.7%

Эта проблема может быть решена путем введения экстраполированной

границы [23; 24]. Удаляя частицы, покидающие область знакопостоянства, со

здается граница с вакуумом, откуда нет переноса частиц внутрь области.

Подбирая краевое условие (двигая границу), можно с высокой точностью по

лучить решение для области Ω1. Это демонстрирует следующий пример.

Пусть имеется область с границами 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝑎, заполненная веществом

среды, а при 𝑥 < 0 и 𝑥 > 𝑎 имеется вакуум (Рисунок 1.14). Требуется решить од

номерное стационарное уравнение диффузии вида 𝜕2Φ
𝜕𝑥2 +Φ = 0. В общем случае

решение этого уравнения есть Φ = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝑥)+𝐵𝑐𝑜𝑠(𝑥). Поскольку поток должен

быть симметричен относительно 𝑥 = 𝑎
2 , то Φ ∼ 𝑐𝑜𝑠(𝑥− 𝑎

2). Для области, грани

чащей с вакуумом, нужно, чтобы асимптотический поток обращался в ноль на

двух экстраполированных границах: 𝑥 = −𝑥0 и 𝑥 = 𝑎 + 𝑥0 (Рисунок 1.14).

Поставим модельную задачу, решение которой известно. Пусть имеется

система с двумя невзаимодействующими друг с другом электронами в поле

атомного ядра, спины которых одинаково направлены. В таком случае первый

электрон находится в состоянии 1𝑠, а второй — в 2𝑠. Тогда созданный метод

должен привести к аналитическому решению, которое для данной задачи есть

следующий определитель Слэтера [53]:

Ψ(𝑟1,𝑟2) = 4

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑅10(𝑟1) 𝑅20(𝑟1)

𝑅10(𝑟2) 𝑅20(𝑟2)

⃒⃒⃒⃒
⃒ , (1.53)

где 𝑅10(𝑟) = 2(𝑍)
3
2𝑒𝑥𝑝(−𝑍𝑟), 𝑅20(𝑟) =

1
2(

𝑍
2 )

3
2 (1 − 𝑍𝑟

2 )𝑒𝑥𝑝(−
𝑍𝑟
2 ).
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Рисунок 1.14 — К задаче о решении одномерного уравнения диффузии.

Без использования экстаполированной границы средний вылет частиц со

ставляет 8.2%, а собственное число сходится к значению 𝐾 = 1.05. Применяя

метод KQMC с постановкой граничного условия не на реальной, а на экстрапо

лированной границе, было получено решение, близкое к точному (Рисунок 1.15).

Как известно [1], проблема метода Хартри-Фока состоит в учете корреля

ций электронов с противоположно направленными спинами. Однако в случае

электронов с одинаково направленными спинами корреляция учитывается по

средством обменного взаимодействия, что приводит к достаточно маленькой

ошибке в вычислениях. Простейшим примером такой системы является ортоге

лий 1𝑠2𝑠 3𝑆 He, для которого расчет методом Хартри-Фока дает результат всего

на несколько сотых электронвольт меньше экспериментального значения: 59.16

эВ против 59.19 эВ. Поэтому с точки зрения верификации «хартри-фоковское»

решение вполне обоснованно может рассматриваться в качестве достаточно

близкого к точному.
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Рисунок 1.15 — Аналитическое решение и решение, полученное методом KQMC

для 1𝑠2𝑠 3𝑆 He без межэлектронного взаимодействия, в зависимости от 𝑟1 > 𝑟2

при а) 𝑟2 = 0.5 𝑎0 б) 𝑟2 = 0.75 𝑎0 в) 𝑟2 = 1 𝑎0 г) 𝑟2 = 1.25 𝑎0.

На Рисунке 1.16 представлено сравнение результатов расчета ортогелия

методом Хартри-Фока и методом KQMC без использования экстраполирован

ной границы, а на Рисунке 1.17 — с экстраполированной границей. Фактически,

получено совпадение «монте-карловского» решения с близким к точному.

Далее в Таблице 3 приведены результаты расчетов остальных систем с

𝑠-электронами и их сравнение с экспериментальными значениями [47]. Так

же возможно сравнение с [49; 50]. На основе полученных результатов можно

сделать вывод о том, что по крайней мере для систем, содержащих только

𝑠-электроны, для проблемы знака предложено достаточно успешное решение.
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Рисунок 1.17 — Проинтегрированный квадрат решения уравнений Хартри
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2𝑑𝑟2𝑑µ для 1𝑠2𝑠 3𝑆 He (µ есть косинус угла между r1 и r2) с

использованием экстраполированной границы.
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Таблица 3 — Сравнение экспериментального значения энергии [47]

с расчетом KQMC для элементов с 𝑠-электронами.

Элемент Экспериментальное KQMC (эВ)

значение (эВ)

Li (1𝑠22𝑠 2𝑆) 203.48617 ± 0.000002 203.48945 ± 0.000002

Be+ (1𝑠22𝑠 2𝑆) 389.82595 ± 0.00005 389.79767 ± 0.000002

Be (1𝑠22𝑠2 1𝑆) 399.14864 ± 0.00005 399.11286 ± 0.000002

B+ (1𝑠22𝑠2 1𝑆) 662.6829 ± 0.0025 662.5591 ± 0.000002

Be (1𝑠22𝑠3𝑠 3𝑆) 392.6914 ± 0.0025 392.44382 ± 0.000002

B (1𝑠22𝑠23𝑠 2𝑆) 666.0166 ± 0.0025 665.9143 ± 0.000002

C+ (1𝑠22𝑠23𝑠 2𝑆) 1004.3995 ± 0.0025 1004.314 ± 0.000002

1.5 Расчет систем, содержащих электроны с ненулевым

орбитальным моментом

Метод Монте-Карло не предусматривает задание орбитального момента

отдельных электронов. Если говорить про единичные атомы, то легко пред

ставить обобщение метода KQMC на атомы всех элементов в случае, если бы

удалось разделить переменные в уравнении Шредингера в результате использо

вания факторизации волновой функции на 𝑆-функцию, зависящую от модулей

радиус-векторов и углов между ними, и функцию, зависящую в общем случае от

всех углов; последняя будет определять полный орбитальный момент системы,

и может быть найдена аналитически. Тогда 𝑆-функция может быть определена

методом KQMC с помощью алгоритма, изложенного выше.

1.5.1 Разделение переменных

Стационарное уравнение Шредингера для атома можно записать в сле

дующей форме:
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∆Ψ = (𝑈(R)− 𝐸)Ψ, (1.54)

где вектор R ∈ R3𝑁 характеризует положение всех электронов в атоме. Прин

цип запрета Паули определяет правило изменения знака волновой функции

при перестановке тождественных частиц.

Радиус-вектор, описывающий положение 𝑖-ого электрона, можно предста

вить в виде произведения единичного вектора на модуль r𝑖:

r𝑖 = |r𝑖|e𝑖, (1.55)

где единичный вектор определяется в сферической системе координат

e𝑖 =

⎛⎜⎝𝑠𝑖𝑛(θ𝑖)𝑐𝑜𝑠(φ𝑖)

𝑠𝑖𝑛(θ𝑖)𝑠𝑖𝑛(φ𝑖)

𝑐𝑜𝑠(θ𝑖)

⎞⎟⎠ . (1.56)

Косинус угла между радиус-векторами 𝑖-ого и 𝑗-ого электрона имеет вид:

µ𝑖𝑗 = (e𝑖,e𝑗) = 𝑠𝑖𝑛(θ𝑖)𝑠𝑖𝑛(θ𝑗)𝑐𝑜𝑠(φ𝑖 −φ𝑗) + 𝑐𝑜𝑠(θ𝑖)𝑐𝑜𝑠(θ𝑗). (1.57)

Гамильтониан многочастичной системы с единым центром (атом) зависит

от µ𝑖𝑗. Выполняются следующие соотношения

̂︀𝐿𝑥
𝑖 µ𝑖𝑗 + ̂︀𝐿𝑥

𝑗µ𝑖𝑗 = 0,̂︀𝐿𝑦
𝑖µ𝑖𝑗 +

̂︀𝐿𝑦
𝑗µ𝑖𝑗 = 0,̂︀𝐿𝑧

𝑖µ𝑖𝑗 + ̂︀𝐿𝑧
𝑗µ𝑖𝑗 = 0,

(1.58)

где ̂︀𝐿𝑥
𝑘 — соответствующая компонента оператора орбитального момента 𝑘-ого

электрона [54]:

̂︀𝐿𝑥
𝑘 = 𝑖

(︂
𝑠𝑖𝑛φ𝑘

𝜕

𝜕θ𝑘
+ 𝑐𝑡𝑔θ𝑘𝑐𝑜𝑠φ𝑘

𝜕

𝜕φ𝑘

)︂
,

̂︀𝐿𝑦
𝑘 = 𝑖

(︂
−𝑐𝑜𝑠φ𝑘

𝜕

𝜕θ𝑘
+ 𝑐𝑡𝑔θ𝑘𝑠𝑖𝑛φ𝑘

𝜕

𝜕φ𝑘

)︂
,

̂︀𝐿𝑧
𝑘 = −𝑖

𝜕

𝜕φ𝑘
.

(1.59)

Утверждение 1. Если угловая зависимость волновой функции определя

ется только величинами µ𝑖𝑗, то все три проекции полного орбитального момента

равны нулю.
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Рассмотрим 𝑁 -частичную систему с общим центром. Взаимное положение

всех частиц в системе можно задать с помощью 𝑁 модулей радиус-векторов и

2𝑁−3 углов (углы между радиус-вектором 1-ой частицы и 𝑖-ой, 𝑖 = 2,𝑁 , и меж

ду радиус-вектором 2-ой частицы и 𝑗-ой, 𝑗 = 3,𝑁). Все остальные углы можно

выразить через 2𝑁 − 3 заданных. Пусть угловая зависимость волновой функ

ции определяется только входящими в гамильтониан величинами µ12, µ13, . . .,

µ1𝑁 , µ23, µ24, . . ., µ2𝑁 . Подействуем на нее оператором 𝑧-компоненты полного

орбитального момента системы:

̂︀𝐿𝑧Ψ =
𝑁∑︁
𝑖=1

̂︀𝐿𝑧
𝑖Ψ(µ12,µ13, . . . ,µ1𝑁 ,µ23,µ24, . . . ,µ2𝑁) =

=
2∑︁

𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=𝑖+1

𝜕Ψ

𝜕µ𝑖𝑗
(̂︀𝐿𝑧

𝑖µ𝑖𝑗 + ̂︀𝐿𝑧
𝑗µ𝑖𝑗).

(1.60)

То же самое можно получить в том числе для 𝑥 и 𝑦 компонент. Согласно

(1.58), выражения в скобках равны нулю.

Утверждение 2. Если угловая зависимость волновой функции опреде

ляется только входящими в гамильтониан скалярными произведениями ортов

радиус-векторов частиц, то она описывает 𝑆-состояние с равным нулю полным

орбитальным моментом системы. Следствием из этого является следующий

факт.

Утверждение 3. Если Ψ = 𝑓(µ12,µ13, . . . ,µ1𝑁 ,µ23,µ24, . . . ,µ2𝑁)𝑔(Ω), где

Ω — совокупность всех угловых переменных, то:

̂︀𝐿𝑧Ψ = 𝑓 ̂︀𝐿𝑧𝑔(Ω),̂︀𝐿2Ψ = 𝑓 ̂︀𝐿2𝑔(Ω).
(1.61)

Таким образом, волновая функция системы с ненулевым орбитальным мо

ментом может быть представлена как произведение 𝑆-функции, зависящей от

2𝑁 − 3 косинуса, и функции в общем случае от 2𝑁 угловых величин, но нену

левое значение момента обеспечивают 3 оставшиеся.

Рассмотрим простейший случай, когда имеется лишь 2 электрона с оди

наковым значением проекции спина. Тогда есть два расстояния от ядра и

две точки на сфере. Решение должно быть кососимметричным относительно

перестановки координат электронов. 𝑆-состояние, очевидно, зависит от трех пе

ременных: 𝑟1, 𝑟2, µ. Определим оставшиеся три таким образом, чтобы они не
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менялись при изменении первых трех (независимость). Возможное решение —

три компоненты вектора:

t =
[e1, e2]√︀
1− µ2

. (1.62)

Координаты вектора t от 𝑟1 и 𝑟2 не зависят; при изменении µ направление

векторного произведения не меняется, а модуль пропорционален синусу угла

между векторами e1 и e2.

Рассмотрим решение уравнения Шредингера в виде:

Ψ = 𝑓 × 𝑡𝑧, (1.63)

где

𝑡𝑧 =
𝑠𝑖𝑛(θ1)𝑠𝑖𝑛(θ2)𝑠𝑖𝑛(φ1 −φ2)√︀

1− µ2
, (1.64)

причем выполняется

̂︀𝐿2𝑠𝑖𝑛(θ1)𝑠𝑖𝑛(θ2)𝑠𝑖𝑛(φ1 −φ2) = 2𝑠𝑖𝑛(θ1)𝑠𝑖𝑛(θ2)𝑠𝑖𝑛(φ1 −φ2). (1.65)

Искомое состояние имеет значение орбитального момента «1» и нулевую

проекцию момента на ось 𝑧.

Для того, чтобы разделить переменные, достаточно рассмотреть угловую

часть оператора Лапласа:

∆θ1φ1
𝑓𝑡𝑧 = 𝑡𝑧∆θ1φ1

𝑓 + 𝑓∆θ1φ1
𝑡𝑧 + 2

𝜕𝑓

𝜕µ

(︂
𝜕µ

𝜕θ1

𝜕𝑡𝑧

𝜕θ1
+

1

𝑠𝑖𝑛2θ1

𝜕µ

𝜕φ1

𝜕𝑡𝑧

𝜕φ1

)︂
. (1.66)

С учетом (︂
𝜕µ

𝜕θ1

)︂2

+
1

𝑠𝑖𝑛2θ1

(︂
𝜕µ

𝜕φ1

)︂2

= 1− µ2, (1.67)

получаем:

𝜕µ

𝜕θ1

𝜕𝑡𝑧

𝜕θ1
+

1

𝑠𝑖𝑛2θ1

𝜕µ

𝜕φ1

𝜕𝑡𝑧

𝜕φ1
= 0,

∆θ1φ1
𝑡𝑧 = − 1

𝑟12
𝑡𝑧

1− µ2
.

(1.68)
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Таким образом, для двух 𝑝-электронов с одинаковым значением про

екции спина получается сферически симметричное уравнение Шредингера

относительно функции 𝑓 , которое можно решить методом Монте-Карло с до

полнительным отрицательным источником:(︂
− 1

𝑟12
− 1

𝑟22

)︂
1

1− µ2
. (1.69)

Попытки построить такую же схему для 𝑑- и 𝑓 -электронов до настояще

го времени не привели к нужному результату. Существует предположение, что

угловая часть точного решения уравнения Шредингера для 𝑑- и 𝑓 -электронов

устроена особым образом, отличным от привычных антисимметричных комби

наций сферических гармоник в форме определителей Слэтера. Исследования

этого направления будут продолжены.
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Глава 2. Детерминистские методы решения стационарного

уравнения Шредингера

Теория функционала плотности [3—5] и метод Хартри-Фока [1; 2] явля

ются основными инструментами в теории электронной структуры в химии,

материаловедении и в других смежных областях. Традиционные подходы к

решению уравнений Кона-Шэма и Хартри-Фока включают методы с использо

ванием явных базисных наборов, которые подразумевают разложение искомых

функций по заданному набору базисных функций (например, базисы плоских

волн [55; 56], локализованные базисные наборы [57; 58]), и методы без их ис

пользования, то есть сеточные методы [59; 60]. Достоинства сеточных методов

понятны: такие подходы не приводят к возникновению дополнительных оши

бок, связанных с центрированием базисных наборов; концептуально просты для

реализации в высокопараллельных средах и позволяют избежать глобальных

взаимодействий; не навязывают искусственной периодичности, и другие.

Расчеты многоэлектронных систем без базисных наборов, а опираясь

только на конечные разности, проводятся довольно давно. Гамильтоновы матри

цы, получаемые в результате дискретизации уравнений, есть матрицы гораздо

большей размерности, чем матрицы, полученные в результате разложения по

базисным наборам. Наиболее затратной частью вычислений является решение

задачи на собственные значения для каждого электрона на каждом шаге цикла

по самосогласованию (SCF). При этом те методы диагонализации, которые при

меняются для решения задачи на собственные значения, требуют значительных

вычислительных ресурсов для систем с большим числом электронов. Приме

нение различных приемов для ускорения, таких как введение в рассмотрение

только валентных электронов [12; 13; 61], или использование чебышевских ме

тодов для ускорения поиска собственных значений [14; 15] не привело к тому,

что сеточные методы могли бы конкурировать с методами базисных наборов

в плане вычислительных затрат.

В данной главе дается описание созданного асимптотически точного в

смысле шага расчетной сетки метода и алгоритма решения уравнений Хартри

Фока и Кона-Шэма [62], вычислительная сложность которого сопоставима со

сложностью алгоритмов, реализующих метод базисных наборов. Здесь так

же, как и в большинстве работ, посвященных этому направлению, решаются
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конечно-разностные уравнения, но, предварительно, осуществляется тожде

ственное преобразование спектра конечно-разностного оператора, и, благодаря

этому, поиск собственных функций осуществляется последовательно, начиная

с основного состояния. Такой подход позволяет значительно ускорить вычис

ления за счет отказа от методов диагонализации. Используемые при этом

математические приемы хорошо известны из задач переноса нейтронов в фи

зике ядерных реакторов. Представленный метод верифицирован на полном

наборе элементов таблицы Менделеева.

2.1 Проблема собственных значений

Уравнения Кона-Шэма и Хартри-Фока есть уравнения вида:

∆ψ𝑘(r)− 𝐽(r)ψ𝑘(r) + 𝑈(r)ψ𝑘(r) +𝐾(r,ψ𝑘) = 𝐸𝑘ψ𝑘(r), 𝑘 = 1,𝑁, (2.1)

где:

ψ𝑘(r)— орбитальная функция координат в трехмерном пространстве элек

трона под номером 𝑘, собственная функция задачи (2.1), 𝑁 — число электронов

в системе;

𝐸𝑘 — энергия 𝑘-ого электрона в Ридбергах, взятая с обратным знаком,

собственное значение задачи (2.1);

𝐽(r) = 2
� 𝑛(r

′
)

|r−r′ |𝑑r
′
— кулоновский потенциал системы электронов, распре

деленных с плотностью 𝑛;

𝑈(r) =
𝑀∑︀
𝑗=1

2𝑍𝑗

|r−a𝑗 | — потенциал ядер, 𝑀 — число ядер в системе, a𝑗 — ко

ординаты ядер, 𝑍𝑗 — заряд ядер;

𝐾(r,ψ𝑘) — обменно-корреляционный член, зависящий от используемого

приближения.

Наиболее затратной частью вычислений является повторное решение за

дачи на собственные значения (2.1) для каждого 𝑘-ого электрона на каждом

𝑚-ом шаге итераций по самосогласованию:

𝐻ψ𝑘
(𝑚) = 𝐸𝑘ψ𝑘

(𝑚), (2.2)
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где 𝐻 ∈ R𝐿×𝐿, ψ𝑘 ∈ R𝐿, 𝐿 — размерность задачи (число расчетных узлов после

дискретизации уравнения (2.1)). Вычисление собственного значения и соответ

ствующей собственной функции основного состояния напрямую из 𝐻 стоит

𝑂(𝐿3), что является очень затратным с вычислительной точки зрения для боль

ших 𝐿. Собственные решатели для разреженных матриц обладают сложностью

𝑂(𝐿2𝑁), что по-прежнему дорого, а задача (2.2) решается много раз на одной

итерации SCF. Также для данной задачи развит подход спектральных филь

тров на основе полиномов Чебышева [15], однако эффективность построенного

фильтра зависит от выбора границ фильтрации. Использование простого сдвига

спектра не дает существенного выигрыша из-за плохой обусловленности задачи.

Качественно структура собственных значений уравнений (2.1) известна

— это знакопеременный спектр, ограниченный снизу минимальным значением

(отрицательная энергия основного состояния) и неограниченный сверху (по

ложительная энергия свободных состояний). При дискретизации уравнений

неограниченный спектр заменяется ограниченным: за счет конечного числа

узлов сетки качество аппроксимации собственных функций верхней части

спектра падает. При этом качество аппроксимации собственных функций, соот

ветствующих связанным состояниям, остается достаточно высоким благодаря

их относительной гладкости.

Уравнение Шредингера и соответствующие ему системы уравнений

Хартри-Фока и теории функционала плотности с точки зрения структуры

аналогичны уравнению диффузии нейтральных частиц в среде с поглощением

и размножением. В случае нейтронной задачи с целью расчета ядерных ре

акторов были разработаны алгоритмы и приемы преобразования спектра для

обеспечения устойчивости и лучшей сходимости итерационных методов [63; 64].

Проводя аналогию с уравнением диффузии нейтронов, члены 𝐽 и 𝐸𝑘 в (2.1)

отвечают за поглощение (они неотрицательны и «вычитаются» из лапласиана),

а члены 𝐾 и 𝑈 отвечают за размножение (они неотрицательны и «склады

ваются» с лапласианом). Далее, следуя аналогии, введем вспомогательное

собственное значение 𝑘𝑒𝑓𝑓 следующим образом:

−∆ψ𝑘(r) + 𝐽(r)ψ𝑘(r) + 𝐸𝑘ψ𝑘(r) =
1

𝑘𝑒𝑓𝑓
(𝑈(r)ψ𝑘(r) +𝐾(r,ψ𝑘)) . (2.3)

При фиксированном 𝐸𝑘 собственные значения 𝑘𝑒𝑓𝑓 в данном случае бу

дут упорядочены удобным для расчета способом: теперь спектр устроен так,
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что поиск собственных функций (2.1) осуществляется последовательно, начи

ная с основного состояния. Это ключевое положение асимптотической теории

диффузии нейтронов, а 𝑘𝑒𝑓𝑓 носит название эффективного коэффициента раз

множения. Очевидно, что уравнение (2.3) будет совпадать с уравнением (2.1)

при 𝑘𝑒𝑓𝑓 = 1. Построение эффективных устойчивых методов решения уравне

ний вида (2.3) хорошо известно и описано, например, в [65]. В основе лежит

итерационный процесс, когда после решения уравнения (2.3) значение 𝐸𝑘 ме

няется так, чтобы получить 𝑘𝑒𝑓𝑓 = 1.

Запишем (2.3) в виде:

̂︀𝑇ψ𝑘 =
1

𝑘𝑒𝑓𝑓
̂︀𝑄ψ𝑘. (2.4)

Пусть задача (2.4) решена для заданного ̃︀𝐸𝑘 = 𝐸𝑘 + δ𝐸𝑘, то есть найдено

решение 1̃︀𝑘𝑒𝑓𝑓 = 1
𝑘𝑒𝑓𝑓

+ δ 1
𝑘𝑒𝑓𝑓

и ̃︀ψ𝑘 = ψ𝑘 + δψ𝑘:(︁̂︀𝑇 + δ̂︀𝑇)︁ ̃︀ψ𝑘 =
1̃︀𝑘𝑒𝑓𝑓 ̂︀𝑄̃︀ψ𝑘. (2.5)

Умножим скалярно (2.4) на ̃︀ψ𝑘, (2.5) — на ψ𝑘, и вычтем одно из другого.

Тогда с учетом δ̂︀𝑇 ≡ δ𝐸𝑘, в первом порядке теории возмущений:

⟨ψ𝑘| δ𝐸𝑘 |ψ𝑘⟩ = δ
1

𝑘𝑒𝑓𝑓
⟨ψ𝑘| ̂︀𝑄 |ψ𝑘⟩ . (2.6)

Окончательно (с учетом 𝑘𝑒𝑓𝑓 ≡ 1 для точного решения (2.1)), в соответ

ствии с теорией малых возмущений вычисляется новое значение:

𝐸𝑘 = ̃︀𝐸𝑘 +

(︃
1− 1̃︀𝑘𝑒𝑓𝑓

)︃
⟨ψ𝑘| ̂︀𝑄 |ψ𝑘⟩
⟨ψ𝑘|ψ𝑘⟩

. (2.7)

Затем процедура решения (2.3) повторяется. Организованный таким об

разом итерационный процесс приведет к тому, что 𝑘𝑒𝑓𝑓 −→ 1, а собственные

значения и собственные функции сойдутся к искомым для уравнений (2.1).

В этом случае аппроксимацию операторов можно выполнить с помощью ко

нечных разностей. Тогда получается разреженная матрица, которую удобно

использовать в итерационных процедурах благодаря экономичности операций

произведения разреженной матрицы на вектор. Дополнительное преимущество

в скорости можно получить, если использовать конечно-разностные схемы вы

сокого порядка аппроксимации.
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2.2 Алгоритм

Алгоритм может быть представлен в следующем виде:

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Цикл по самосогласованию⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
Цикл по орбитальным функциям⎡⎢⎢⎢⎣
Расчет кулоновского потенциала J⎡⎣Цикл итераций по теории малых возмущений[︁

Решение задачи (2.3) методом итераций по источнику

Выход из цикла по самосогласованию осуществляется, когда достигнута

сходимость орбитальных функций в соседних итерациях по отношению к за

данному значению параметра сходимости. В цикле по орбитальным функциям

решается задача (2.3) для заданного числа 𝑁 электронов. Цикл итераций по

теории малых возмущений организован в соответствии с (2.7).

Теперь рассмотрим решение задачи (2.3) методом итераций по источни

ку. Введем вектор Ψ размерности 𝐿, каждый элемент которого есть значение

искомой функции в соответствующем узле сетки, и запишем уравнения (2.3)

в матричной форме:

TΨ =
1

𝑘𝑒𝑓𝑓
QΨ. (2.8)

Пусть первые 𝑖 орбитальных функций Ψ𝑘, 𝑘 = 1,𝑖 найдены (при этом для

остальных орбитальных функций берутся значения, вычисленные на предыду

щей итерации цикла по самосогласованию), а 𝑛− 1 и 𝑛 — номера итераций по

источнику. Тогда следующий алгоритм используется для поиска cобственного

значения и собственной функции (𝑖 + 1)-ого электрона:

1. Нормировка:
⟨︀
Ψ(𝑛−1)|Ψ(𝑛−1)

⟩︀
= 1.

2. Формирование источника: S(𝑛−1) = QΨ(𝑛−1).

3. Решение неоднородной задачи: T̃︀Ψ(𝑛) = S(𝑛−1), где ̃︀Ψ(𝑛) — искомая

функция.

4. Ортогонализация к первым ̃︀𝑖 орбитальным функциям электронов c тем

же значением проекции спина: Ψ(𝑛) = ̃︀Ψ(𝑛) −
̃︀𝑖∑︀
𝑘

⟨̃︀Ψ(𝑛)|Ψ𝑘

⟩
Ψ𝑘.
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5. Оценка 𝑘𝑒𝑓𝑓 : 𝑘𝑒𝑓𝑓 =
⟨︀
Ψ(𝑛)|Ψ(𝑛−1)

⟩︀
.

6. Оценка сходимости по 𝑘𝑒𝑓𝑓 и собственной функции. Если заданная точ

ность по разнице значений вектора невязки в соседних итерациях, оцененного

в норме 𝐿2, не достигнута, повтор, начиная с пункта 1.

При выполнении пункта 3 необходимо решать неоднородную систему ал

гебраических уравнений с разреженной матрицей. Здесь можно использовать

стандартные итерационные процедуры для решения таких систем, например,

метод верхней релаксации [66] или чебышевские итерационные методы [25].

Значения 𝐽 и 𝐾 вычисляются стандартным способом через решение уравне

ний Пуассона с соответствующей правой частью [67].

2.2.1 Реализация в случае центрально-симметричных систем

Вывод уравнений неограниченного метода Хартри-Фока

Сначала запишем функционал полной энергии 𝐸 для атомов в случае

метода неограниченного Хартри-Фока. Обозначим𝑁+ — количество электронов

с проекцией спина+1
2 ,ψ

+ — соответствующие орбитальные функции;𝑁−,ψ− —

количество электронов и соответствующие орбитальные функции с проекцией

спина −1
2 , 𝑁 = 𝑁+ + 𝑁−. Тогда:

𝐸 =
𝑁+∑︁
𝑖=1

⟨ψ+
𝑖 |̂︀ℎ|ψ+

𝑖 ⟩+
𝑁−∑︁
𝑖=1

⟨ψ−
𝑖 |̂︀ℎ|ψ−

𝑖 ⟩+

+
1

2

𝑁+∑︁
𝑖=1

𝑁+∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

(︀
⟨ψ+

𝑖 ψ
+
𝑗 |ψ+

𝑖 ψ
+
𝑗 ⟩ − ⟨ψ+

𝑖 ψ
+
𝑗 |ψ+

𝑗 ψ
+
𝑖 ⟩
)︀
+

+
1

2

𝑁−∑︁
𝑖=1

𝑁−∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

(︀
⟨ψ−

𝑖 ψ
−
𝑗 |ψ−

𝑖 ψ
−
𝑗 ⟩ − ⟨ψ−

𝑖 ψ
−
𝑗 |ψ−

𝑗 ψ
−
𝑖 ⟩
)︀
+

𝑁+∑︁
𝑖=1

𝑁−∑︁
𝑗=1

⟨ψ+
𝑖 ψ

−
𝑗 |ψ+

𝑖 ψ
−
𝑗 ⟩ ,

(2.9)

где ̂︀ℎ = −∆ − 2𝑍
|r| ;
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⟨ψ𝑘|̂︀ℎ|ψ𝑘⟩ =
�
R3

ψ𝑘(r)̂︀ℎψ𝑘(r)𝑑r;

⟨ψ𝑖ψ𝑗|ψ𝑘ψ𝑙⟩ =
�
R3

�
R3

ψ𝑖(r1)ψ𝑗(r2)
2

|r1−r2|ψ𝑘(r1)ψ𝑙(r2)𝑑r1𝑑r2.

Для нахождения экстремума (2.9) с учетом условий (ψ𝑖,ψ𝑗) = δ𝑖𝑗 приме

няется метод неопределенных множителей Лагранжа [68]:

𝐿 = 𝐸 −
𝑁+∑︁
𝑖=1

𝑁+∑︁
𝑗=1

ε+𝑖𝑗
(︀
(ψ+

𝑖 ,ψ
+
𝑗 )− δ𝑖𝑗

)︀
−

𝑁−∑︁
𝑖=1

𝑁−∑︁
𝑗=1

ε−𝑖𝑗
(︀
(ψ−

𝑖 ,ψ
−
𝑗 )− δ𝑖𝑗

)︀
. (2.10)

Благодаря сферической симметрии задачи (центральной симметрии потен

циала), возможен переход к одномерной радиальной сетке путем использования

факторизации:

ψ𝑘(r) ≡ ψ𝑘𝑙𝑚(r) = 𝑓𝑘(𝑟)𝑌
𝑚
𝑙 (Ω), (2.11)

где 𝑌 𝑚
𝑙 (Ω) — сферическая функция с соответствующими значениями кван

товых чисел 𝑙 и 𝑚 𝑘-ого электрона [69]. В пространстве волновых функций

действует алгебра Ли, порожденная ортогональной группой матриц [70]. Ис

тинное решение (волновую функцию системы электронов) можно представить

суммой произведений базисных функций неприводимых представлений этой ал

гебры, умноженных на некоторые функции радиуса.

В этом случае для вариации функционала имеем:

𝜕𝐿

𝜕𝑓𝑘
=

𝜕𝐿

𝜕ψ𝑘

𝜕ψ𝑘

𝜕𝑓𝑘
=

𝜕𝐿

𝜕ψ𝑘
𝑌 𝑚
𝑙 = 0, (2.12)

что приводит к уравнениям вида:
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⎡⎣̂︀ℎψ+
𝑘𝑙𝑚 +ψ+

𝑘𝑙𝑚

𝑁+∑︁
𝑗=1

�

R3

ψ+
𝑗𝑙′𝑚′

2

|r− r′|
𝑑r

′
+ψ+

𝑘𝑙𝑚

𝑁−∑︁
𝑗=1

�

R3

ψ−
𝑗𝑙′𝑚′

2

|r− r′|
𝑑r

′−

−
𝑁+∑︁
𝑗=1

ψ+
𝑗𝑙′𝑚′

�

R3

ψ+
𝑘𝑙𝑚ψ

+
𝑗𝑙′𝑚′

|r− r′|
𝑑r

′

⎤⎦𝑌 𝑚
𝑙 = ε+𝑘ψ

+
𝑘𝑙𝑚𝑌

𝑚
𝑙 ,

⎡⎣̂︀ℎψ−
𝑘𝑙𝑚 +ψ−

𝑘𝑙𝑚

𝑁−∑︁
𝑗=1

�

R3

ψ−
𝑗𝑙′𝑚′

2

|r− r′|
𝑑r

′
+ψ−

𝑘𝑙𝑚

𝑁+∑︁
𝑗=1

�

R3

ψ+
𝑗𝑙′𝑚′

2

|r− r′|
𝑑r

′−

−
𝑁−∑︁
𝑗=1

ψ−
𝑗𝑙′𝑚′

�

R3

ψ−
𝑘𝑙𝑚ψ

−
𝑗𝑙′𝑚′

|r− r′|
𝑑r

′

⎤⎦𝑌 𝑚
𝑙 = ε−𝑘ψ

−
𝑘𝑙𝑚𝑌

𝑚
𝑙 .

(2.13)

Здесь и далее индексы 𝑙
′
и 𝑚

′
соответствуют конкретному значению ин

декса 𝑗, по которому идет суммирование.

Проинтегрируем (−1)
�
4π

𝑑Ω уравнения (2.13) и запишем полученный ре

зультат в общем для электронов с разным значением проекции спина виде:(︃
1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2

𝜕

𝜕𝑟
− 𝑙(𝑙 + 1)

𝑟2
+

2𝑍

𝑟
−

−2

�

4π

𝑁∑︁
𝑗=1

�

R3

𝑓𝑗
2𝑌 𝑚

′

𝑙′

2

|r− r′|
𝑑r

′
𝑌 𝑚
𝑙

2𝑑Ω

)︃
𝑓𝑘+

+2

̃︀𝑁∑︁
𝑗=1

𝑓𝑗

�

4π

�

R3

𝑓𝑘𝑌
𝑚
𝑙 𝑓𝑗𝑌

𝑚
′

𝑙′

|r− r′|
𝑑r

′
𝑌 𝑚

′

𝑙′
𝑌 𝑚
𝑙 𝑑Ω = 𝐸𝑘𝑓𝑘,

(2.14)

где ̃︀𝑁 — число электронов с тем же значением проекции спина, что и у элек

трона под номером 𝑘; 𝐸𝑘 — энергия 𝑘-ого электрона в Ридбергах, взятая с

обратным знаком.

Представим область решения задачи (2.14) в виде шара, составленного из

шаровых слоев толщиной ℎ. Число слоев (узлов сетки) составляет 𝐿. Проинте

грируем
∞�
0

𝑟2𝑑𝑟 уравнения (2.14) и усредним по 𝑖-ому объему. Тогда с точностью

𝑂(ℎ2) можно записать:
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4π

𝑉𝑖

(︃
𝑟𝑖

2𝜕𝑓𝑘
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑟𝑖

+ 𝑟𝑖−1
2𝜕𝑓𝑘
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑟𝑖−1

− 𝑙(𝑙 + 1)𝑓 𝑖
𝑘(𝑟𝑖 − 𝑟𝑖−1)+

+𝑍𝑓 𝑖
𝑘

(︁
𝑟𝑖

2 − 𝑟𝑖−1
2
)︁)︃

− ̃︀𝐽 𝑖𝑓 𝑖
𝑘 + ̃︀𝐾 𝑖

𝑘 = 𝐸𝑘𝑓
𝑖
𝑘,

(2.15)

где
𝜕𝑓𝑘
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑟𝑖

, 𝜕𝑓𝑘
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑟𝑖−1

— производные по внешним нормалям к поверхностям

𝑖-ого объема;

𝑉𝑖 =
4
3π
(︁
𝑟𝑖

3 − 𝑟𝑖−1
3
)︁
— объем сферического слоя;̃︀𝐽 𝑖, ̃︀𝐾 𝑖

𝑘, 𝑓
𝑖
𝑘 — значения данных величин в центрах расчетных объемов.

После замены производных конечными разностями значений функций в

соседних объемах с точностью 𝑂(ℎ2) получим:

𝜕𝑓𝑘
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑟𝑖

=
𝑓 𝑖+1
𝑘 −𝑓 𝑖

𝑘

ℎ , 𝜕𝑓𝑘
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑟𝑖−1

=
𝑓 𝑖−1
𝑘 −𝑓 𝑖

𝑘

ℎ — производные по внешним норма

лям к поверхностям 𝑖-ого объема для объемов, не имеющих внешних границ, а

также для лежащих на границе при расчете периодических систем (граничное

условие трансляции);

𝜕𝑓𝑘
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑟𝑖

= γ
1+0.5γℎ𝑓

𝑖
𝑘 — аппроксимация производной на границе области в

случае апериодической системы с граничным условием 1
𝑓𝑘

𝜕𝑓𝑘
𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑟𝑖

= γ.

Тогда после подстановки в (2.15):

4π

𝑉𝑖

(︃
𝑟𝑖

2𝑓
𝑖+1
𝑘 − 𝑓 𝑖

𝑘

ℎ
+ 𝑟𝑖−1

2𝑓
𝑖−1
𝑘 − 𝑓 𝑖

𝑘

ℎ
− 𝑙(𝑙 + 1)𝑓 𝑖

𝑘(𝑟𝑖 − 𝑟𝑖−1)+

+𝑍𝑓 𝑖
𝑘

(︁
𝑟𝑖

2 − 𝑟𝑖−1
2
)︁)︃

− ̃︀𝐽 𝑖𝑓 𝑖
𝑘 + ̃︀𝐾 𝑖

𝑘 = 𝐸𝑘𝑓
𝑖
𝑘.

(2.16)

При выполнении пункта 3 алгоритма необходимо решать неоднородную

систему алгебраических уравнений с трехдиагональной матрицей, а именно:

𝑎𝑖𝑓𝑖−1 + 𝑏𝑖𝑓𝑖 + 𝑐𝑖𝑓𝑖+1 = 𝑆𝑖, (2.17)

где

𝑎𝑖 = −4π

𝑉𝑖

𝑟𝑖−1
2

ℎ
;

𝑏𝑖 =
4π

𝑉𝑖

(︂
𝑟𝑖

2 + 𝑟𝑖−1
2

ℎ
+ 𝑙(𝑙 + 1)(𝑟𝑖 − 𝑟𝑖−1)

)︂
+ ̃︀𝐽 𝑖 + 𝐸𝑘;
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𝑐𝑖 = −4π

𝑉𝑖

𝑟𝑖
2

ℎ
.

Для решения систем с такими матрицами обычно используется метод про

гонки [66].

Теперь перейдем к вычислению значений ̃︀𝐽 и ̃︀𝐾𝑘, которые, исходя из урав

нений (2.13), для 𝑘-ого электрона определяются как:

̃︀𝐽(𝑟) = 2

�

4π

𝐽(r)(𝑌 𝑚
𝑙 (Ω))2𝑑Ω,

̃︀𝐾𝑘(𝑟) = 2

�

4π

𝐾𝑘(r)𝑌
𝑚

′

𝑙′
(Ω)𝑌 𝑚

𝑙 (Ω)𝑑Ω.
(2.18)

Кулоновский интеграл 𝐽(r) может быть вычислен как решение уравне

ния Пуассона:

𝐽(r) =
𝑁∑︁
𝑗=1

�

R3

ψ𝑗
2(r

′
)

|r− r′|
𝑑r

′
=

𝑁∑︁
𝑗=1

ξ𝑗(r), (2.19)

где ξ𝑗 есть решение уравнения

∆ξ𝑗(r) = 4π𝑓𝑗
2(𝑟)𝑌 𝑚

′

𝑙′

2

(Ω). (2.20)

С учетом

𝑌 𝑚
𝑙 (Ω) =

⎧⎨⎩𝑐𝑙𝑚𝑃
𝑚
𝑙 (𝑐𝑜𝑠θ)𝑐𝑜𝑠(𝑚φ), 𝑚 ⩾ 0

𝑐𝑙𝑚𝑃
|𝑚|
𝑙 (𝑐𝑜𝑠θ)𝑠𝑖𝑛(|𝑚|φ), 𝑚 < 0

, (2.21)

где константы 𝑐𝑙𝑚 определяются из условия
�
4π

𝑌 𝑚
′

𝑙′
(Ω)𝑌 𝑚

𝑙 (Ω)𝑑Ω = δ𝑙𝑙′δ𝑚𝑚′ , вос

пользуемся разложением [71]:

𝑌 𝑚
′

𝑙′

2

(Ω) =
1

2
𝑐𝑙′𝑚′

2𝑃𝑚
′

𝑙′

2(︁
1± 𝑐𝑜𝑠

(︀
2𝑚

′
φ
)︀)︁

=

=
1

2

2𝑙
′∑︁

𝑖=0

𝑎0
𝑙′ 𝑙′𝑖

𝑌 0
𝑖 ± 1

2

2𝑙
′∑︁

𝑖=2𝑚′

𝑎2𝑚
′

𝑙′ 𝑙′𝑖
𝑌 2𝑚

′

𝑖 ,
(2.22)

где 𝑎𝑛
𝑙𝑙′𝑖

=
�
4π

𝑌 𝑚
𝑙 (Ω)𝑌 𝑚

′

𝑙′
(Ω)𝑌 𝑛

𝑖 (Ω)𝑑Ω (здесь и далее во всех выражениях исполь

зуются абсолютные значения 𝑚 и 𝑚
′
). Знак «+» берется, если азимутальная
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зависимость в 𝑌 𝑚
′

𝑙′
(Ω) косинус, «−» — если синус. Тогда для решения (2.20)

можно записать:

ξ𝑗(r) =
1

2

2𝑙
′∑︁

𝑖=0

ξ𝑖𝑗(𝑟)𝑎
0
𝑙′ 𝑙′𝑖

𝑌 0
𝑖 ± 1

2

2𝑙
′∑︁

𝑖=2𝑚′

ξ𝑖𝑗(𝑟)𝑎
2𝑚

′

𝑙′ 𝑙′𝑖
𝑌 2𝑚

′

𝑖 , (2.23)

где ξ𝑖𝑗(𝑟) есть решение уравнения

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2
𝜕ξ𝑖𝑗(𝑟)

𝜕𝑟
− 𝑖(𝑖+ 1)

𝑟2
ξ𝑖𝑗(𝑟) = 4π𝑓𝑗

2(𝑟). (2.24)

Таким образом, для (2.19) можем записать:

𝐽(r) =
1

2

𝑁∑︁
𝑗=1

(︃
2𝑙

′∑︁
𝑖=0

ξ𝑖𝑗(𝑟)𝑎
0
𝑙′ 𝑙′𝑖

𝑌 0
𝑖 ±

2𝑙
′∑︁

𝑖=2𝑚′

ξ𝑖𝑗(𝑟)𝑎
2𝑚

′

𝑙′ 𝑙′𝑖
𝑌 2𝑚

′

𝑖

)︃
. (2.25)

Окончательно, повторно используя (2.22) для 𝑌 𝑚
𝑙

2(Ω), для ̃︀𝐽(𝑟) получим:
̃︀𝐽(𝑟) = 𝑁∑︁

𝑗=1

(︃
2𝑙

′∑︁
𝑖=0

ξ𝑖𝑗(𝑟)𝑎
0
𝑙′ 𝑙′𝑖

𝑎0𝑙𝑙𝑖 ± (1− δ𝑚0)×

×(1− δ𝑚′0)δ𝑚𝑚′

2𝑙
′∑︁

𝑖=2𝑚′

ξ𝑖𝑗(𝑟)𝑎
2𝑚

′

𝑙′ 𝑙′𝑖
𝑎2𝑚

′

𝑙𝑙𝑖

)︃
.

(2.26)

В формуле (2.26) знак «+» берется, если значения 𝑚 и 𝑚
′
одного зна

ка, «−» — разного.

В общем случае число операций при вычислении кулоновского интегра

ла имеет порядок 𝐿2. В результате использования описанного выше подхода

число операций будет ∼ 3𝐿 · 𝑛, где 𝑛 — число итераций. Для его реализации

используется та же сетка, что и для основной задачи.

Эту же процедуру проделаем для обменного интеграла 𝐾𝑘(r):

𝐾𝑘(r) =

̃︀𝑁∑︁
𝑗=1

ψ𝑗(r)

�

R3

ψ𝑘(r
′
)ψ𝑗(r

′
)

|r− r′|
𝑑r

′
=

̃︀𝑁∑︁
𝑗=1

ψ𝑗(r)ξ𝑘𝑗(r), (2.27)

где ξ𝑘𝑗 есть решение уравнения

∆ξ𝑘𝑗(r) = 4π𝑓𝑘(𝑟)𝑓𝑗(𝑟)𝑌
𝑚
𝑙 (Ω)𝑌 𝑚

′

𝑙′
(Ω). (2.28)
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Уравнения (2.28) необходимо решать на каждой итерации при формиро

вании источника в пункте 2 алгоритма решения задачи (2.3) методом итераций

по источнику. Рассмотрим различные комбинации произведений сферических

функций:

𝐶𝐶 = 𝑐𝑙𝑚𝑐𝑙′𝑚′𝑃𝑚
𝑙 𝑃𝑚

′

𝑙′
𝑐𝑜𝑠(𝑚φ)𝑐𝑜𝑠(𝑚

′
φ) =

=
1

2
𝑐𝑙𝑚𝑐𝑙′𝑚′𝑃𝑚

𝑙 𝑃𝑚
′

𝑙′

(︁
𝑐𝑜𝑠
(︀
(𝑚+𝑚

′
)φ
)︀
+ 𝑐𝑜𝑠

(︀
(𝑚−𝑚

′
)φ
)︀)︁

,

𝐶𝑆 = 𝑐𝑙𝑚𝑐𝑙′𝑚′𝑃𝑚
𝑙 𝑃𝑚

′

𝑙′
𝑐𝑜𝑠(𝑚φ)𝑠𝑖𝑛(𝑚

′
φ) =

=
1

2
𝑐𝑙𝑚𝑐𝑙′𝑚′𝑃𝑚

𝑙 𝑃𝑚
′

𝑙′

(︁
𝑠𝑖𝑛
(︀
(𝑚+𝑚

′
)φ
)︀
− 𝑠𝑖𝑛

(︀
(𝑚−𝑚

′
)φ
)︀)︁

,

𝑆𝑆 = 𝑐𝑙𝑚𝑐𝑙′𝑚′𝑃𝑚
𝑙 𝑃𝑚

′

𝑙′
𝑠𝑖𝑛(𝑚φ)𝑠𝑖𝑛(𝑚

′
φ) =

=
1

2
𝑐𝑙𝑚𝑐𝑙′𝑚′𝑃𝑚

𝑙 𝑃𝑚
′

𝑙′

(︁
𝑐𝑜𝑠
(︀
(𝑚−𝑚

′
)φ
)︀
− 𝑐𝑜𝑠

(︀
(𝑚+𝑚

′
)φ
)︀)︁

.

(2.29)

Тогда для решения (2.28) можно записать:

ξ𝐶𝐶
𝑘𝑗 (r) =

1

2

𝑙+𝑙
′∑︁

𝑖=𝑚+𝑚′

ξ𝑖𝑘𝑗(𝑟)𝑎
𝑚+𝑚

′

𝑙𝑙′𝑖
𝑃𝑚+𝑚

′

𝑖 𝑐𝑜𝑠
(︀
(𝑚+𝑚

′
)φ
)︀
+

+
1

2

𝑙+𝑙
′∑︁

𝑖=|𝑚−𝑚′ |

ξ𝑖𝑘𝑗(𝑟)𝑎
|𝑚−𝑚

′ |
𝑙𝑙′𝑖

𝑃
|𝑚−𝑚

′ |
𝑖 𝑐𝑜𝑠

(︀
(𝑚−𝑚

′
)φ
)︀
,

ξ𝐶𝑆
𝑘𝑗 (r) =

1

2

𝑙+𝑙
′∑︁

𝑖=𝑚+𝑚′

ξ𝑖𝑘𝑗(𝑟)𝑎
𝑚+𝑚

′

𝑙𝑙′𝑖
𝑃𝑚+𝑚

′

𝑖 𝑠𝑖𝑛
(︀
(𝑚+𝑚

′
)φ
)︀
−

−1

2

𝑙+𝑙
′∑︁

𝑖=|𝑚−𝑚′ |

ξ𝑖𝑘𝑗(𝑟)𝑎
|𝑚−𝑚

′ |
𝑙𝑙′𝑖

𝑃
|𝑚−𝑚

′ |
𝑖 𝑠𝑖𝑛

(︀
(𝑚−𝑚

′
)φ
)︀
,

ξ𝑆𝑆𝑘𝑗 (r) = −1

2

𝑙+𝑙
′∑︁

𝑖=𝑚+𝑚′

ξ𝑖𝑘𝑗(𝑟)𝑎
𝑚+𝑚

′

𝑙𝑙′𝑖
𝑃𝑚+𝑚

′

𝑖 𝑐𝑜𝑠
(︀
(𝑚+𝑚

′
)φ
)︀
+

+
1

2

𝑙+𝑙
′∑︁

𝑖=|𝑚−𝑚′ |

ξ𝑖𝑘𝑗(𝑟)𝑎
|𝑚−𝑚

′ |
𝑙𝑙′𝑖

𝑃
|𝑚−𝑚

′ |
𝑖 𝑐𝑜𝑠

(︀
(𝑚−𝑚

′
)φ
)︀
,

(2.30)

где ξ𝑖𝑘𝑗(𝑟) есть решение уравнения

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2
𝜕ξ𝑖𝑘𝑗(𝑟)

𝜕𝑟
− 𝑖(𝑖+ 1)

𝑟2
ξ𝑖𝑘𝑗(𝑟) = 4π𝑓𝑘(𝑟)𝑓𝑗(𝑟). (2.31)
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Окончательно, для ̃︀𝐾𝑘(𝑟) получаем:

̃︀𝐾𝑘(𝑟) =

̃︀𝑁∑︁
𝑗=1

𝑓𝑗(𝑟)

(︃
𝑙+𝑙

′∑︁
𝑖=𝑚+𝑚′

ξ𝑖𝑘𝑗(𝑟)𝑎
𝑚+𝑚

′

𝑙𝑙′𝑖

2

+
𝑙+𝑙

′∑︁
𝑖=|𝑚−𝑚′ |

ξ𝑖𝑘𝑗(𝑟)𝑎
|𝑚−𝑚

′ |
𝑙𝑙′𝑖

2
)︃
. (2.32)

Вывод уравнений ограниченного метода Хартри-Фока

Ограниченный метод Хартри-Фока определяется следующим условием:

ψ+
𝑘𝑙𝑚(r) = ψ

−
𝑘𝑙𝑚(r) = ψ𝑘𝑙𝑚, (2.33)

где знаком «+» отмечены орбитальные функции электронов с проекцией спина

+1
2 , знаком «−» — с проекцией спина −1

2 .

После варьирования функционала 𝐿:

𝜕𝐿

𝜕ψ𝑘𝑙𝑚
=

𝜕𝐿

𝜕ψ+
𝑘𝑙𝑚

𝜕ψ+
𝑘𝑙𝑚

𝜕ψ𝑘𝑙𝑚
+

𝜕𝐿

𝜕ψ−
𝑘𝑙𝑚

𝜕ψ−
𝑘𝑙𝑚

𝜕ψ𝑘𝑙𝑚
=

𝜕𝐿

𝜕ψ+
𝑘𝑙𝑚

+
𝜕𝐿

𝜕ψ−
𝑘𝑙𝑚

= 0. (2.34)

Таким образом, уравнение для орбитальной функции в ограниченном ме

тоде Хартри-Фока есть сумма соответствующих уравнений неограниченного

метода Хартри-Фока, в которых положено ψ+
𝑘𝑙𝑚(r) = ψ−

𝑘𝑙𝑚(r) = ψ𝑘𝑙𝑚.

Для атомов дополнительное условие симметрии ψ+
𝑘𝑙𝑚(r) = ψ−

𝑘𝑙𝑚(r) =

ψ𝑘𝑙𝑚 = ψ𝑘𝑙𝑌
𝑚
𝑙 приводит к появлению весов из соответствующих сферических

гармоник:

𝜕𝐿

𝜕ψ𝑘𝑙
=

𝑚
′
2∑︁

𝑚′=𝑚
′
1

𝜕𝐿

𝜕ψ+
𝑘𝑙𝑚′

𝜕ψ+
𝑘𝑙𝑚′

𝜕ψ𝑘𝑙
+

𝑚
′′
2∑︁

𝑚′′=𝑚
′′
1

𝜕𝐿

𝜕ψ−
𝑘𝑙𝑚′′

𝜕ψ−
𝑘𝑙𝑚′′

𝜕ψ𝑘𝑙
=

=

𝑚
′
2∑︁

𝑚′=𝑚
′
1

𝜕𝐿

𝜕ψ+
𝑘𝑙𝑚′

𝑌 𝑚
′

𝑙 +

𝑚
′′
2∑︁

𝑚′′=𝑚
′′
1

𝜕𝐿

𝜕ψ−
𝑘𝑙𝑚′′

𝑌 𝑚
′′

𝑙 = 0.

(2.35)
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Уравнения для полностью заполненных оболочек

Рассмотрим атом с одной незаполненной и произвольным числом за

полненных оболочек. Благодаря правилу Хунда всегда имеются полностью

заполненные электронами с одной проекцией спина оболочки. Для определен

ности будем полагать, что полностью заполненные оболочки одной проекции

спина содержат электроны с проекцией спина +1
2 , и соответствующие им ор

битальные функции будем обозначать как ψ+
𝑘𝑙𝑚(r) = ψ+

𝑘𝑙𝑌
𝑚
𝑙 . Орбитальные

функции электронов, находящихся в том числе и на не полностью заполнен

ной оболочке, обозначим ψ−
𝑘𝑙𝑚(r) = ψ

−
𝑘𝑙𝑌

𝑚
𝑙 . Если суммирование осуществляется

по полностью заполненной оболочке, то соответствующие индексы имеют один

штрих. Индексы, относящиеся к незаполненной оболочке и проекции спина −1
2

на незаполненной оболочке, обозначим двумя штрихами; индексы, относящиеся

к незаполненной оболочке и проекции спина+1
2 , обозначим тремя штрихами. По

построению на незаполненной оболочке может либо вовсе не быть электронов

с проекцией спина +1
2 , либо она полностью заполнена по проекции спина и та

ких электронов 2𝑙
′′
+1. Тогда уравнения неограниченного метода Хартри-Фока

для орбитальных функций с проекцией спина +1
2 на полностью заполненных

оболочках имеют вид:

̂︀ℎψ+
𝑘𝑙𝑚 +

∑︁
𝑘′

∑︁
𝑙′

∑︁
𝑚′

⎛⎝ψ+
𝑘𝑙𝑚

�

R3

ψ+
𝑘′ 𝑙′𝑚′

2

|r− r′|
𝑑r

′ −ψ+
𝑘′ 𝑙′𝑚′

�

R3

ψ+
𝑘𝑙𝑚ψ

+
𝑘′ 𝑙′𝑚′

|r− r′|
𝑑r

′

⎞⎠+

+
∑︁
𝑚′′′

⎛⎝ψ+
𝑘𝑙𝑚

�

R3

ψ+
𝑘′′ 𝑙′′𝑚′′′

2

|r− r′|
𝑑r

′ −ψ+
𝑘′′ 𝑙′′𝑚′′′

�

R3

ψ+
𝑘𝑙𝑚ψ

+
𝑘′′ 𝑙′′𝑚′′′

|r− r′|
𝑑r

′

⎞⎠+

+ψ+
𝑘𝑙𝑚

∑︁
𝑘′

∑︁
𝑙′

∑︁
𝑚′

�

R3

ψ−
𝑘′ 𝑙′𝑚′

2

|r− r′|
𝑑r

′
+ψ+

𝑘𝑙𝑚

∑︁
𝑚′′

�

R3

ψ−
𝑘′′ 𝑙′′𝑚′′

2

|r− r′|
𝑑r

′
= ε𝑘𝑙ψ

+
𝑘𝑙𝑚.

(2.36)

Теперь запишем уравнения неограниченного метода Хартри-Фока для

электронов с проекцией спина −1
2 , расположенных на тех же заполненных обо

лочках, что и электроны с проекцией спина +1
2 :
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̂︀ℎψ−
𝑘𝑙𝑚 +

∑︁
𝑘′

∑︁
𝑙′

∑︁
𝑚′

⎛⎝ψ−
𝑘𝑙𝑚

�

R3

ψ−
𝑘′ 𝑙′𝑚′

2

|r− r′|
𝑑r

′ −ψ−
𝑘′ 𝑙′𝑚′

�

R3

ψ−
𝑘𝑙𝑚ψ

−
𝑘′ 𝑙′𝑚′

|r− r′|
𝑑r

′

⎞⎠+

+
∑︁
𝑚′′

⎛⎝ψ−
𝑘𝑙𝑚

�

R3

ψ−
𝑘′′ 𝑙′′𝑚′′

2

|r− r′|
𝑑r

′ −ψ−
𝑘′′ 𝑙′′𝑚′′

�

R3

ψ−
𝑘𝑙𝑚ψ

−
𝑘′′ 𝑙′′𝑚′′

|r− r′|
𝑑r

′

⎞⎠+

+ψ−
𝑘𝑙𝑚

∑︁
𝑘′

∑︁
𝑙′

∑︁
𝑚′

�

R3

ψ+
𝑘′ 𝑙′𝑚′

2

|r− r′|
𝑑r

′
+ψ−

𝑘𝑙𝑚

∑︁
𝑚′′′

�

R3

ψ+
𝑘′′ 𝑙′′𝑚′′′

2

|r− r′|
𝑑r

′
= ε𝑘𝑙ψ

−
𝑘𝑙𝑚.

(2.37)

Умножим уравнения (2.36) на соответствующую сферическую функцию

𝑌 𝑚
𝑙 , просуммируем по 𝑚 от −𝑙 до 𝑙 и проинтегрируем по телесному углу

�
4π

𝑑Ω,

то же самое проделаем с уравнениями (2.37) и сложим оба результата. Такая

операция будет эквивалентна вариации функционала 𝐿 по орбиталям в предпо

ложении, что для одной и той же оболочки имеются одинаковые орбитальные

функции для разных значений проекции спина. Тогда, учитывая, что:

ψ𝑘𝑙𝑚 = ψ𝑘𝑙𝑌
𝑚
𝑙 ,

𝑙∑︁
𝑚=−𝑙

𝑌 𝑚
𝑙

2 =
2𝑙 + 1

4π
,

(2.38)

уравнения для замкнутых оболочек имеют вид:

− 1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2
𝜕ψ𝑘𝑙

𝜕𝑟
+

𝑙(𝑙 + 1)

𝑟2
ψ𝑘𝑙 −

2𝑍

𝑟
ψ𝑘𝑙 + 2ψ𝑘𝑙

∑︁
𝑘′

∑︁
𝑙′

2𝑙
′
+ 1

4π
ξ0
𝑙′ 𝑙′
+

+ψ𝑘𝑙
𝑀+ +𝑀−

4π
ξ0
𝑙′′ 𝑙′′

− 1

(2𝑙 + 1)

∑︁
𝑘′

∑︁
𝑙′

ψ𝑘′ 𝑙′𝐾𝑙𝑙′−

− 1

2(2𝑙 + 1)
ψ𝑘′′ 𝑙′′ (𝐾𝑙𝑙′′′ +𝐾𝑙𝑙′′) = ε𝑘𝑙ψ𝑘𝑙,

(2.39)

где

𝐾𝑙𝑙′ =
∑︁
𝑚

∑︁
𝑚′

�

4π

⎛⎝𝑌 𝑚
𝑙 𝑌 𝑚

′

𝑙′

�

R3

ψ𝑘′ 𝑙′ψ𝑘𝑙𝑌
𝑚

′

𝑙′
𝑌 𝑚
𝑙

|r− r′|
𝑑r

′

⎞⎠ 𝑑Ω;

𝑀+ — число электронов с проекцией спина+1
2 на незаполненной оболочке, кото

рое по построению может принимать значение либо𝑀+ = 0, либо𝑀+ = 2𝑙
′′
+1;

𝑀− — число электронов с проекцией спина −1
2 на незаполненной оболочке.
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Уравнение для незаполненной оболочки

Рассмотрим незаполненную оболочку и запишем уравнения неограничен

ного метода Хартри-Фока для электронов с проекцией спина +1
2 :

̂︀ℎψ+
𝑘′′ 𝑙′′𝑚

+
∑︁
𝑘′

∑︁
𝑙′

∑︁
𝑚′

⎛⎝ψ+
𝑘′′ 𝑙′′𝑚

�

R3

ψ+
𝑘′ 𝑙′𝑚′

2

|r− r′|
𝑑r

′ −ψ+
𝑘′ 𝑙′𝑚′

�

R3

ψ+
𝑘′′ 𝑙′′𝑚

ψ+
𝑘′ 𝑙′𝑚′

|r− r′|
𝑑r

′

⎞⎠+

+
∑︁
𝑚′′′

⎛⎝ψ+
𝑘′′ 𝑙′′𝑚

�

R3

ψ+
𝑘′′ 𝑙′′𝑚′′′

2

|r− r′|
𝑑r

′ −ψ+
𝑘′′ 𝑙′′𝑚′′′

�

R3

ψ+
𝑘′′ 𝑙′′𝑚

ψ+
𝑘′′ 𝑙′′𝑚′′′

|r− r′|
𝑑r

′

⎞⎠+

+ψ+
𝑘′′ 𝑙′′𝑚

∑︁
𝑘′

∑︁
𝑙′

∑︁
𝑚′

�

R3

ψ−
𝑘′ 𝑙′𝑚′

2

|r− r′|
𝑑r

′
+ψ+

𝑘′′ 𝑙′′𝑚

∑︁
𝑚′′

�

R3

ψ−
𝑘′′ 𝑙′′𝑚′′

2

|r− r′|
𝑑r

′
= ε𝑘′′ 𝑙′′ψ

+
𝑘′′ 𝑙′′𝑚

.

(2.40)

Так как по построению на незаполненной оболочке может содержаться

либо ни одного электрона с проекцией спина +1
2 , либо эта оболочка полно

стью заполнена электронами с проекцией спина +1
2 , то к уравнению (2.40)

можно применить полученный ранее результат. После умножения (2.40) на со

ответствующую сферическую функцию 𝑌 𝑚
𝑙′′
, суммирования по 𝑚 от −𝑙

′′
до 𝑙

′′
и

интегрирования по телесному углу
�
4π

𝑑Ω получим:

𝑀+

⎛⎝− 1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2
𝜕ψ+

𝑘′′ 𝑙′′

𝜕𝑟
+

𝑙
′′
(𝑙

′′
+ 1)

𝑟2
ψ+

𝑘′′ 𝑙′′
− 2𝑍

𝑟
ψ+

𝑘′′ 𝑙′′
+ 2ψ+

𝑘′′ 𝑙′′

∑︁
𝑘′

∑︁
𝑙′

2𝑙
′
+ 1

4π
ξ0
𝑙′ 𝑙′
+

+ψ+
𝑘′′ 𝑙′′

𝑀+ +𝑀−

4π
ξ0
𝑙′′ 𝑙′′

)︂
−
∑︁
𝑘′

∑︁
𝑙′

ψ𝑘′ 𝑙′𝐾𝑙′′′ 𝑙′ −ψ+
𝑘′′ 𝑙′′

𝐾𝑙′′′ 𝑙′′′ = 𝑀+ε𝑘′′ 𝑙′′ψ
+
𝑘′′ 𝑙′′

.

(2.41)

Уравнения неограниченного метода Хартри-Фока для незаполненной обо

лочки, но для электронов с проекцией спина −1
2 имеют вид:



66

̂︀ℎψ−
𝑘′′ 𝑙′′𝑚

+
∑︁
𝑘′

∑︁
𝑙′

∑︁
𝑚′

⎛⎝ψ−
𝑘′′ 𝑙′′𝑚

�

R3

ψ−
𝑘′ 𝑙′𝑚′

2

|r− r′|
𝑑r

′ −ψ−
𝑘′ 𝑙′𝑚′

�

R3

ψ−
𝑘′′ 𝑙′′𝑚

ψ−
𝑘′ 𝑙′𝑚′

|r− r′|
𝑑r

′

⎞⎠+

+
∑︁
𝑚′′

⎛⎝ψ−
𝑘′′ 𝑙′′𝑚

�

R3

ψ−
𝑘′′ 𝑙′′𝑚′′

2

|r− r′|
𝑑r

′ −ψ−
𝑘′′ 𝑙′′𝑚′′

�

R3

ψ−
𝑘′′ 𝑙′′𝑚

ψ−
𝑘′′ 𝑙′′𝑚′′

|r− r′|
𝑑r

′

⎞⎠+

+ψ−
𝑘′′ 𝑙′′𝑚

∑︁
𝑘′

∑︁
𝑙′

∑︁
𝑚′

�

R3

ψ+
𝑘′ 𝑙′𝑚′

2

|r− r′|
𝑑r

′
+ψ−

𝑘′′ 𝑙′′𝑚

∑︁
𝑚′′′

�

R3

ψ+
𝑘′′ 𝑙′′𝑚′′′

2

|r− r′|
𝑑r

′
= ε𝑘′′ 𝑙′′ψ

−
𝑘′′ 𝑙′′𝑚

.

(2.42)

Умножим уравнения (2.42) на соответствующую сферическую функцию

𝑌 𝑚
𝑙′′
(Ω), просуммируем по 𝑚 и проинтегрируем по телесному углу

�
4π

𝑑Ω:

𝑀−

⎛⎝− 1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2
𝜕ψ−

𝑘′′ 𝑙′′

𝜕𝑟
+

𝑙
′′
(𝑙

′′
+ 1)

𝑟2
ψ−

𝑘′′ 𝑙′′
− 2𝑍

𝑟
ψ−

𝑘′′ 𝑙′′
+ 2ψ−

𝑘′′ 𝑙′′

∑︁
𝑘′

∑︁
𝑙′

2𝑙
′
+ 1

4π
ξ0
𝑙′ 𝑙′
+

+ψ−
𝑘′′ 𝑙′′

𝑀+

4π
ξ0
𝑙′′ 𝑙′′

)︂
+ψ−

𝑘′′ 𝑙′′
𝑄𝑚′′ −ψ−

𝑘′′ 𝑙′′
𝑆𝑚′′ −

∑︁
𝑘′

∑︁
𝑙′

ψ𝑘′ 𝑙′𝐾𝑙′′ 𝑙′ = 𝑀−ε𝑘′′ 𝑙′′ψ
−
𝑘′′ 𝑙′′

,

(2.43)

где

𝑄𝑚′′ =
∑︀

𝑚

�
4π

(︃
𝑌 𝑚
𝑙′′

2∑︀
𝑚′′
�
R3

𝑌 𝑚
′′

𝑙′′

2ψ−
𝑘
′′
𝑙
′′
2

|r−r′ | 𝑑r
′

)︃
𝑑Ω;

𝑆𝑚′′ =
∑︀

𝑚

∑︀
𝑚′′
�
4π

(︃
𝑌 𝑚
𝑙′′
𝑌 𝑚

′′

𝑙′′

�
R3

𝑌 𝑚
𝑙′′
𝑌 𝑚

′′

𝑙′′
ψ−

𝑘𝑙ψ
−
𝑘
′′
𝑙
′′

|r−r′ | 𝑑r
′

)︃
𝑑Ω.

Выражения 𝑄𝑚′′ и 𝑆𝑚′′ зависят от комбинации магнитных чисел электро

нов с проекцией спина −1
2 на незаполненной оболочке.

Складывая (2.41) и (2.43), получаем уравнение для незамкнутой оболочки:
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− 1

𝑟2
𝜕

𝜕𝑟
𝑟2
𝜕ψ𝑘′′ 𝑙′′

𝜕𝑟
+

𝑙
′′
(𝑙

′′
+ 1)

𝑟2
ψ𝑘′′ 𝑙′′ −

2𝑍

𝑟
ψ𝑘′′ 𝑙′′+

+2ψ𝑘′′ 𝑙′′

∑︁
𝑘′

∑︁
𝑙′

2𝑙
′
+ 1

4π
ξ0
𝑙′ 𝑙′

+ψ𝑘′′ 𝑙′′
𝑀+ +𝑀−

4π
ξ0
𝑙′′ 𝑙′′

−

− 1

𝑀+ +𝑀−

⎛⎝∑︁
𝑘′

∑︁
𝑙′

ψ𝑘′ 𝑙′𝐾𝑙′′′ 𝑙′ +
∑︁
𝑘′

∑︁
𝑙′

ψ𝑘′ 𝑙′𝐾𝑙′′ 𝑙′ +ψ𝑘′′ 𝑙′′𝐾𝑙′′′ 𝑙′′′ −ψ𝑘′′ 𝑙′′𝑄𝑚′′+

+ψ𝑘′′ 𝑙′′𝑆𝑚′′ +
𝑀−2

4π
ψ𝑘′′ 𝑙′′ξ

0
𝑙′′ 𝑙′′

)︃
= ε𝑘′′ 𝑙′′ψ𝑘′′ 𝑙′′ .

(2.44)

Аналогично, можно получить уравнения для произвольного числа неза

мкнутых оболочек.

2.2.2 Реализация в трехмерном пространстве

Дискретизация уравнений

Представим область решения задачи (2.1) в виде прямоугольной приз

мы, составленной из кубических расчетных объемов (ячеек) с ребром ℎ. Число

объемов по каждой координате составляет 𝑁𝑥, 𝑁𝑦 и 𝑁𝑧 соответственно. Про

интегрируем и усредним уравнение (2.1) по 𝑖-ому объему. Тогда с точностью

𝑂(ℎ2) можно записать:

1

ℎ

6∑︁
𝑗=1

𝜕ψ𝑘

𝜕𝑛𝑖𝑗
− 𝐽𝑖ψ

𝑖
𝑘 + 𝑈𝑖ψ

𝑖
𝑘 +𝐾𝑖 = 𝐸𝑘ψ

𝑖
𝑘, (2.45)

где
𝜕ψ𝑘

𝜕𝑛𝑖𝑗
— производная по внешней нормали к 𝑗-ой поверхности 𝑖-ого объема;

𝑈𝑖 =
1

ℎ3

�
𝑣𝑖

∑︀𝑀
𝑗=1

2𝑍𝑗

|r− aj|
𝑑r;

𝐽𝑖, 𝐾𝑖,ψ
𝑖
𝑘 — значения данных величин в центрах расчетных объемов.

После замены производных конечными разностями значений функций в

соседних объемах с точностью 𝑂(ℎ2) получим:
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𝜕ψ𝑘

𝜕𝑛𝑖𝑗
=
ψ𝑗

𝑘 −ψ𝑖
𝑘

ℎ
для объемов, не имеющих внешних границ, а также для

лежащих на границе при расчете периодических систем (граничное условие

трансляции);
𝜕ψ𝑘

𝜕𝑛𝑖𝑗
=

γ

1 + 0.5γℎ
ψ𝑖

𝑘 — апроксимация производной на границе области в

случае апериодической системы с граничным условием
1

ψ𝑘

𝜕ψ𝑘

𝜕𝑛𝑖𝑗
= γ.

Тогда после подстановки в (2.45):∑︀6
𝑗=1ψ

𝑗
𝑘 − 6ψ𝑖

𝑘

ℎ2
− 𝐽𝑖ψ

𝑖
𝑘 + 𝑈𝑖ψ

𝑖
𝑘 +𝐾𝑖 = 𝐸𝑘ψ

𝑖
𝑘. (2.46)

Решение неоднородной задачи

Неоднородная система алгебраических уравнений с разреженной матри

цей, которую необходимо решать в пункте 3 алгоритма, запишется как:

𝑎𝑖𝑖ψ𝑖 −
6∑︁

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗ψ𝑗 = 𝑆𝑖, (2.47)

где 𝑎𝑖𝑖 =
6

ℎ2
+ 𝐽𝑖 + 𝐸, 𝑎𝑖𝑗 =

1

ℎ2
.

В данном случае система обладает диагональным преобладанием, поэтому

для решения наиболее оптимально использовать метод верхней релаксации [72]:

ψ
(𝑛+1)
𝑖 = (1−ω)ψ

(𝑛)
𝑖 +

ω

𝑎𝑖𝑖

(︃
6∑︁

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗ψ
(𝑛)/(𝑛+1)
𝑗 + 𝑆𝑖

)︃
. (2.48)

Здесь 𝑖 — номер ячейки, 𝑗 — номера соседей, (𝑛) и (𝑛 + 1) — номера

итераций, а ω — параметр релаксации, 1 < ω < 2. Поскольку в течение теку

щей итерации значение в соседней ячейке с меньшим 𝑖 уже вычислено, то оно

используется при расчете значения в следующей ячейке. Параметр ω подби

рается исходя из свойств конкретной матрицы системы. Критерием выхода из

итераций является заданная точность по разнице значений вектора невязки в

соседних итерациях, оцененного в норме 𝐿2.
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2.3 Программная реализация

Разработанные алгоритмы решения одномерных (случай центрально-сим

метричных систем) и трехмерных уравнений метода Хартри-Фока и теории

функционала плотности реализованы в форме программного модуля, написан

ного на языке Fortran 90. Входными данными являются параметры сетки (число

ячеек, размер ячейки), координаты и заряд ядер, число электронов и значения

их квантовых чисел. Выходные данные есть решения уравений: орбитальные

энергии и табулированные орбитальные функции, а также полная энергия и та

булированная волновая функция системы. Верификация программного модуля

была выполнена для уравнений метода Хартри-Фока.

2.3.1 Верификация

Для верификации одномерной задачи использовались доступные значе

ния полных энергий основного состояния атомов из работ [73—75], в которых

фактически был достигнут хартри-фоковский предел в результате вычисле

ний на основе метода базисных наборов. Получено, что с уменьшением шага

сетки решение сходится к значениям работ [73—75]. Так, например, для шага

ℎ = 10−3 𝑎0 (𝑎0 — боровский радиус) разница в решении для элементов от He до

U лежит в диапазоне от 10−5 до 210 эВ, а для шага ℎ = 10−4 𝑎0 — от 10−7 до 2.1

эВ. Результаты отклонений рассчитанных значений полных энергий основного

состояния от значений работ [73—75] представлены на Рисунке 2.1. При даль

нейшем уменьшении шага сетки решение асимптотически сходится к точному

для рассматриваемых уравнений.

Верификация основной части блока программы, в котором реализовано

решение трехмерных уравнений (алгоритм решения задачи (2.3) методом ите

раций по источнику + блок теории малых возмущений), была произведена

на примере системы, решение которой можно получить аналитически (атом

H). Одинаковая точность вычисленных первых 30 собственных значений сви

детельствует о том, что рост ошибки при расчете последующего состояния не
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Рисунок 2.1 — Разница в энергии основного состояния между рассчитанным

значением и значением, полученным в работах [73—75], в зависимости от номера

элемента N.

происходит. Точность определяется только значением шага сетки. Результаты

приведены в Таблице 4 и на Рисунке 2.2, Рисунке 2.3.
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Рисунок 2.2 — Ошибка аппроксимации δ точного решения атома H решением,

полученным в результате расчета.
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Таблица 4 — Расчет первых 30 собственных значений атома H.

𝐸𝑐𝑎𝑙𝑐, Ry 𝐸𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡, Ry 𝐸𝑐𝑎𝑙𝑐, Ry 𝐸𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡, Ry

1 1.0004 1.0000 16 0.0625 0.0625

2 0.2504 0.2500 17 0.0625 0.0625

3 0.2503 0.2500 18 0.0625 0.0625

4 0.2503 0.2500 19 0.0625 0.0625

5 0.2503 0.2500 20 0.0625 0.0625

6 0.1113 0.1111 21 0.0625 0.0625

7 0.1113 0.1111 22 0.0625 0.0625

8 0.1112 0.1111 23 0.0625 0.0625

9 0.1113 0.1111 24 0.0625 0.0625

10 0.1111 0.1111 25 0.0625 0.0625

11 0.1112 0.1111 26 0.0625 0.0625

12 0.1113 0.1111 27 0.0625 0.0625

13 0.1111 0.1111 28 0.0625 0.0625

14 0.1112 0.1111 29 0.0625 0.0625

15 0.0626 0.0625 30 0.0625 0.0625

20 10 0 10 20
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Рисунок 2.3 — Пример расчета волновых функций состояний атома H.

Процедура, предназначенная для вычисления кулоновского интеграла 𝐽 ,

была верифицирована на примере основного состояния атома He. Полученный
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результат совпал с известными расчетами по теории Хартри [73—75] (Таблица 5,

Рисунок 2.4). Процедура вычисления обменного интеграла была верифициро

вана при расчете основного состояния атома Li (Таблица 5, Рисунок 2.5).

Таблица 5 — Сравнение результов расчета энергий основного состоя

ния атомов He и Li по программному модулю, в котором реализован

алгоритм решения уравнений метода Хартри-Фока на трехмерной

сетке, со значениями работ [73—75].

Элемент Предел метода Хартри-Фока (эВ) Расчет (эВ)

He 77.8702 77.8704

Li 202.2555 202.2567

10 0 10
0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

 

r, a
0

Рисунок 2.4 — Расчет орбитальной функции электронов основного состояния

атома He.
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Рисунок 2.5 — Расчет орбитальных функций электронов основного состояния

атома Li.
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Глава 3. Модель учета кулоновских корреляций в методе

Хартри-Фока

Как известно [1; 3; 76], межэлектронные корреляции являются основ

ным источником ошибок для детерминистских методов решения стационарного

уравнения Шредингера. Поэтому их учет является важным для уточнения

существующих подходов. Курчатовский метод квантового Монте-Карло, из

ложение которого дается в Главе 1, позволяет получать близкое к точному

решение для легких атомов (He, Li, Be). В данной главе проводится исследо

вание этого решения с целью выявления особенностей, которые используются

для создания математической модели учета межэлектронных корреляций в ме

тоде Хартри-Фока.

В случае двух электронов все свойства системы определяются модулями

радиус-векторов электронов и косинусом угла между ними µ: Ψ𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡(r1, r2) ≡
Ψ𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡(𝑟1, 𝑟2,µ). Здесь волновая функция (в смысле близкого к точному реше

ния уравнения Шредингера) была записана в виде таблицы от трех переменных

(𝑟1, 𝑟2,µ). В соответствии с формализмом метода Монте-Карло каждое число

в таблице есть функционал от полученного решения, рассчитанный численно.

Для малого числа электронов (3-4) все еще можно записать результирующую

функцию от модулей радиус-векторов и углов между ними. Для большего

числа электронов это становится проблематичным, а в конечном счете невоз

можным [3]. Таким образом, здесь область исследуемых волновых функций

ограничивается небольшим набором легких атомов. Другой подход основан на

том, что уравнение Шредингера содержит только парные корреляции, и все

интересующие проблемы могут быть поняты из анализа двухчастичной функ

ции плотности. Как известно [3], запись двухчастичной функции плотности не

является проблемой. В первой части главы анализируется волновая функция

и проводится исследование на предмет того, какие из свойств решения про

стых систем являются универсальными и могут быть распространены на более

сложные. Во второй части главы та же самая задача ставится по отношению

к двухчастичной функции плотности. Полученные результаты представлены

в работе [77].

В методе KQMC для регистрации функционалов использовалась про

странственная сетка. Исходя из условий, сетка была выбрана так, чтобы внутри
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нее изменение решения было существенно меньше, чем нужно с практической

точки зрения. По этим областям решение, полученное методом Монте-Карло,

интегрировалось со среднестатистической ошибкой ∼ 1√
𝑁
. Там, где значение са

мой функции сравнительно большое, точность составила порядка сотых долей

процента. На хвостах распределения в областях далеко от ядра точность падала

по естественным причинам, что хорошо видно из представленных ниже данных.

3.1 Анализ волновой функции

В методе Хартри-Фока волновая функция системы представляется в виде

произведения определителей, построенных на одноэлектронных орбитальных

функциях с одинаковой проекцией спина [1; 2]. Проблема метода заключается

в следующем: таким образом выбранное подпространство решений в первом по

рядке позволяет учесть корреляции электронов с сонаправленными спинами за

счет обменного члена, однако не дает возможности учесть корреляцию в движе

нии электронов с противоположно направленными спинами [1]. Поэтому, чтобы

каким-то образом учесть эту корреляцию, на практике обычно представляют

волновую функцию в виде линейной комбинации произведений детерминантов

(методы конфигурационного взаимодействия [6—8] и cвязанных кластеров [9]),

либо используют методы теории возмущений [9; 10]. Однако вычислительная

сложность растет с использованием все большего числа определителей или боль

шего порядка теории возмущений, что ограничивает область применения этих

методов. Поэтому актуальной является задача разработки принципиально но

вых моделей учета электронных корреляций.

Простейшей системой, содержащей электроны с противоположно направ

ленными спинами, является атом He. Для того, чтобы понять, какой вид

функции нужно использовать, будем работать с близким к точному решением

Ψ𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡, полученным методом KQMC. Разложим Ψ𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡(𝑟1, 𝑟2,µ) в ряд по поли

номам Лежандра:

Ψ𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡(𝑟1,𝑟2,µ) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘(𝑟1,𝑟2)𝑃𝑘(µ), (3.1)
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и оценим вклад первых членов ряда в решение уравнения Шредингера. Для

этого проведем сравнение следующих полученных значений функционала 𝐸:

𝐸𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡 =
⟨Ψ𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡| ̂︀𝐻|Ψ𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡⟩
⟨Ψ𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡|Ψ𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡⟩

= 79.005 эВ,

𝐸𝐻𝐹 =
⟨Ψ𝐻𝐹 | ̂︀𝐻|Ψ𝐻𝐹 ⟩
⟨Ψ𝐻𝐹 |Ψ𝐻𝐹 ⟩

= 77.87 эВ,

𝐸0 =
⟨𝑎0| ̂︀𝐻|𝑎0⟩
⟨𝑎0|𝑎0⟩

= 78.318 эВ,

𝐸1 =
⟨𝑎0 + 𝑎1𝑃1| ̂︀𝐻|𝑎0 + 𝑎1𝑃1⟩
⟨𝑎0 + 𝑎1𝑃1|𝑎0 + 𝑎1𝑃1⟩

= 78.953 эВ,

𝐸2 =
⟨𝑎0 + 𝑎1𝑃1 + 𝑎2𝑃2| ̂︀𝐻|𝑎0 + 𝑎1𝑃1 + 𝑎2𝑃2⟩
⟨𝑎0 + 𝑎1𝑃1 + 𝑎2𝑃2|𝑎0 + 𝑎1𝑃1 + 𝑎2𝑃2⟩

= 78.99 эВ.

(3.2)

Первый вывод, который можно сделать: порядка трети ошибки расчета

метода Хартри-Фока связано с тем, что решение представляется в виде про

изведения орбитальных функций Ψ𝐻𝐹 = ψ(𝑟1)ψ(𝑟2), а не более сложной их

линейной комбинации Ψ0, которая при этом должна быть симметричной отно

сительно перестановок 𝑟1 и 𝑟2 (Рисунок 3.1). Определим недостающий член δ

разложения Ψ0 = Ψ𝐻𝐹 + δ как:

δ = 𝑎0 −
⟨𝑎0|Ψ𝐻𝐹 ⟩

⟨Ψ𝐻𝐹 |Ψ𝐻𝐹 ⟩
Ψ𝐻𝐹 . (3.3)

Было получено, что δ = ̃︀ψ(𝑟1)̃︀ψ(𝑟2), где ̃︀ψ(𝑟1) = 𝐴(1 − 𝐵𝑟1)𝑒
−τ𝑟1 (Ри

сунок 3.2).
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Рисунок 3.1 — Cравнение
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𝑎0(𝑟1,𝑟2)𝑟1
2𝑟2

2𝑑𝑟2, полученного методом квантового

Монте-Карло, и решения ψ(𝑟1)𝑟1
2, полученного методом Хартри-Фока для ато

ма He.
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Рисунок 3.2 — Cравнение
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2𝑑𝑟2, полученного методом квантового

Монте-Карло, и функции вида 𝐴(1−𝐵𝑟1)𝑒
−τ𝑟1𝑟1

2.
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В то же время, порядка двух третей ошибки содержит линейный по µ

член разложения Ψ𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡. При этом, результат интегрирования 𝑎1(𝑟1,𝑟2) по одно

му из аргументов дает функцию вида 𝐶𝑟𝑒−σ𝑟, где 𝐶 и σ некоторые константы

(Рисунок 3.3).
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Рисунок 3.3 — График функции 𝑙𝑛

⎛⎝−

∞�

0

𝑎1(𝑟1,𝑟2)𝑟2
2𝑑𝑟2

𝑟1

⎞⎠, полученной методом

квантового Монте-Карло, и его аппроксимация функцией вида 𝑎𝑥+ 𝑏 (разброс

точек в области 𝑟1 > 8 боровских радиусов обусловлен недостаточной статисти

кой на хвостах распределения).

Теперь убедимся в этом путем аналитических вычислений. Сначала будем

использовать в качестве приближения для ψ в Ψ𝐻𝐹 водородоподобное решение

𝑒−ω𝑟. Тогда после вариации функционала

⟨𝑒−ω𝑟1𝑒−ω𝑟2| ̂︀𝐻|𝑒−ω𝑟1𝑒−ω𝑟2⟩
⟨𝑒−ω𝑟1𝑒−ω𝑟2|𝑒−ω𝑟1𝑒−ω𝑟2⟩

по параметруω, получим значение 77.45 эВ. Если построить радиальную часть

метода Хартри-Фока в соответствии с полученным видом Ψ0 = ψ(𝑟1)ψ(𝑟2) +

𝐴̃︀ψ(𝑟1)̃︀ψ(𝑟2), где ψ(𝑟) = 𝑒−ω𝑟 и ̃︀ψ(𝑟) = (1 − 𝐵𝑟)𝑒−τ𝑟, то, численно варьируя

значение ⟨Ψ0| ̂︀𝐻|Ψ0⟩
⟨Ψ0|Ψ0⟩ по ω, τ, и 𝐴, результат будет 77.85 эВ.

Проделаем то же самое для формы Ψ𝐻𝐹 , которая содержит член, ли

нейный по µ, с полученной выше зависимостью для коэффициента 𝑎1(𝑟1,𝑟2):
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Ψ1 = Ψ0 + µ𝐶𝑟1𝑒
−σ𝑟1𝑟2𝑒

−σ𝑟2. После вариации ⟨Ψ1| ̂︀𝐻|Ψ1⟩
⟨Ψ1|Ψ1⟩ по ω, τ, σ, 𝐴 и 𝐶, по

лучим результат 78.38 эВ.

Главный вывод, который можно сделать из проведенного анализа: порядка

95% ошибки метода Хартри-Фока содержится в первых двух членах разложе

ния (3.1). Вид функции 𝑎0 можно трактовать в терминах конфигурационного

взаимодействия. Если сумму произведений в 𝑎0 рассматривать как сумму де

терминантов, то следующий член разложения должен содержать возбуждения

по новой гармонике. То есть, если рассматривать, например, атом Be, то до

бавка не может содержать вторую гармонику по понятным причинам, а только

третью, и так далее. По-прежнему будем рассматривать два ближайших к ядру

электрона. Разумно предположить, что поправки к произведению собственных

функций будут содержать все более и более высокие гармоники, вклад которых

будет убывать. Таким образом, корреляционная поправка, связанная с откло

нением от произведения орбиталей, даже для самых низколежащих электронов

будет уменьшаться с номером элемента, а основной вклад в корреляционное

взаимодействие будет вносить член, содержащий µ. В этом случае атом He яв

ляется исключением в смысле влияния вида 𝑎0 на полученное значение энергии.

Дальнейшие результаты подтверждают это предположение.

3.2 Анализ плотности

Запишем стационарное уравнение Шредингера в следующем виде:

𝑁1+𝑁2∑︁
𝑖=1

(︃
−∆𝑖 −

2𝑍

|r𝑖|

)︃
Ψ+

𝑁1−1∑︁
𝑖=1

𝑁1∑︁
𝑗=𝑖+1

2

|r𝑖 − r𝑗|
Ψ

+

𝑁1+𝑁2−1∑︁
𝑖=𝑁1+1

𝑁1+𝑁2∑︁
𝑗=𝑖+1

2

|r𝑖 − r𝑗|
Ψ+

𝑁1∑︁
𝑖=1

𝑁1+𝑁2∑︁
𝑗=𝑁1+1

2

|r𝑖 − r𝑗|
Ψ = 𝐸Ψ.

(3.4)

где 𝑁1 — число электронов с проекцией спина +1
2 , 𝑁2 — −1

2 .

Умножим (3.4) скалярно на Ψ. Тогда (3.4) в терминах плотности запи

шется как:
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𝐸 = −𝑁1

�

R3𝑁

Ψ(r)∆↑Ψ(r)𝑑r−𝑁2

�

R3𝑁

Ψ(r)∆↓Ψ(r)𝑑r−𝑁1

�

R3

2𝑍
ρ(r↑)

|r↑|
𝑑r↑

−𝑁2

�

R3

2𝑍
ρ(r↓)

|r↓|
𝑑r↓ +𝑁1(𝑁1 − 1)

�

R3

�

R3

ρ(r↑1,r
↑
2)

|r↑1 − r↑2|
𝑑r↑1𝑑r

↑
2

+𝑁2(𝑁2 − 1)

�

R3

�

R3

ρ(r↓1,r
↓
2)

|r↓1 − r↓2|
𝑑r↓1𝑑r

↓
2 +𝑁1𝑁2

�

R3

�

R3

ρ(r↑1,r
↓
2)

|r↑1 − r↓2|
𝑑r↑1𝑑r

↓
2.

(3.5)

Как было указано выше, проблема метода Хартри-Фока прежде всего

связана с определением плотности двух электронов с противоположно направ

ленными спинами: ρ(r↑1,r
↓
2) = ρ(𝑟1,𝑟2,µ12). При построении решения через

орбитальные функции пренебрегают зависимостью от µ12. Стоит отметить, что

такое приближение приводит к относительно неплохим результатам, что позво

ляет сделать предположение о слабой зависимости точного решения уравнения

Шредингера от µ12.

Теперь необходимо ввести в уравнения метода Хартри-Фока межэлек

тронные кулоновские корреляции. Представим близкую к точной функцию

плотности в виде:

ρ(𝑟1,𝑟2,µ12) =
ρ(𝑟1,𝑟2,µ12)

ρ(𝑟1,𝑟2)
ρ(𝑟1,𝑟2) = ξ(𝑟1,𝑟2,µ12)ρ(𝑟1,𝑟2), (3.6)

где ρ(𝑟1,𝑟2) =
1�

−1

ρ(𝑟1,𝑟2,µ12)𝑑µ12.

Теоретически, функцию ξ (так же, как и Ψ𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡) можно разложить в ряд

по полиномам Лежандра от µ12. Проведенный в предыдущем разделе анализ

волновой функции дает основания для утверждения, что с практической точки

зрения такое разложение можно использовать, так как коэффициенты разло

жения быстро убывают с возрастанием номера члена ряда. ∼ 95% эффекта

корреляции может быть учтено, если ограничиться первыми двумя членами

разложения:

ξ(𝑟1,𝑟2,µ12) ∼= 1 + 𝑎(𝑟1,𝑟2)µ12. (3.7)

Для атома Не, простейшей системы с двумя электронами, имеющими раз

ные значения проекции спина, обнаружено, что зависимость функции ξ от µ12

близка к линейной (Рисунок 3.4). Аналогичный результат для ξ получен для
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пар электронов с противоположными значениями проекции спина в атоме Li

(например, для пары 1𝑠2𝑠-электронов на Рисунке 3.4).
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Рисунок 3.4 — Зависимость функции ξ от µ12 при различных фиксированных

значениях 𝑟1 и 𝑟2, полученной методом квантового Монте-Карло для атома He

(а) и для пары 1𝑠2𝑠-электронов с противоположными значениями проекции

спина в атоме Li (б).

Очевидны следующие граничные условия для коэффициента 𝑎:

𝑎(𝑟1,𝑟2) = 𝑎(𝑟2,𝑟1),

𝑎(0,𝑟) = 𝑎(𝑟,0),

𝑎(𝑟1,𝑟2) −−−−−−→
|r1−r2|→∞

0.

(3.8)

Вид зависимости функции 𝑎(𝑟1,𝑟2) от 𝑟1 при различных значениях 𝑟2, полу

ченной методом квантового Монте-Карло для атома He, изображен на Рисунке

3.5. Функция 𝑎(𝑟1,𝑟2) имеет минимум при 𝑟1 = 𝑟2. Функция 𝑚𝑖𝑛
(︀
𝑎(𝑟1,𝑟2)

)︀
=

𝑎(𝑟,𝑟) хорошо аппроксимируется степенной зависимостью:

𝑎(𝑟,𝑟) = −𝑒−
𝑝
𝑟𝑞 , (3.9)

где 𝑝 и 𝑞 — некоторые числа (Рисунок 3.6).

Из-за симметрии 𝑎(𝑟1,𝑟2) = 𝑎(𝑟2,𝑟1) можно рассматривать только область

𝑟1 ⩽ 𝑟2. Тогда если принять 𝑟2 в качестве параметра и исследовать функцию от

одной переменной 𝑟1, можно провести преобразование следующего вида: введем

переменную 𝑥 = 𝑟1
𝑟2
∈ [0,1] и будем рассматривать зависимость функции 𝐴(𝑥) =

𝑎(𝑟1,𝑟2)
𝑎(𝑟2,𝑟2)

∈ [0,1]. Оказывается, что функция 𝐴(𝑥) не зависит от 𝑟2 (Рисунок 3.7).
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Рисунок 3.5 — Зависимость функции 𝑎(𝑟1,𝑟2) от 𝑟1 при различных значениях

𝑟2, полученной методом квантового Монте-Карло для атома He.
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Рисунок 3.6 — Аппроксимация функции 𝑚𝑖𝑛[𝑎(𝑟1,𝑟2)] = 𝑎(𝑟,𝑟), полученной ме

тодом квантового Монте-Карло для атома He и Li.

Для функции 𝐴(𝑥) в области 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1 должны выполняться следующие

условия, три из которых очевидны:
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Рисунок 3.7 — Функция 𝐴(𝑥) при различных значениях 𝑥 для пар электронов

с соответствующим значением проекции спина.

𝐴(0) = 0,

𝐴(1) = 1,

𝑑𝐴

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=1

= 0,

𝑑𝐴

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0,

(3.10)

а четвертое есть следствие анализа рассчитанной 𝐴(𝑥) (Рисунок 3.7).

Выбирая из анализа данных вид зависимости в виде 𝐴(𝑥) =
3∑︀

𝑖=0

𝑐𝑖𝑥
𝑖 и

используя условия (3.10), получим:

𝐴(𝑥) = −2𝑥3 + 3𝑥2. (3.11)

Таким образом, общий вид корреляционной функции:

𝑎(𝑟1,𝑟2) = − exp

{︂
− 𝑝

𝑟2𝑞

}︂(︃
−2

(︂
𝑟1
𝑟2

)︂3

+ 3

(︂
𝑟1
𝑟2

)︂2
)︃
, 𝑟1 ⩽ 𝑟2. (3.12)
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3.3 Применение корреляционных функций

C учетом (3.5) функционал 𝐸 можно представить как:

𝐸 = 𝐸𝐻𝐹 + δ𝐸↑↑
𝑐 + δ𝐸↓↓

𝑐 + δ𝐸↑↓
𝑐 , (3.13)

где 𝐸𝐻𝐹 — функционал метода Хартри-Фока; δ𝐸↑↑
𝑐 , δ𝐸

↓↓
𝑐 , δ𝐸

↑↓
𝑐 — корреляци

онные поправки для пар электронов с соответствующим значением проекции

спина.

Корреляционные поправки δ𝐸↑↑
𝑐 и δ𝐸↓↓

𝑐 для пар электронов с одинаковым

направлением спина являются поправками второго порядка, так как в первом

порядке корреляция в движении этих пар учитывается посредством обменного

взаимодействия в 𝐸𝐻𝐹 . Наиболее значимой поправкой будет δ𝐸↑↓
𝑐 , которая в

соответствии с (3.5), (3.6) и (3.7) определяется следующим образом:

δ𝐸↑↓
𝑐 =

𝑁1∑︁
𝑖=1

𝑁2∑︁
𝑗=1

∞�

0

π�

0

2π�

0

∞�

0

π�

0

2π�

0

𝐹 ↑↓
𝑖𝑗 (𝑟1,Ω1,𝑟2,Ω2)×

×µ𝑎(𝑟1,𝑟2)𝑟12𝑑𝑟1𝑠𝑖𝑛θ1𝑑θ1𝑑φ1𝑟2
2𝑑𝑟2𝑠𝑖𝑛θ2𝑑θ2𝑑φ2,

𝐹 ↑↓
𝑖𝑗 (𝑟1,Ω1,𝑟2,Ω2) =

ψ𝑖
2(𝑟1)ψ𝑗

2(𝑟2)𝑌𝑖
2(Ω1)𝑌𝑗

2(Ω2)√︀
𝑟12 + 𝑟22 − 2𝑟1𝑟2µ12

.

(3.14)

Вид корреляционной функции 𝑎(𝑟1,𝑟2), полученный методом KQMC, яв

ляется универсальным по крайней мере для He, Li, Be и им подобных ионов.

Так, расчеты методом Монте-Карло показали, что вид полинома (3.11) являет

ся общим для любых пар электронов с противоположно направленным спином

в атомах He, Li, Be (Рисунок 3.7). Кроме того, с помощью метода Монте-Карло

получено, что для пары 𝑝-электронов с одинаковым значением проекции спина

𝐴(𝑥) тоже есть полином вида (3.11) (Рисунок 3.7). Далее можно предположить,

что этот вид 𝐴(𝑥) остается общим для всех элементов. Что касается вида (3.9)

функции 𝑚𝑖𝑛
(︀
𝑎(𝑟1,𝑟2)

)︀
= 𝑎(𝑟,𝑟), то он также является общим для пар электро

нов с противоположно направленным спином в атомах He, Li, Be, но с разными

значениями параметров 𝑝 и 𝑞 (Рисунок 3.8).

Используя полученный в результате дополнительных исследований вид

𝑎(𝑟1,𝑟2), а именно:
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Рисунок 3.8 — Аппроксимация функции 𝑚𝑖𝑛[𝑎(𝑟1,𝑟2)] = 𝑎(𝑟,𝑟), полученной ме

тодом квантового Монте-Карло.

𝑎(𝑟1,𝑟2) = − exp

{︂
− 0.05𝑍1.7

𝑟21.7𝑙𝑛(𝑍)−2.7

}︂(︃
−2

(︂
𝑟1
𝑟2

)︂3

+ 3

(︂
𝑟1
𝑟2

)︂2
)︃
, 𝑟1 ⩽ 𝑟2. (3.15)

где 𝑍 — заряд ядра, для элементов таблицы Менделеева получены результаты,

представленные на Рисунке 3.9. Поправки, рассчитанные по формуле (3.14), мо

гут быть вычислены в рамках теории малых возмущений: величина поправок

совпадает с точностью до долей процента вне зависимости от того, использу

ются ли для вычисления плотностей в формуле (3.14) орбитальные функции

классического метода Хартри-Фока, или же в уравнения метода Хартри-Фока

введен дополнительный член, полученный в результате применения вариацион

ного принципа к функционалу 𝐸 = 𝐸𝐻𝐹 +δ𝐸
↑↓
𝑐 . Поправка к энергии ионизации

в рамках теории малых возмущений может быть рассчитана по формуле:

δ𝐼𝑖 =

�

R3

�

R3

φ↑
𝑖

2
(r1)ρ

↓(r2)𝑎(r1, r2)µ𝑑r1𝑑r2
|r1 − r2|

, (3.16)

где φ↑
𝑖 — орбитальная функция валентного электрона под номером 𝑖 с про

екцией спина +1
2 .

Рисунок 3.9 демонстрирует, что введенные таким образом достаточ

но простые поправки, учитывающие корреляцию, позволили уточнить метод
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Хартри-Фока до почти химической точности 0.1 эВ практически без увели

чения вычислительных затрат. Однако, такое уточнение наблюдается на 𝑠- и

𝑝-электронах до момента, когда начнут заполняться 𝑑-оболочки. Исключение

составляют элементы с полностью заполненными оболочками с валентными

𝑠-электронами: He, Be, Mg. Но источник этой ошибки был определен выше

как исключительная особенность, связанная с пространственной зависимостью

𝑎0, которая может быть уточнена введением дополнительных поправок. Значи

тельно удалось уменьшить ошибку и для атомов с валентными 𝑓 -электронами.

С момента, когда начинают заполняться 𝑑-оболочки, метод Хартри-Фока

может приводить к значениям энергии ионизации меньше экспериментальных

(например, для 𝑁 = 51, 71 и далее на Рисунке 3.9). При этом учет межэлек

тронных корреляций может только понизить энергию валентных электронов.

Это будет предметом дальнейших исследований.
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Рисунок 3.9 — Величина ошибки в энергии валентного электрона для расчета

метода Хартри-Фока и метода Хартри-Фока с поправками вида (3.16) в зависи

мости от номера элемента N.
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3.4 Программный комплекс

Программные модули, описание которых дается в Главе 1 и 2, объеди

нены в программный комплекс, структура которого представлена на Рисунке

3.10. Модуль квантового Монте-Карло, с одной стороны, выполняет самосто

ятельный расчет доступных многоэлектронных систем. С другой стороны, на

основе полученного решения в пределах этого модуля выполняется расчет кор

реляционных функций, которые впоследствии используются другим модулем

для расчета корреляционных поправок к решению, полученному детерминист

скими методами.

Рисунок 3.10 — Структура программного комплекса.
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Глава 4. О правилах заполнения атомных оболочек и свойствах

атомного гамильтониана

С момента первых формулировок принципов квантовой механики прошло

практически 100 лет. С тех пор вычислительные возможности для исследований

возросли многократно. Между тем, некоторые методические аспекты до сих пор

остаются на уровне 30-х годов прошлого века, в том числе правила заполнения

атомных оболочек, известные как правила Хунда [78; 79].

Согласно основным положениям квантовой механики, состояние много

электронного атома описывается решением многочастичного уравнения Шре

дингера. Дополнительно на волновую функцию накладываются несколько

ограничений. Во-первых, она должна быть антисимметричной относительно

перестановок координат электронов с одинаковым значением проекции спина.

Во-вторых, она должна быть собственной функцией оператора проекции полно

го орбитального момента системы ̂︀𝐿𝑧 на ось 𝑧. И, в-третьих, волновая функция

должна быть собственной функцией оператора квадрата орбитального момен

та ̂︀L2.

Согласно первому положению, поиск решения уравнения Шредингера

осуществляется в виде произведения детерминантов Слэтера, построенных на

орбитальных функциях, используя для этого классический метод Хартри-Фока.

В качестве угловой зависимости орбитальных функций берутся сферические

функции, которые являются собственными функциями оператора ̂︀L2 для

отдельного электрона [54]. Построенная таким образом волновая функция авто

матически является собственной функцией оператора ̂︀𝐿𝑧 при любой взаимной

конфигурации электронов на оболочках. Однако, не каждая такая конфигура

ция является собственной функцией оператора квадрата полного орбитального

момента многоэлектронной системы ̂︀L2. Исследование того, какие взаимные

конфигурации электронов на частично-заполненных оболочках удовлетворяют

постулату Дирака [80] о необходимости волновой функции быть собственной

функцией оператора ̂︀L2, является целью настоящей главы.
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4.1 Предварительные замечания

Решение уравнения Шредингера методом Хартри-Фока для атомов на

трехмерной сетке с использованием детерминистских подходов требует зна

чительных вычислительных затрат. В виду сферической симметрии задачи

(центральной симметрии потенциала) допустим переход к одномерной радиаль

ной сетке путем разделения переменных:

φ𝑖(r) = 𝑓𝑖(𝑟)𝑌
𝑚
𝑙 (Ω), (4.1)

где φ𝑖(r) — орбитальная волновая функция 𝑖-ого электрона, 𝑙 и 𝑚 — его орби

тальное и магнитное квантовое число, соответственно.

Это предположение следует из следуюшего соображения. В пространстве

волновых функций действует алгебра Ли, порожденная ортогональной груп

пой матриц [70]. Истинное решение можно представить суммой произведений

базисных функций неприводимых представлений этой алгебры, умноженных на

некоторые функции радиуса. При этом волновая функция системы должна удо

влетворять условию кососимметричности относительно перестановок частиц с

одинаковым значением проекции спина, поэтому она представляется в виде про

изведения детерминантов Слэтера, построенных из одноэлектронных волновых

функций. Также волновая функция должна быть собственной функцией опе

ратора квадрата орбитального момента количества движения ̂︀L2 и оператора

его проекции на ось 𝑧 ̂︀𝐿𝑧.

Потому качеством приближения служит как близость полученного для

приближения экстремума гамильтониана модели, так и удовлетворение требо

вания быть собственной функцией оператора ̂︀L2. Так как это есть модельное

решение, то не очевидно, что приближение не приводит к расщеплению соб

ственных функций оператора ̂︀L2 и экстремумов гамильтониана. Численный

эксперимент показал совпадение этих свойств на модели.

Будем рассматривать оболочки с переменным числом электронов. Оче

видно, что волновая функция полностью заполненной оболочки будет являться

собственной функцией оператора ̂︀L2 с собственным значением «0». Волновая

функция оболочки с одним электроном также будет являться собственной функ

цией оператора ̂︀L2 с собственным значением, равным собственному значению
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электронной орбитали. Таким образом, в первую очередь интерес представля

ют те конфигурации, где электроны могут быть расположены на оболочке не

единственным образом. Например, 2 электрона на 𝑝 оболочке; 2, 3 электрона на

𝑑 оболочке; 2, 3, 4, 5 электронов на 𝑓 оболочке, а также все возникающие комби

нации этих вариантов, имеющие место прежде всего для переходных металлов,

лантаноидов и актиноидов.

4.2 p-оболочки

Рассмотрим элементы, содержащие на незамкнутых оболочках только

𝑝-электроны. В этом случае 𝑙 = 1, а 𝑚 может принимать значения −1, 0, 1.

Для удобства вычислений будем работать со сферическими гармониками в ве

щественной форме:

𝑌 0
1 =

√︂
3

4π
𝑐𝑜𝑠θ, 𝑌 1

1 =

√︂
3

4π
𝑠𝑖𝑛θ𝑐𝑜𝑠φ, 𝑌 −1

1 =

√︂
3

4π
𝑠𝑖𝑛θ𝑠𝑖𝑛φ. (4.2)

Здесь будет представлять интерес только случай с двумя неспаренными

𝑝-электронами. Понятно, что энергия системы не будет зависеть от ориентации

одного электрона, так же, как и для трех электронов, когда оболочка замкнута.

Для двух электронов [54]:

̂︀L2 = ̂︀L2
1 +

̂︀L2
2 + 2̂︀L1

̂︀L2, (4.3)

где 1 и 2 — номера частиц, а

̂︀𝐿𝑥
𝑘 = 𝑖

(︂
𝑠𝑖𝑛φ𝑘

𝜕

𝜕θ𝑘
+ 𝑐𝑡𝑔θ𝑘𝑐𝑜𝑠φ𝑘

𝜕

𝜕φ𝑘

)︂
,

̂︀𝐿𝑦
𝑘 = 𝑖

(︂
−𝑐𝑜𝑠φ𝑘

𝜕

𝜕θ𝑘
+ 𝑐𝑡𝑔θ𝑘𝑠𝑖𝑛φ𝑘

𝜕

𝜕φ𝑘

)︂
,

̂︀𝐿𝑧
𝑘 = −𝑖

𝜕

𝜕φ𝑘
.

(4.4)

Обозначим соответствующий определитель Слэтера матрицы размерно

сти 2 × 2 как:

𝐷𝑚𝑠
𝑛𝑘 (Ω𝑖,Ω𝑗) = 𝑌 𝑚

𝑛 (Ω𝑖)𝑌
𝑠
𝑘 (Ω𝑗)− 𝑌 𝑚

𝑛 (Ω𝑗)𝑌
𝑠
𝑘 (Ω𝑖). (4.5)
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Очевидно, что для ̂︀L2
1 и ̂︀L2

2 определитель вида 𝐷
𝑚𝑚

′

11 (Ω1,Ω2),𝑚 ̸= 𝑚
′
будет

собственной функцией с собственным значением, равным 2.

С учетом:

̂︀L𝑘𝑌
0
1 (Ω𝑘) = 𝑖

⎛⎜⎝−𝑌 −1
1 (Ω𝑘)

𝑌 1
1 (Ω𝑘)

0

⎞⎟⎠ ,

̂︀L𝑘𝑌
1
1 (Ω𝑘) = 𝑖

⎛⎜⎝ 0

−𝑌 0
1 (Ω𝑘)

𝑌 −1
1 (Ω𝑘)

⎞⎟⎠ ,

̂︀L𝑘𝑌
−1
1 (Ω𝑘) = 𝑖

⎛⎜⎝ 𝑌 0
1 (Ω𝑘)

0

−𝑌 1
1 (Ω𝑘)

⎞⎟⎠ ,

̂︀L1
̂︀L2𝑌

0
1 (Ω1)𝑌

1
1 (Ω2) = 𝑌 0

1 (Ω2)𝑌
1
1 (Ω1),̂︀L1

̂︀L2𝑌
0
1 (Ω1)𝑌

−1
1 (Ω2) = 𝑌 0

1 (Ω2)𝑌
−1
1 (Ω1),̂︀L1

̂︀L2𝑌
1
1 (Ω1)𝑌

−1
1 (Ω2) = 𝑌 1

1 (Ω2)𝑌
−1
1 (Ω1),

(4.6)

для детерминантов Слэтера с возможными комбинациями магнитных чисел:

̂︀L1
̂︀L2𝐷

01
11(Ω1,Ω2) = −𝐷01

11(Ω1,Ω2),̂︀L1
̂︀L2𝐷

0−1
11 (Ω1,Ω2) = −𝐷0−1

11 (Ω1,Ω2),̂︀L1
̂︀L2𝐷

1−1
11 (Ω1,Ω2) = −𝐷1−1

11 (Ω1,Ω2).

(4.7)

Таким образом, детерминант Слэтера𝐷𝑚𝑚
′

11 (Ω1,Ω2),𝑚 ̸= 𝑚
′
, построенный

на любой комбинации 𝑝-функций, является собственной функцией оператора̂︀L2 с собственным значением 2:

̂︀L2𝐷𝑚𝑚
′

11 (Ω1,Ω2) =
(︁̂︀L2

1 +
̂︀L2
2 + 2̂︀L1

̂︀L2

)︁
𝐷𝑚𝑚

′

11 (Ω1,Ω2) =

= (2 + 2− 2)𝐷𝑚𝑚
′

11 (Ω1,Ω2) = 2𝐷𝑚𝑚
′

11 (Ω1,Ω2).
(4.8)

Собственное значение оператора ̂︀L2 связано со значением орбитального

углового момента как L2 = 𝐿(𝐿 + 1) [54]. Для любой комбинации 𝑝-функций

значение орбитального углового момента 𝑝-оболочки с двумя электронами будет

равно 1 (𝐿(𝐿 + 1) = 2 ⇒ 𝐿 = 1). Это совпадает с экспериментально измерен

ным значением 𝐿 для атомов, содержащих два 𝑝-электрона на незамкнутых

оболочках [47].
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4.3 d-оболочки

Для детерминантов Слэтера, построенных для 𝑑-оболочек, получены ана

логичные соотношения. Для 𝑙 = 2:

𝑌 −2
2 =

1

4

√︂
15

π
𝑠𝑖𝑛2θ𝑠𝑖𝑛2φ, 𝑌 −1

2 =
1

2

√︂
15

π
𝑠𝑖𝑛θ𝑐𝑜𝑠θ𝑠𝑖𝑛φ,

𝑌 0
2 =

1

4

√︂
5

π

(︀
3𝑐𝑜𝑠2θ− 1

)︀
, 𝑌 1

2 =
1

2

√︂
15

π
𝑠𝑖𝑛θ𝑐𝑜𝑠θ𝑐𝑜𝑠φ,

𝑌 2
2 =

1

4

√︂
15

π
𝑠𝑖𝑛2θ𝑐𝑜𝑠2φ.

(4.9)

С учетом:

̂︀L𝑘𝑌
−2
2 (Ω𝑘) = 𝑖

⎛⎜⎝ 𝑌 1
2 (Ω𝑘)

−𝑌 −1
2 (Ω𝑘)

−2𝑌 2
2 (Ω𝑘)

⎞⎟⎠ ,

̂︀L𝑘𝑌
−1
2 (Ω𝑘) = 𝑖

⎛⎜⎝
√
3𝑌 0

2 (Ω𝑘) + 𝑌 2
2 (Ω𝑘)

𝑌 −2
2 (Ω𝑘)

−𝑌 1
2 (Ω𝑘)

⎞⎟⎠ ,

̂︀L𝑘𝑌
0
2 (Ω𝑘) = 𝑖

√
3

⎛⎜⎝−𝑌 −1
2 (Ω𝑘)

𝑌 1
2 (Ω𝑘)

0

⎞⎟⎠ ,

̂︀L𝑘𝑌
1
2 (Ω𝑘) = 𝑖

⎛⎜⎝ −𝑌 −2
2 (Ω𝑘)

−
√
3𝑌 0

2 (Ω𝑘) + 𝑌 2
2 (Ω𝑘)

𝑌 −1
2 (Ω𝑘)

⎞⎟⎠ ,

̂︀L𝑘𝑌
2
2 (Ω𝑘) = 𝑖

⎛⎜⎝−𝑌 −1
2 (Ω𝑘)

−𝑌 1
2 (Ω𝑘)

2𝑌 −2
2 (Ω𝑘)

⎞⎟⎠ ,

(4.10)

для детерминантов Слэтера с возможными комбинациями:
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̂︀L1
̂︀L2𝐷

02
22(Ω1,Ω2) = 0,̂︀L1

̂︀L2𝐷
0−2
22 (Ω1,Ω2) = 0,̂︀L1

̂︀L2𝐷
1−1
22 (Ω1,Ω2) = −𝐷1−1

22 (Ω1,Ω2)− 2𝐷2−2
22 (Ω1,Ω2),̂︀L1

̂︀L2𝐷
01
22(Ω1,Ω2) = −3𝐷01

22(Ω1,Ω2)−
√
3(𝐷−1−2

22 (Ω1,Ω2) +𝐷12
22(Ω1,Ω2)),̂︀L1

̂︀L2𝐷
0−1
22 (Ω1,Ω2) = −3𝐷0−1

22 (Ω1,Ω2) +
√
3(𝐷−12

22 (Ω1,Ω2)−𝐷1−2
22 (Ω1,Ω2)),̂︀L1

̂︀L2𝐷
12
22(Ω1,Ω2) = −𝐷12

22(Ω1,Ω2)−𝐷−1−2
22 (Ω1,Ω2)−

√
3𝐷01

22(Ω1,Ω2),̂︀L1
̂︀L2𝐷

1−2
22 (Ω1,Ω2) = −𝐷1−2

22 (Ω1,Ω2)−
√
3𝐷0−1

22 (Ω1,Ω2)−𝐷2−1
22 (Ω1,Ω2),̂︀L1

̂︀L2𝐷
−12
22 (Ω1,Ω2) = −𝐷−12

22 (Ω1,Ω2) +
√
3𝐷0−1

22 (Ω1,Ω2) +𝐷1−2
22 (Ω1,Ω2),̂︀L1

̂︀L2𝐷
−1−2
22 (Ω1,Ω2) = −𝐷−1−2

22 (Ω1,Ω2)−
√
3𝐷01

22(Ω1,Ω2)−𝐷12
22(Ω1,Ω2),̂︀L1

̂︀L2𝐷
2−2
22 (Ω1,Ω2) = −4𝐷2−2

22 (Ω1,Ω2)− 2𝐷1−1
22 (Ω1,Ω2).

(4.11)

Как видно, для двух электронов собственной функцией оператора ̂︀L2 бу

дет детерминант Слэтера, построенный для двух пар магнитных чисел: (0, 2)

и (0, −2). Другие комбинации не являются собственной функцией оператора̂︀L2, и для них значение энергии выше.

Для трех электронов на 𝑑-оболочке:

̂︀L2 = ̂︀L2
1 +

̂︀L2
2 +

̂︀L2
3 + 2̂︀L1

̂︀L2 + 2̂︀L2
̂︀L3 + 2̂︀L1

̂︀L3. (4.12)

Исходя из результатов расчета, заранее скажем, что существуют только 2

комбинации магнитных чисел, которые позволяют получить собственную функ

цию оператора ̂︀L2 для трех электронов на 𝑑-оболочке: (2, 1, −1) и (−2, −1, 1).

Рассмотрим детерминант, построенный для комбинации магнитных чисел (2,

1, −1):

𝐷21−1
222 (Ω1,Ω2,Ω3) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑌 2

2 (Ω1) 𝑌 2
2 (Ω2) 𝑌 2

2 (Ω3)

𝑌 1
2 (Ω1) 𝑌 1

2 (Ω2) 𝑌 1
2 (Ω3)

𝑌 −1
2 (Ω1) 𝑌 −1

2 (Ω2) 𝑌 −1
2 (Ω3)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ . (4.13)

Каждое слагаемое в детерминанте Слэтера является собственной функци

ей оператора ̂︀L2 одного электрона с собственным значением, равным 6. При

действии оператора скалярного произведения моментов детерминант можно

разложить по столбцу, номер которого не задействован в скалярном произведе

нии, и воспользоваться тем, что выражения для результата действия оператора
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скалярного произведения моментов разных частиц получены выше. Вычислим

результат действия оператора скалярного произведения моментов:

̂︀L1
̂︀L2𝐷

21−1
222 (Ω1,Ω2,Ω3) = ̂︀L1

̂︀L2

[︀
𝑌 2
2 (Ω3)𝐷

1−1
22 (Ω1,Ω2)−

− 𝑌 1
2 (Ω3)𝐷

2−1
22 (Ω1,Ω2) + 𝑌 −1

2 (Ω3)𝐷
21
22(Ω1,Ω2)

]︀
= −𝐷21−1

222 (Ω1,Ω2,Ω3)−

−{2𝑌 2
2 (Ω3)𝐷

2−2
22 (Ω1,Ω2) + 𝑌 1

2 (Ω3)
(︁√

3𝐷−10
22 (Ω1,Ω2) +𝐷−21

22 (Ω1,Ω2)
)︁
+

+𝑌 −1
2 (Ω3)

(︁
𝐷−2−1

22 (Ω1,Ω2) +
√
3𝐷10

22(Ω1,Ω2)
)︁
},̂︀L2

̂︀L3𝐷
21−1
222 (Ω1,Ω2,Ω3) = ̂︀L2

̂︀L3

[︀
𝑌 2
2 (Ω1)𝐷

1−1
22 (Ω2,Ω3)−

− 𝑌 1
2 (Ω1)𝐷

2−1
22 (Ω2,Ω3) + 𝑌 −1

2 (Ω1)𝐷
21
22(Ω2,Ω3)

]︀
= −𝐷21−1

222 (Ω1,Ω2,Ω3)−

−{2𝑌 2
2 (Ω1)𝐷

2−2
22 (Ω2,Ω3) + 𝑌 1

2 (Ω1)
(︁√

3𝐷−10
22 (Ω2,Ω3) +𝐷−21

22 (Ω2,Ω3)
)︁
+

+𝑌 −1
2 (Ω1)

(︁
𝐷−2−1

22 (Ω2,Ω3) +
√
3𝐷10

22(Ω2,Ω3)
)︁
},̂︀L1

̂︀L3𝐷
21−1
222 (Ω1,Ω2,Ω3) = −̂︀L1

̂︀L3

[︀
𝑌 2
2 (Ω2)𝐷

1−1
22 (Ω1,Ω3)−

− 𝑌 1
2 (Ω2)𝐷

2−1
22 (Ω1,Ω3) + 𝑌 −1

2 (Ω2)𝐷
21
22(Ω1,Ω3)

]︀
= −𝐷21−1

222 (Ω1,Ω2,Ω3)+

+{2𝑌 2
2 (Ω2)𝐷

2−2
22 (Ω1,Ω3) + 𝑌 1

2 (Ω2)
(︁√

3𝐷−10
22 (Ω1,Ω3) +𝐷−21

22 (Ω1,Ω3)
)︁
+

+𝑌 −1
2 (Ω2)

(︁
𝐷−2−1

22 (Ω1,Ω3) +
√
3𝐷10

22(Ω1,Ω3)
)︁
}.

(4.14)

После раскрытия выражений в фигурных скобках и суммирования:

(︁̂︀L1
̂︀L2 + ̂︀L2

̂︀L3 + ̂︀L1
̂︀L3

)︁
𝐷21−1

222 (Ω1,Ω2,Ω3) = −3𝐷21−1
222 (Ω1,Ω2,Ω3). (4.15)

Для соответствующих комбинаций 𝑑-функций собственное значение опе

ратора ̂︀L2 для системы с тремя электронами на 𝑑-оболочке равно 12:

̂︀L2𝐷21−1
222 (Ω1,Ω2,Ω3) =

(︁̂︀L2
1 +

̂︀L2
2 +

̂︀L2
3+

+ 2̂︀L1
̂︀L2 + 2̂︀L2

̂︀L3 + 2̂︀L1
̂︀L3

)︁
𝐷21−1

222 (Ω1,Ω2,Ω3) =

= (6 + 6 + 6− 6)𝐷21−1
222 (Ω1,Ω2,Ω3) = 12𝐷21−1

222 (Ω1,Ω2,Ω3),

(4.16)

а значение орбитального момента 𝑑-оболочки с тремя электронами будет равно

3 (𝐿(𝐿 + 1) = 12 ⇒ 𝐿 = 3). Это совпадает с экспериментально измеренным

значением 𝐿 для атомов, содержащих три 𝑑-электрона на незамкнутых обо

лочках [47].

Таким образом, для 𝑑-оболочек в случае двух электронов имеются 2 из

10 комбинаций магнитных чисел, для которых детерминант Слэтера матрицы
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размерности 2 × 2 является собственной функцией оператора ̂︀L2: (2, 0) и (−2,

0). Для трех электронов на 𝑑-оболочке соответствующий детерминант Слэтера

будет собственной функцией оператора ̂︀L2 для электронов с магнитнами чис

лами (2, 1, −1) и (−2, −1, 1).

4.4 f-оболочки, d-f-оболочки

Аналогичные выкладки были проведены для 𝑓 -оболочек и комбинации 𝑑-

и 𝑓 -оболочек с использованием соответствующих орбитальных одночастичных

сферических функций. Возможные комбинации приведены в Таблице 6.

Таблица 6 — Комбинации магнитных чисел 𝑚 для элементов с

неспаренными электронами на 𝑓 и 𝑑-𝑓 -оболочках, для которых соот

ветствующий детерминант Слэтера является собственной функцией

оператора ̂︀L2.

Число Число Значения Значения

неспаренных неспаренных магнитного магнитного

𝑓 -электронов 𝑑-электронов числа 𝑚 для числа 𝑚 для

𝑓 -электронов 𝑑-электронов

2 - 2,0 -

3 - 3,1,-1 -

4 - 2,0,-2,-3 -

5 - -3,-2,-1,1,3 -

1 1 3 0

1 2 0 2,0
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4.5 Результаты расчетов

Используя программный модуль, в котором реализован алгоритм метода

классического Хартри-Фока, были проведены расчеты атомов, которые со

держат интересующие комбинации электронов на незаполненных оболочках.

Расчеты проводились для всех возможных вариантов магнитных чисел электро

нов. Результаты расчетов наиболее показательных конфигураций приведены в

Таблице 7, Таблице 8 и Таблице 9.

Таблица 7 — Результаты численного расчета элементов с неспаренными

𝑑-электронами.
Элемент Конфигурация Магнитное Энергия (эВ)

число 𝑚 для

неспаренных

𝑑-электронов

Ti 3𝑑2 2,0 23120.88045

2,-2 23119.63146

1,-1 23120.56363

2,1 23120.56508

2,-1 23120.56389

1,0 23119.94022

V 3𝑑3 2,1,-1 25693.64316

1,0,-1 25692.25219

2,0,-2 25693.29878

2,1,0 25693.29516

2,-1,0 25693.29518

2,-2,1 25692.59982

Co 3𝑑7 2,1,-1 37634.19545

1,0,-1 37632.49362

2,0,-2 37633.764

2,1,0 37633.7644

2,-1,0 37633.76309

2,-2,1 37632.91215

Ni 3𝑑8 2,0 41049.87855

2,-2 41048.04078

1,-1 41049.42409

2,1 41049.41846

2,-1 41049.41758

1,0 41048.5007
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Таблица 8 — Результаты численного расчета элементов с неспаренными 𝑑 −
𝑓 -электронами.

Элемент Конфигурация Магнитное Магнитное Энергия (эВ)

число 𝑚 для число 𝑚 для

неспаренных неспаренных

𝑑-электронов 𝑓 -электронов

Ce 4𝑓5𝑑 0 0 233147.0031

0 1 233146.8921

0 2 233146.9412

0 3 233147.1602

1 1 233146.9238

1 2 233146.9986

1 3 233147.0113

1 0 233146.9217

1 -1 233147.0312

1 -2 233147.0489

1 -3 233147.0499

2 1 233147.0681

2 2 233147.063

2 3 233146.866

2 0 233147.1261

2 -1 233147.0872

2 -2 233146.9579

2 -3 233146.866

Ce+ 4𝑓5𝑑2 2,0 1 233143.6043

2,0 2 233143.6343

2,0 3 233143.6858

2,0 0 233143.7533

2,0 -1 233143.6186

2,0 -2 233143.5254

2,0 -3 233143.6858

2,-2 1 233143.0913

2,-2 2 233142.9282

2,-2 3 233142.6969

2,-2 0 233143.1515

1,-1 1 233143.3893

1,-1 2 233143.5791

1,-1 3 233143.556

1,-1 0 233143.3305

2,1 1 233143.4101
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Продолжение таблицы 8
Элемент Конфигурация Магнитное Магнитное Энергия (эВ)

число 𝑚 для число 𝑚 для

неспаренных неспаренных

𝑑-электронов 𝑓 -электронов

2,1 2 233143.574

2,1 3 233143.3759

2,1 0 233143.5061

2,1 -1 233143.5068

2,1 -2 233143.448

2,1 -3 233143.3759

2,-1 1 233143.4278

2,-1 2 233143.5925

2,-1 3 233143.5596

2,-1 0 233143.5104

2,-1 -1 233143.4954

2,-1 -2 233143.4646

2,-1 -3 233143.4278

1,0 1 233143.0179

1,0 2 233143.1114

1,0 3 233143.3092

1,0 0 233143.035

1,0 -1 233143.0919

1,0 -2 233143.1177

1,0 -3 233143.3092

Таблица 9 — Результаты численного расчета элементов с неспаренными

𝑓 -электронами.
Элемент Конфигурация Магнитное Энергия (эВ)

число 𝑚 для

неспаренных

𝑓 -электронов

Pr 4𝑓 36𝑠2 -3,-2,-1 242789.901

-3,-2,0 242790.4905

-3,-2,1 242789.9014

-3,-2,2 242789.1943

-3,-2,3 242788.054

-3,-1,0 242789.43

-3,-1,1 242790.61

-3,-1,2 242789.9011
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Продолжение таблицы 9
Элемент Конфигурация Магнитное Энергия (эВ)

число 𝑚 для

неспаренных

𝑓 -электронов

-3,-1,3 242788.7468

-3,0,1 242789.4306

-3,0,2 242790.4905

-3,0,3 242788.7351

-3,1,2 242789.9015

-2,-1,0 242788.8575

-2,-1,1 242789.4353

-2,-1,2 242788.7195

-2,0,1 242788.8567

-2,0,2 242789.9033

-1,0,1 242787.8162

Nd 4𝑓 46𝑠2 0,1,2,3 252661.8914

-1,1,2,3 252662.5077

-1,0,2,3 252661.891

-1,0,1,3 252661.1551

-1,0,1,2 252659.9377

-2,1,2,3 252661.3899

-2,0,2,3 252662.6349

-2,0,1,3 252661.8916

-2,0,1,2 252660.6627

-2,-1,2,3 252661.3897

-2,-1,1,3 252662.5079

-2,-1,1,2 252660.6509

-2,-1,0,3 252661.8912

-3,1,2,3 252660.7921

-3,0,2,3 252661.411

-3,0,1,3 252660.6432

-3,-1,2,3 252660.7934

-3,-1,1,3 252661.8977

-3,-2,2,3 252659.6886

Pm 4𝑓 56𝑠2 -3,-2,-1,0,1 262766.3625

-3,-2,-1,0,2 262766.7461

-3,-2,-1,0,3 262766.0921

-3,-2,-1,1,2 262766.7399

-3,-2,-1,1,3 262766.7476

-3,-2,-1,2,3 262765.2008
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Продолжение таблицы 9
Элемент Конфигурация Магнитное Энергия (эВ)

число 𝑚 для

неспаренных

𝑓 -электронов

-3,-2,0,1,2 262766.7445

-3,-2,0,1,3 262766.0918

-3,-2,0,2,3 262766.5035

-3,-1,0,1,2 262766.3626

-3,-1,0,1,3 262765.6912

-2,-1,0,1,2 262764.4358

Er 4𝑓 126𝑠2 3,2 340151.2133

3,1 340151.6663

3,0 340151.655

3,-1 340151.6662

3,-3 340148.9363

2,1 340150.8816

2,0 340151.6723

1,-2 340150.8816

2,-2 340150.3912

1,0 340149.8308

1,-1 340151.3895

3,-2 340151.2135

4.6 Анализ результатов

В расчетах использовались все возможные комбинации магнитных чисел.

Для всех атомов наблюдается следующее: минимум энергии достигается на

тех комбинациях магнитных чисел электронов, для которых детерминант, со

ставленный из соответствующих сферических гармоник, является собственной

функцией оператора ̂︀L2. Например, для атома празеодима, который содержит

три электрона на 𝑓 -оболочке, имеется 19 возможных конфигураций магнитных

квантовых чисел для трех электронов (кроме симметричных версий, например

(3, 2, 1) для (−3, −2, −1)), и только две конфигурации, которые являются

собственной функцией оператора ̂︀L2 (Таблица 6). Минимум энергии системы

достигается именно на этой конфигурации (Таблица 9). Такая же ситуация на
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блюдается абсолютно для всех рассчитанных атомов. Учитывая, что количество

элементов конечно, и для всех показано, что минимум энергии достигается на

конфигурациях, являющимися собственными функциями оператора ̂︀L2, дела

ется вывод о том, что постулат Дирака (собственная функция атома должна

быть собственной функцией оператора ̂︀L2) является следствием из свойств

гамильтониана, а не независимым дополнительным утверждением. Дополни

тельно получено, что второе правило Хунда некорректно определяет магнитные

квантовые числа электронов, хотя это правило позволяет правильно опреде

лить полный орбитальный момент атома. Например, в книге Хунда [78] для

двух неспаренных 𝑝-электронов показано, что допускаются только два значе

ния соответствующих магнитных чисел 𝑚1 = 1 и 𝑚2 = 0, которые приводят к

правильному «максимально возможному» значению 𝐿 = 1:𝑚1+𝑚2 = 1+0 = 1.

Как следует из выкладок, приведенных в данной главе, такая комбинация яв

ляется не единственной; возможны и другие комбинации: (−1, 0) и (−1, 1).

В остальных рассмотренных случаях второе правило Хунда и вовсе приводит

к неверным комбинациям значений магнитных чисел электронов. Хотя, соб

ственное значение оператора ̂︀L2, которое получается в расчетах и дает правило

Хунда, совпадает.
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем:

1. Разработан вариант метода Монте-Карло численного решения инте

грального стационарного уравнения Шредингера, и соответствующий этому

методу параллельный алгоритм, который реализован в форме программного

модуля. Созданный программный модуль верифицирован на известных ре

шениях модельных задач и экспериментальных данных для 𝑠-электронных

систем. Пользуясь свойством непрерывности волновой функции, доказана

теорема об экстремальном свойстве фундаментальной области, обобщающая

известные доказательства для основных состояний в том числе на случай воз

бужденных состояний. На основе данной теоремы и вычислений по созданной

программе численно получены неявные уравнения узловых поверхностей для

𝑠-электронных систем. Полученные результаты, с одной стороны, соответству

ют известным положениям для 1𝑠2𝑠 3𝑆 He и Li, с другой стороны, приводят

к новым формулировкам для Be, 1𝑠22𝑠23𝑠 2𝑆 B. Дополнительно, результаты

вычислений методом Монте-Карло позволили определить общий вид корреля

ционной функции для пар электронов с разным значением проекции спина.

2. Разработан асимптотически точный в смысле шага расчетной сетки

метод и соответствующий алгоритм решения уравнений Хартри-Фока и Кона

Шэма без использования базисных наборов. Созданный алгоритм реализован в

форме программного модуля и верифицирован на доступных значениях энергий

элементов таблицы Менделеева из работ, в которых фактически был достигнут

хартри-фоковский предел в результате вычислений на основе метода базисных

наборов. Предварительное тождественное преобразование спектра конечно-раз

ностного оператора позволило сразу находить решение для основного состояния

системы, что привело к значительному ускорению за счет отказа от методов

диагонализации. Данный метод делает идею сеточной аппроксимации решения

конкурентоспособной с точки зрения скорости вычислений по сравнению с ши

роко используемыми подходами на основе метода базисных наборов.

3. Разработана математическая модель учета межэлектронных кулонов

ских корреляций в методе Хартри-Фока. Программные модули объединены

в программный комплекс, предназначенный для решения многоэлектронных

задач с учетом корреляций на основании созданной модели. Вычислены
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корреляционные поправки к энергиям ионизации для элементов таблицы

Менделеева. Введенные таким образом поправки позволили уточнить метод

Хартри-Фока до почти химической точности менее 0.1 эВ для 𝑠- и 𝑝- электро

нов до момента, когда начнут заполняться 𝑑-оболочки. Значительно удалось

уменьшить ошибку и для атомов с валентными 𝑓 -электронами.
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