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Введение

Актуальность темы исследования Математическое моделирование поведения

многофазных конденсированных сред с прямым разрешением динамики границ раздела

фаз с применением эйлерового описания среды в настоящее время становится все бо-

лее актуальным. С одной стороны, это связано с обилием практических приложений (к

которым относятся, в частности, задачи физики взрыва и удара), с другой — с увеличе-

нием сложности решаемых задач. Эйлеровы подходы обладают рядом преимуществ по

сравнению с традиционными лагранжевыми и смешанными эйлерово-лагранжевыми. В

частности, они позволяют учитывать такие процессы, как фрагментация среды, термо-

динамически согласованный учет поверхностных сил, контактных разрывов, фазовых

переходов — без явного выделения и аппроксимации расчетной сеткой соответствующих

внутренних границ. Помимо этого, в соответствии с современными представлениями,

эйлеровы подходы считаются перспективными для решения задач со «сверхбольшими»

деформациями.

В настоящее время известно множество математических моделей, обладающих

указанными свойствами. По способу разрешения границ их можно условно разделить на

два класса. Первый включает в себя модели с «четкой» границей. В этом случае поверх-

ности раздела фаз представляют собой достаточно гладкие многообразия коразмерно-

сти один во вмещающем среду пространстве. В каждой из подобластей однородности

(фазе) поведение системы описывается в рамках выбранной модели, при этом ее пара-

метры и решения могут терпеть разрыв на межфазной границе. Для моделей данного

класса необходимо явно формулировать условия согласования на межфазных границах.

Второй класс моделей состоит из моделей с «диффузной» границей, где предполагает-

ся, что зоны однородности отделены друг от друга узким слоем конечной толщины,

в пределах которого значения физических полей меняются непрерывно, но быстро. В

этом случае условия согласования обычно не формулируются явно в виде независимых

соотношений, а входят в правые части уравнений, описывающих динамику среды. В

настоящее время к задачам такого типа проявляется большой интерес. Разработки ве-

дутся как в направлении создания эффективных вычислительных алгоритмов, так и

построения математических моделей.

Основной сложностью при описании динамики многофазных течений является

подход к представлению межфазных границ. Разрывы физических полей, возникающих

на границах, представляют большую трудность как для математической моделирова-

ния, так и для применяемых вычислительных методов и алгоритмов. Таким образом,
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техника представления межфазных границ в модели является ключевым фактором.

Кратко рассмотрим упрощенную классификацию по представлению межфазных гра-

ниц для математических моделей, которые пригодны для описания динамики конден-

сированных сред со свободными границами раздела фаз. Под фазами будем понимать

физически однородные области, являющейся частью гетерогенной системы, которые

отделены друг от друга поверхностями разделов.

Модели динамики многофазных сред можно разделить на два больших класса:

(а) модели с четкой границей, (б) модели с диффузной границей.

В рамках моделей с четкой границей поверхности раздела фаз представляют

собой математические поверхности нулевой толщины, то есть достаточно гладкие мно-

гообразия коразмерности один во вмещающем среду пространстве. В каждой из фаз

поведение системы описывается в рамках выбранной модели, при этом ее параметры

и решения могут терпеть разрыв на межфазной границе. На границе между фазами

должны быть заданы условия согласования, которые связывают между собой значе-

ния соответствующих величин по разные стороны от границы. Для описания динамики

такой системы в общем случае необходимо уметь решать как уравнения в областях од-

нородности (с учетом условий согласования), так и рассчитывать динамику границы

раздела фаз. Таким образом, в общей системе уравнений появляются специфические

уравнения, управляющие динамикой границ раздела сред, для решения которых долж-

ны применяться соответствующие вычислительные алгоритмы.

Серьезной проблемой при построении подобных моделей является тот факт, что

в ходе своей эволюции границы раздела фаз могут претерпевать изменения, в том числе

топологические. Типичным примером такой задачи является задача о взаимодействии

пузыря газа, находящегося в жидкости, с распространяющейся по жидкости ударной

волной (shock-bubble interaction problem) [9]. Известен целый ряд методов решения этой

задачи. Исторически первыми из них являются методы, основанные на прямой трас-

сировке точек границы. Эти методы сравнительно просты, однако, вообще говоря не

позволяют рассматривать задачи, в которых границы могут претерпевать топологиче-

ские превращения. По этой причине в последние десятилетия широкое распространение

получили методы, основанные на неявном представлении границ. К таким методам от-

носятся методы типа Volume of fluid [10, 11], множеств уровня [12] и его варианты (в

частности, консервативный метод множеств уровня).

Модели с диффузной границей предполагают, что зоны однородности отделены

друг от друга узким слоем конечной толщины, в пределах которого значения физи-

ческих полей меняются непрерывно, но быстро. В этом случае условия согласования

обычно не формулируются, а входят в правые части уравнений, описывающих динами-

ку среды. В содержательных постановках параметр порядка может являться, например,

распределением концентрации определенной фазы в пространстве.

Можно выделить следующие преимущества моделей с диффузной границей. По

сравнению с моделями с четкой границей достигается большая гибкость в выборе урав-
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нений состояния. Более того, данный класс моделей является консервативным по массе,

энергии и импульсу для смеси. Это приводит к точным вычислениям термодинамиче-

ских потенциалов на межфазных границах. При этом модели данного типа допускают

решение в рамках единого вычислительного алгоритма для всех групп уравнений. По-

мимо этого, как указано выше, в данных моделях межфазные границы могут созда-

ваться и разрушаться в ходе эволюции. Модели с диффузной границей в большинстве

важных случаев могут быть построены как термодинамически корректные.

Цели и задачи исследования. Целью работы является создание комплекса средств

математического моделирования для анализа динамики многофазных сред в рамках

эйлерового подхода. Основными направлениями исследований является решение задач

с прямым разрешением границ раздела фаз и с существенно различными свойствами

фаз (материалов). Для достижения поставленной цели решены следующие задачи:

1. Выполнен анализ современных методов моделирования многофазных гидродина-

мических течений с прямым разрешением динамики границ раздела фаз

2. Разработаны математические модели для описания многофазных гидродинамиче-

ских течений с прямым разрешением динамики границ раздела фаз, в том числе

с фазами, имеющими гиперупругое поведение.

3. Разработаны вычислительные алгоритмы для решения задач многофазной гидро-

динамики в рассматриваемом классе постановок.

4. Разработанные модели и алгоритмы реализованы в виде параллельного программ-

ного комплекса, пригодного для моделирования задач в реалистичных постанов-

ках.

5. Выполнены валидация и верификация разработанных математических моделей,

алгоритмов и их программной реализации.

Научная новизна исследования состоит в:

1. Новой полностью неравновесной чисто эйлеровой математической модели типа

Баера-Нунциато для описания динамики многофазной среды с гиперупругим по-

ведением фаз. Модель характеризуется набором из двух «интерфейсных» скоро-

стей, ее частными случаями являются большинство представленных в литературе

сред с шаровым тензором напряжений. Модель является термодинамически со-

гласованной, ее вывод выполнен в рамках методов рациональной термомеханики

сплошных сред.

2. Новых вычислительных алгоритмах решения уравнений модели типа Баера-

Нунциато и модели типа Годунова-Роменского для описания динамики много-

фазных сред на основе разрывного метода Галеркина с использованием новой

многосоставной схемы лимитирования консервативных и простых переменных.

3. Параллельной программной реализации разработанных моделей и алгоритмов,

пригодной для моделирования многофазных гидродинамических течений и дина-
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мики неоднородных сред с гиперупругим поведением фаз в дискретных постанов-

ках актуальных сеточных размерностей.

Положения, выносимые на защиту.

1. Разработаны математические модели, пригодные для описания динамики много-

фазных сред с прямым разрешением динамики раздела фаз, в том числе для сред

с гиперупругим поведением. Вывод моделей выполнен термодинамически обосно-

ванным способом, известные модели типа Баера-Нунциато с шаровым тензором

напряжений являются частными случаями предложенной в работе модели.

2. Разработан комплекс вычислительных алгоритмов на основе разрывного метода

Галеркина для моделирования динамики многофазных сред.

3. Выполнена параллельная программная реализация разработанных алгоритмов.

4. Представлены результаты численного решения задач в тестовых и содержатель-

ных постановках, подтверждающие корректность реализованных моделей и алго-

ритмов для целевого класса задач.

Научная значимость и практическая ценность исследования заключается в

разработанных математических моделях, соответствующих вариантов алгоритмов раз-

рывного метода Галеркина и параллельной программной реализации, пригодной для

анализа задач в реалистичных постановках.

Апробация работы. Результаты работы докладывались на следующих конференци-

ях и семинарах:

1. Международная конференция «Перспективные материалы с иерархической

структурой для новых технологий и надежных конструкций», г. Томск, 1-5 ок-

тября 2019 г.

2. Международная конференция «Перспективные материалы с иерархической

структурой для новых технологий и надежных конструкций», г. Томск, 1-5 ок-

тября 2018 г.

3. International Conference on Mathematical Modelling in Physical Sciences, г. Москва,

27–31 октября 2018 г.

4. 4-ая Международная научная школа молодых ученых «Физическое и математи-

ческое моделирование процессов в геосредах», г. Москва, 24-26 октября 2018 г.

5. Международная конференция «Современные проблемы механики сплошной сре-

ды», посвященная памяти академика Леонида Ивановича Седова в связи со сто-

десятилетием со дня его рождения, г. Москва, 15 ноября 2017 г.

6. Семинар «Математическое моделирование» под руководством В. Ф. Тишкина и

А. А. Кулешова, ИПМ им. М. В. Келдыша РАН, г. Москва, 17 января 2023 г.

7. Семинар «Вычислительные методы и математическое моделирование» им. Ю.П.

Попова под руководством проф. М. П. Галанина и проф. В. М. Чечёткина в
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ИПМ им. М. В. Келдыша РАН, г. Москва (№ 280, 26 декабря 2022 г.; № 259,

27 декабря 2021 г.; № 211, 19 ноября 2018 г.)

Публикации. По теме работы опубликовано 11 печатных работ [13–23], 8 из которых

в международных базах цитирования, 1 в сборниках докладов конференций и 2 в других

изданиях.

Содержание работы. Во введении данной работы формулируются цели и задачи

исследования, обосновывается актуальность и научная значимость работы.

В первой главе представлен краткий обзор существующих подходов к моде-

лированию многофазных сред. В параграфе 1.4 приведены существующие модели и

подходы для сред, в которых имеется только объемная деформация, т.е. тензор на-

пряжений имеет диагональный вид. В параграфе 1.5 проведен обзор существующих

моделей для динамики многофазных сред, содержащих полный тензор деформации.

Во второй главе в разделе 2.2 представлен вывод многофазной модели с учетом

гиперупругого поведения фаз в рамках процедуры Колмана-Нолла. В разделе 2.3.1

рассмотрены возможные частные случаи представленной модели.

В третьей главе в разделе 3.1 представлена модель Годунова-Роменского для

описания динамики упругого тела в эйлеровой постановке. В параграфе 3.1.1 описан

общеизвестный однофазный вариант, содержащий только консервативные слагаемые

и единственное уравнение состояния в расчетной области. В параграфе 3.1.2 вводится

функция уровня, применяемая для взвешивания «фаз» в расчетной области. Приве-

дена формулировка задачи для неоднородного случая гиперупругой модели Годунова-

Роменского. Далее в главе представлена модель Баера-Нунциато для описания дина-

мики многофазных сред. В разделе 3.2 представлена математическая модель Баера-

Нунциато, описывающая поведение двухфазной среды, а также кратко дан обзор воз-

можных замыкающих соотношений для полученной модели.

В четвертой главе представлена численная схема для системы гиперболиче-

ских уравнений на основе разрывного метода Галеркина. В параграфе 4.1.1 описана

общая схема для случая системы гиперболических уравнений, содержащих неконсер-

вативные слагаемые, а также кратко описан способ введения обобщенного решения

в случае разрывных коэффициентов в этих слагаемых. Помимо этого, в параграфе

представлена общая схема для системы гиперболических уравнений, содержащих как

консервативные, так и неконсервативные слагаемые, а также варианты численных по-

токов на основе метода Годунова для данной схемы. Далее в главе представлен алго-

ритм расщепления в параграфе 4.1.2, а также процедура интегрирования по времени с

помощью метода Рунге-Кутты в параграфе 4.1.3. Далее представлен алгоритм расчета

релаксационных слагаемых в параграфе 4.1.4. Далее в параграфе 4.2 описаны варианты

ограничителей (лимитеров), применяемых в данной работе.
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В пятой главе представлено описание программной реализации исследуемых

математических моделей, а также соответствующих вычислительных алгоритмов в ви-

де программного комплекса DIMP-MULTIPHASE. Комплекс основан на программной

платформе DIMP, которая предоставляет набор средств, обеспечивающих эффектив-

ную реализацию явных вычислительных алгоритмов для решения широкого класса

задач с применением декартовых ортогональных сеток [24].

Языком реализации является C++ с использованием интерфейса параллельно-

го программирования MPI. Разбиение расчетной сетки для межпроцессорного обмена

осуществлено с помощью библиотеки Metis. Для написания конфигурационных файлов

используется встраиваемый язык программирования Lua. Результаты расчетов могут

быть сохранены в формате VTK.

Программный комплекс DIMP-Multiphase состоит из двух модулей: DIMP-Hyper

для решения задач гиперупругости и DIMP-BN для решения задач многофазных тече-

ний. Общая база вычислительных алгоритмов реализована на уровне DIMP-Multiphase

и предоставляет возможность проведения расчетов с использованием метода RK/DG c

восполнением решения до произвольного порядка, а также интегрирование по времени

методом Рунге-Кутты, задаваемом с помощью таблицы Бутчера.

В шестой главе представлены результаты вычислительных экспериментов с

использованием разрывного метода Галеркина и интегрирования по времени методом

Рунге-Кутты третьего порядка (TVDRK3) для моделей Годунова-Роменского и Баера-

Нунциато. В разделе 6.1 представлены результаты расчетов для модели Годунова-

Роменского. В параграфе 6.1.1 представлены результаты расчета однофазной однород-

ной модели, приведены формулировки и данные тестовых расчетов. В параграфе 6.1.1

приведены тесты для упругой задачи, содержащей неоднородности и различные пара-

метры уравнения состояния для каждой из «фаз». Далее представлен пример трех-

мерного расчета. В параграфе 6.2 представлены результаты расчета для тестов модели

Баера-Нунциато без релаксации в параграфе 6.2.1 и с релаксацией в параграфе 6.2.2.

Задачи включают в себя различные постановки, в том числе соответствующие экспе-

риментальным данным.

В заключении сформулированы основные результаты работы и направления

дальнейшего развития.

Объем и структура работы. Работа состоит из Введения, 6 глав и Заключения.

Полный объем работы составляет 128 страниц, включая 21 рисунков и 7 таблиц. Список

литературы содержит 137 наименований.
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Глава 1. Методы моделирования многофазных сред

с разрешением межфазных границ

В настоящее время существует значительный интерес к разработке средств

и методов математического моделирования для анализа высокоинтенсивных ударно-

волновых процессов в неоднородных конденсированных средах (твердых телах и жид-

костях), порождаемых интенсивными механическими и тепловыми нагрузками.

Традиционно, для решения таких задач используются модели, основанные на

лагранжевом (материальном) описании среды. Их достоинством является возможность

разработки эффективных вычислительных алгоритмов, в том числе при наличии боль-

ших перемещений и деформаций точек среды, и простота отслеживания границ раз-

дела материалов с различными термодинамическими и реологическими свойствами,

поскольку при лагранжевом описании границы раздела различных материалов не ме-

няются.

Типичной проблемой таких методов в случае больших перемещений и деформа-

ций среды является сильное возмущение расчетной сетки в эйлеровых координатах: в

ходе расчета могут появляться ячейки, геометрия которых несовместна с моделью де-

формации среды. Например, в ходе расчета может возникать «перехлест» граней ячеек

сетки («□ →◁▷») или их вырождение («□ →△» и др.). Это привело в разработке мето-

дов на основе смешанного эйлерово-лагранжевого (СЭЛ, ALE — Arbitrary Lagrangian-

Eulerian) способа описания среды. В этом случае для описания движения материальных

точек среды и точек расчетной области (сетки) используется два параметризованных

временем отображения из лагранжевых координат в эйлеровы, имеющих одинаковый

образ лагранжевой области в эйлеровом пространстве. Одно из этих отображений опи-

сывает движение материальных точек среды, второе — движение расчетной сетки. Это

позволяет, с одной стороны, избежать проблемы возмущений сетки в эйлеровых коор-

динатах, а с другой — формально сохранить все достоинства лагранжевого описания.

На основе этих подходов созданы такие коды, как Allegra [25] и его актив-

но развиваемый современный аналог BLAST [26]. Отметим также коды HYDRA [27],

LASNEX [28,29], ICFP3 [30].

Использование смешанных эйлерово-лагранжевых переменных вызывает ряд

технических сложностей, связанных с устойчивой реализацией соответствующего клас-

са алгоритмов. Так, «узким» местом этих подходов являются алгоритмы генерации

(перестройки) адаптивных сеток в ходе расчета и корректная переинтерполяция на

них физических полей («remesh/remap»). В частности, значительное число работ, по-
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священных развитию базового ядра кода Allegra посвящено именно этим вопросам и

вопросам восстановления межфазных границ [31–35].

Одновременно с этими трудностями использования СЭЛ-подходов, они сложны

для реализации в случаях, когда в модели присутствуют динамические границы (на-

пример, фазовых переходов или фронтов химических реакций и др., когда скорость

движения фронта относительно материальных точек среды отлична от нуля), большое

число несвязных подобластей (например, гранулированные среды), взаимодействие гра-

ниц (упругий контакт), фрагментация среды (разлет «осколков») и так далее.

По этой причине в настоящее время для решения задач с «экстремальными»

деформациями все большее значение приобретают методы, основанные на эйлеровом

описании поведения среды. Одной из центральных проблем, связанных с применением

моделей такого типа, является необходимость описания динамики межфазных границ

(в том числе границ расчетной области). При этом использование чисто эйлеровых

подходов позволяет успешно решать задачи с динамическими фронтами (фронты хи-

мических реакций, детонации, горения, фазовых переходов), учитывать поверхностные

эффекты (при их наличии; например, поверхностное натяжение и др.) и фрагмента-

цию среды, описывать процессы унифицированно в рамках единой системы уравнений

для сред с существенно различными термодинамическими и механическими свойства-

ми («твердое тело»/«газ») и т.д. Примеры эйлеровых подходов для решения указанных

примеров задач приведены в, например, в [8, 36–41].

Дополнительные достоинства эйлеровых подходов проявляются при использова-

нии реалистичных воксельных геометрических моделей среды. В моделях такого ти-

па геометрия области и распределение свойств в ней задается трехмерным бинарным

массивом, каждый элемент которого имеет значение «0» или «1». При этом области

материала соответствует, например, значение «1», а ячейки со значениями «0» являют-

ся пустотами. Другими словами, в простейшем случае область расчета задается в виде

трехмерной двухцветной «фотографии» образца материала, где один из цветов соответ-

ствует «фону», а второй — непосредственно «изображению». Актуальность воксельного

представления геометрии расчетной области связана с тем, что для ряда искусственных

и природных сред геометрия расчетной области не может быть охарактеризована точно

(например, это касается геометрической структуры распределения фаз композиционно-

го материала). Для построения геометрических моделей таких сред часто используют

компьютерную микротомографию.

При использовании воксельных геометрических моделей среды, их структура

таких сред известна с конечной точностью (пространственным разрешением, который

определяется шагом воксельной сетки). По этой причине точное представление границ

между материалами или границ раздела фаз материала, или границ между различными

материалами, характерное для лагранжевых методов, является избыточным. В таких

условиях представление границы более естественно в рамках модели типа «диффузной

границы», когда реальная граница заменяется «размазанной» на конечную толщину.
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Примерами моделей многоматериальных (multimaterial) и многофазных сред,

основанных на эйлеровом описании, являются модели гидродинамики суспензий или

эмульсий с прямым разрешением структуры как дисперсной, так и диспергирующей

сред (однородно по пространству описывается гидродинамическое течение в рамках

модели Навье-Стокса при наличии в потоке множества частиц или капель, описывае-

мых уравнениями теории упругости без явного разрешения их границ), моделирование

ударного взаимодействия упругопластического ударника с преградой с образованием

осколков при одновременном расчете порождаемого движением твердых тел газодина-

мического течения вокруг них.

Ценой такой общности является необходимость использования очень мелких эй-

леровых расчетных сеток (в том числе адаптивных динамических [42]) и/или способов

восполнения решения высокого порядка — прежде всего, для разрешения «тонкой»

диффузной границы. Отчасти, эта проблема решается с помощью современной высо-

копроизводительной вычислительной техники [43].

Описанные выше достоинства и общность эйлеровых подходов делают перспек-

тивным их использование для решения сложных комплексных задач математического

моделирования поведения многофазных сред при высокоинтенсивном и импульсном

нагружении.

§ 1.1. Классификация моделей по способу разрешения границ

В настоящем разделе дается упрощенная классификация математических моде-

лей и вычислительных алгоритмов, которые пригодны для описания динамики конден-

сированных сред со свободными (внутренними) границами раздела фаз. Под фазами

будем понимать физически однородные области, являющейся частью гетерогенной си-

стемы, которые отделены друг от друга поверхностями разделов.

Модели с «четкой» границей. В этом случае поверхности раздела фаз представля-

ют собой строго заданные границы, то есть достаточно гладкие многообразия коразмер-

ности один во вмещающем среду пространстве. В каждой из подобластей однородности

(фазе) поведение системы описывается в рамках выбранной модели, при этом ее па-

раметры и решения могут терпеть разрыв на межфазной границе. На границе между

фазами должны быть заданы соответствующие условия согласования, которые связы-

вают между собой значения соответствующих величин по разные стороны от границы.

Для описания динамики такой системы в общем случае необходимо уметь решать как

уравнения в областях однородности (с учетом условий согласования), так и рассчиты-

вать динамику границы раздела фаз.

Существует целый ряд способов описания динамики границ, часть из которых

описана ниже.
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Модели с «диффузной» границей. Модели с диффузной границей предполага-

ют, что зоны однородности отделены друг от друга узким слоем конечной толщины,

в пределах которого значения физических полей меняются непрерывно, но быстро. В

этом случае условия согласования обычно не формулируются явно в виде независи-

мых соотношений, а входят в правые части уравнений, описывающих динамику среды.

Технически представление границы основано на том, что границей считается неявно

заданная кривая или поверхность вида 𝜑 = 1/2, где параметр порядка 𝜑 является за-

данной в пространстве функцией, которая имеет вид сглаженной характеристической

функций множества Ω. В содержательных постановках параметр порядка может яв-

ляться, например, распределением концентрации определенной фазы в пространстве.

Применение такого подхода в рамках эйлеровых моделей не приводит к существенным

сложностям.

Модели такого типа строятся одним из двух способов.

1. В соответствии с первым способом действующие на границе раздела фаз поверх-

ностные силы формально добавляются в правую часть системы динамических

уравнений с использованием отнесенной к поверхности раздела фаз меры Дира-

ка («поверхностной» дельта-функции). Далее строится аппроксимация указанной

меры Дирака подходящей дельтаобразной последовательностью с носителем ко-

нечной меры. Ширина «размывания» меры Дирака обычно является параметром

модели. При его стремлении к нулю регуляризованная таким образом модель «схо-

дится» к исходной модели с четкой границей. В качестве примера приведем ме-

тоды типа CST — Continuous Surface Tension или CSF — Continuous Surface Force

для расчета (многофазных) течений эмульсий [44]. Зачастую такие подходы при-

водят к построению удобных для численной реализации моделей, которые, тем не

менее, не всегда являются термодинамически согласованными и не обеспечивают

выполнение фундаментальных законов термодинамики (в частности, неравенства

Клаузиуса-Дюгема, которое является формулировкой второго закона термодина-

мики [45–47].

2. Второй способ построения реализуется в рамках так называемой слабонелокаль-

ной термодинамики, которая допускает, что описывающие состояние среды термо-

динамические потенциалы зависят не только от значений параметров состояния

системы, но и от их градиентов. Такие модели являются термодинамически со-

гласованными и получают все большее распространение в настоящее время. В

частности, они широко применяются при расчете многофазных течений с учетом

границ раздела фаз и поверхностных эффектов [48].

Важно отметить, что первый способ построения моделей является, скорее, про-

межуточным шагом при построении удобных в использовании и реализации численных

аппроксимаций задачи. В то же время модели второго типа являются физически обос-

нованными моделями сплошной среды и удовлетворяют всем необходимым условиям
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и ограничениям термодинамического характера и широко изучаются, в том числе, вне

контекста численного моделирования.

§ 1.2. Модели «четкой границы»

Рассматриваемый класс задач относится к динамике многофазных сред, в ко-

торых фазы занимают собственную часть пространства и разделены границами. Тер-

модинамические свойства фаз, вообще говоря, различны. В частности, они могут опи-

сываться различными уравнениями состояния и релогическими соотношениями, напри-

мер, в системах «жидкость»/«газ», «жидкость»/«газ»/ «твердое тело» и других. В ходе

эволюции системы границы раздела фаз могут претерпевать изменения, в том числе

топологические. Типичным примером такой задачи является задача о взаимодействии

пузыря газа, находящегося в жидкости, с распространяюшейся по жидкости ударной

волной.

Основная сложность решения таких задач связана с тем, что поведение фаз мо-

жет описываться различными уравнениями состояния и реологическими сотношениями

(при этом общая форма уравнений сохраняется — динамика фаз описывается фунда-

ментальными законами сохранения массы, энергии и импульса), а форма межфазных

границ заранее неизвестна и определяетсякак часть решения задачи.

Одним из способов решения таких задач являются методы, основанные на

лагранжевом или смешанном эйлерово-лагранжевом описании среды. Их достоинства и

недостатки уже были рассмотрены выше. Отметим только, что эффективность их при-

менения обусловлена тем фактом, что границы областей, занятых фазами, не меняются

в лагранжевых координатах.

Далее будут рассмотрены только методы, основанные на эйлеровом представле-

нии движения среды. При этом основной интерес представляют методы, позволяющие

моделировать эволюцию системы методом сквозного счета, то есть унифицированно по

всем пространственным ячейкам расчетной области, — без явной аппроксимации границ

раздела фаз сеткой и явного использования условий согласования между состояниями

фаз при переходе через границы.

Принципиально такие методы можно разделить на два больших класса.

К первому относятся истинно «однородные» подходы, основанные, например,

на моделях типа диффузной границы. В этом случае сам термин «граница» является

условным — по существу модель не оперирует такой сущностью. Толщина диффузной

границы при этом является физическим параметром и должна разрешаться расчетной

сеткой. Такие модели будут рассмотрены в последующих разделах.

Ко второму классу методов относятся методы, предполагающие наличие границ

в классическом смысле этого слова — как многообразий коразмерности один во вме-

щающем фазу пространстве, но допускающие удобную с практической точки зрения

реализацию, которая не предполагает явное описание эволюции границы.
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Принципиальной сложностью, с которой сталкивается применение таких мето-

дов, является способ описания эволюции границ между фазами на неподвижной эйле-

ровой расчетной сетке. Принципиально можно выделить два основных метода:

� методы, основанные на непосредственном отслеживании конфигурации границы

области (interface tracking);

� методы, основанные на неявном описании границы (interace capturing).

Методы первого типа далее рассматриваться не будут [49].

В рамках подходов второго типа будут рассмотрены два наиболее распространен-

ных класса методов представления границы: Volume of Fluid (VoF) и Level Set Method

(метод повехностей уровня). Опишем кратко основные идеи этих методов как наиболее

популярных.

1.2.1. Представлении поверхности в рамках подхода

Volume of Fluid

Изначально метод был предложен в работах К. Хирта (C. Hirt) [10]. В дальней-

шем метод получил широкое распространение и является наравне с Ghost Fluid Method

одним из самых распространенных в своем классе.

Представим себе, что в момент времени 𝑡 фаза 𝛼 занимает ограниченную область

пространства Ω𝛼 = Ω𝛼(𝑡). Дополнение к этой области занято второй фазой (случай бо-

лее чем двух фаз возможен, но не будет рассматриваться, так как цель настоящего

раздела — описание основных идей соответствующего метода). Рассмотрим характери-

стическую функцию 𝜉𝛼 = 𝜉𝛼(𝑥, 𝑡) области Ω𝛼, равную единице внутри нее и нулю —

снаружи. В ходе эволюции состояния (течения) среды указанный объем и его граница

деформируется. Вместе с этим меняется и носитель соответствующей характеристи-

ческой функции. Указанная характеристическая функция определена в каждой точке

пространства и ее эволюция при известном пространственном распределении скорости

среды может быть описана подходящим уравнением переноса (как для пассивного ска-

ляра).

Методы типа VoF основаны на дискретизации указанной характеристической

функции с использованием подходящей (обычно — декартовой) расчетной сетки. При

этом в соответствие каждой расчетной ячейке ставится число, равное отношению объе-

ма ячейки, расположенной целиком внутри фазы (то есть части ячейки, где характери-

стическая функция равна единице ) ко всему объему ячейки, то есть для ячейки сетки 𝜔

имеем 𝜉𝛼(𝜔) = meas(Ω𝛼 ∩ 𝜔)/meas𝜔. Соответствующую сеточную функцию будем обо-

значать как 𝜉ℎ𝛼 Такая сеточная функция равна 1 и 0 в ячейках расположенных внутри

и снаружи области Ω𝛼 занятой фазой 𝛼 и принимает значение от 0 до 1 в тех ячейках,

которые имеют непустое пересечение с границей области Ω𝛼. Такую сеточную функцию

можно условно интерпретировать как объемную концентрацию фазы, — однако нужно

понимать, что соответствующая математическая модель предполагает наличие четкой
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границы (то есть фазы не смешиваются) и соответствующая сеточной «концентрации»

физическая концентрация принимает всего два значения (ноль и единица).

Метод VoF основан на следующей идее: вместо описания эволюции области фа-

зы и ее границы рассматривается уравнение для эволюции указанной сеточной «кон-

центрации». Это уравнение аппроксимируется на расчетной сетке совместно с другими

уравнениями модели течения. Алгоритм метода VoF, упрощенно, имеет следующий вид.

Пусть состояние среды и распределение фазы, описываемой сеточной функцией

𝜉ℎ𝛼 в текущий момент времени 𝑡 задано. Для определения решения на очередном шаге

по времени производятся следующие действия:

1. Определяется «новое» распределение 𝜉ℎ𝛼 в момент времени 𝑡+∆𝑡. Для этого чис-

ленно интегрируется соответствующее эволюционное уравнение переноса относи-

тельно 𝜉ℎ𝛼.

2. По полученным значениям 𝜉ℎ𝛼 восстанавливается, тем или иным способом, форма

границы области, занятой фазой — напомним, что данная модель предполагает

наличие «четкой» границы, поэтому в каждой точке пространства (и каждой точ-

ке ячейки сетки ) может находиться лишь одна фаза — «смешанное» состояние

с отличными от нуля и единицы значениями «концентрациями» математиче-

ская модель не допускает. Таким образом, на данном шаге алгоритма строится

определенная в каждой точке пространства характеристическая функция обла-

сти, занятой фазой и аппроксимация границы области, занятой фазой. Построен-

ная (восстановленная) функция принимает только значения 0 и 1.

3. Далее, с учетом восстановленной формы границы строятся аппроксимации зада-

чи — вообще говоря, любым удобным способом. Восстановленная на предыдущем

шаге область фазы и ее граница используется для корректного вычисления чис-

ленных потоков для консервативных величин.

Характерным свойством методов типа VoF является конкретный (описанный вы-

ше) способ представления области фазы. Различные варианты методов этого типа от-

личаются способом восстановления четкой границы по распределению 𝜉ℎ𝛼 и способов

аппроксимации уравнений задачи в ячейках, которые имеют непустое пересечение с

границей фазы.

Одними из основных сложностей метода являются:

� Необходимость поддержания в ходе расчета как можно более узкой зоны ячеек,

в которых «концентрации» фаз отличны от 0 и 1. Это достигается либо мо-

дификацией уравнения, описывающего эволюции характеристической функции

(например, путем добавления подходящих слагаемых, компенсирующих эффек-

ты численной диффузии), либо использованием специальных алгоритмов [50], ос-

нованных на априорной информации о том, что точное решение задачи может
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принимать всего два значения — 0 и 1, а ширина переходной зоны между эти-

ми состояниями должна быть минимальной при фиксированной сетке — то есть

иметь, в идеальном случае, толщину не более чем в одну ячейку сетки.

� В ряде задач (например, гидродинамика несжимаемой жидкости) объем фазы

не меняется. Таким образом, аппроксимации уравнения, описывающего эволюции

функции 𝜉ℎ𝛼 должны быть консервативными. В противном случае объем «восста-

новленной» области должен отвечать балансу объема в системе.

� Как показывает практика, для корректного применения метода чрезвычайно ва-

жен способ восстановления геометрии области и пространственного распределе-

ния фазы в пределах ячеек расчетной сетки. В настоящее время известен целый

ряд таких методов [51]. Помимо этого, во многих случаях (например, при расче-

те течений с учетом поверхностного натяжения) крайне важным является учет

локальных геометрических характеристик границы фазы, в частности, кривизны

границы и поля нормалей к границе в ее окрестности.

1.2.2. Метод множеств уровня(level-set method)

В данном разделе будет детально описан метод поверхностей уровня в двух ва-

риантах — консервативном и неконсервативном. Этот метод ( [52]) является одним из

самых распространенных способов описания эволюции границ областей.

В рамках этого метода граница между фазами представлена неявно. Для ее опи-

сания используется функция расстояния (distance function) 𝜑(𝑥, 𝑡), которую мы будем

называть функцией уровня. Данная функция ставит в соответствие каждой точке про-

странства ее расстояние до границы. Таким образом, она равна нулю только в точках

границы. Для того, чтобы отличать фазы друг от друга, вводится в рассмотрение знако-

вая функция, являющаяся положительной в одной области и отрицательной - в другой.

Уравнение переноса функции уровня 𝜑 имеет вид:

𝜕𝜑

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜑

𝜕𝑥
= 0, (1.1)

где 𝑢 — заданное поле скоростей. Вместе с распределением функции 𝜑 в начальный мо-

мент времени и 𝑢 уравнение (1.1) описывает эволюцию распределения функции уровня

в пространстве. Существенной особенностью данного подхода является возможность

решать уравнение (1.1) независимо от основной системы уравнений, поскольку поле

скоростей предполагается заранее известным.

Такая функция корректно определена и является гладкой по крайней мере в

небольшой окрестности границы, а в остальных точках расчетной области ее значение

зачастую неважно (в таком случае говорят о методе «narrow band level set method»,

[53])). Тем не менее, в общем случае поле скоростей 𝑢 задано неравномерно во всей
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области, а уравнение (1.1) решается приближенно. Это приводит к тому, что функция

уровня перестает быть знаковой функцией расстояния даже в окрестности границы.

По этим причинам процедура численного решения уравнения (1.1) сопровожда-

ется процедурой переинициализации [54], в ходе которой восстанавливаются соответ-

ствующие свойства функции 𝜑. Эта процедура заключается в решении уравнения

𝜕𝜑

𝜕𝜏
+ 𝑆 (|∇𝜑| − 1) = 0 (1.2)

где 𝜏 — временеподобный параметр («псевдовремя»), 𝑆 — знаковая функция для 𝜑0.

Стационарное состояние соответствует ситуации 𝜕𝜑
𝜕𝜏

= 0 и достигается тогда и толь-

ко тогда, когда |∇𝜑| = 1. В этом случае функция уровня снова становится линейной

знаковой функцией расстояния.

При задании гладкой границы в ячейках сетки могут возникать смешанные со-

стояния. Из-за того, что при эволюции фаз в каждой ячейке решаются уравнения толь-

ко для одной из фаз, гладкая межфазная граница фактически переходит в границу

между расчетными ячейками. Данный эффект получил название staircasing и хорошо

исследован в ряде работ. В результате этого эффекта параметры фаз некорректно ис-

пользуются при расчете потоков вдоль границ ячеек, что приводит, в свою очередь, к

вычислительным ошибкам и нефизическим осцилляциям.

Одним из способов преодоления этих трудностей является «сглаживание» меж-

фазной границы какой-либо гладкой функцией таким образом, чтобы возникала пере-

ходная область между фазами. Как указывалось в начале параграфа, данный подход

не является термодинамически согласованным и не имеет физического обоснования,

однако позволяет построить устойчивый алгоритм для вычисления процессов в «мно-

гофазных» моделях. Отметим также, что, как правило, для взвешивания параметров

используется сглаженная функция Хевисайда.

Существует также принципиально иной способ избежать данных ошибок, кото-

рый наиболее распространен в задачах гидродинамики сжимаемых сред. Он получил

название Ghost Fluid Methods (GFM).

Для построения аппроксимаций уравнений модели в рамках этого метода рас-

сматривается следующая схема решения. Считается, что каждой фазе соответствует

некоторая фиктивная фаза, заполняющая, формально, всю расчетную область. Состо-

яние этой фазы определяется тем же самым набором переменных, что и состояние

реальной, физической, фазы. В области, занятой фазой, ее состояние совпадает для

реальной и фиктивной фазы. Расчет нового состояния фазы во внутренних ячейках

области, которую она занимает, осуществляется на основе подходящей (например, ко-

нечнообъемной) разностной схемы. При этом требуются значения параметров течения

в фиктивных ячейках. Эти значения с определяются с помощью специального алгорит-

ма. В простейшем случае состояние в в фиктивных ячейках в окрестности границы фаз

строится путем сноса (в соотвествии с заданным полем скорости) значений из ячеек в

области фазы. Точно так же происходит расчет состояния второй фазы.
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1.2.3. Другие подходы и примеры применения

Указанные выше подходы могут быть применены не только в том случае, ко-

гда фазы являются жидкими и газообразными, но и в ситуациях, когда одна из фаз

является деформированным твердым телом, а вторая — жидкостью или газом.

Коротко опишем характерные работы в этом направлении.

«Гидродинамические» многоматериальные модели. Под такими моделями бу-

дем понимать модели, в которых фазы деформируются как жидкости или газы. В этом

случае уравнения модели в явном виде включают в себя уравнения закона сохране-

ния массы фаз и не включают уравнения относительно тензора дисторсии или иных

тензорных мер деформации

В работах [55–57] описывается разработанный авторами подход FVCF-NIP

(Finite volume with Characteristic Flux-Natural Interface Position) для расчета много-

материальных гидродинамических течений. Учет динамики границ осуществляется в

рамках предложенного авторами метода NIP (Natural Interface Position), который прд-

полагает описание границы раздела фаз как разрывной кусочно-линейной линией или

поверхностью. Способ учета отличается от распространеных методов типа VoF или

Ghost Fluid. По мнению авторов подхода, он устраняет часть недостатков традицион-

ных методов на основе методов поверхностей уровня, в частности, неточность методов,

связаную с наличием «смешанных» ячеек (то есть ячеек, в которых одновременно при-

сутствует две фазы). Помимо этого, метод естественным образом позволяет учитывать

условия проскальзывания на границах раздела фаз, что представляет собой определен-

ную проблему для ранее предложенных алгоритмов на основе методов типа VoF или

Ghost Fluid.

«Упругие» и «смешанные» многоматериальные модели. Под такими моделя-

ми будем понимать модели, в которых по крайней мере одна фаза является дефор-

мируемым твердым телом. В этом случае уравнения модели в явном виде включают

в себя выражения относительно тензора дисторсии или иных тензорных мер деформа-

ции. Частным случаем является ситуация, когда все фазы деформируются как твердые

тела, например, все фазы являются гиперупругими.

В цикле работ [58–60] предлагается метод решения многоматериальных задач

с применением метода множеств уровня для описания динамики границ раздела фаз.

Все фазы рассматриваются как твердые тела, в качестве модели твердого тела рас-

сматриваются гиперупругие модели и их упругопластические обобщения. Значительная

часть этих работ посвящена вопросам разработки методов решения гиперупругиз за-

дач, в частности, рассматривается вопросы построения численных потоков типа HLLC

для гиперупругих задач. Предложены варианты метода, которые позволяют описывать

условия скольжения на контактных (межфазных) границах. Для описания динамики

межфазных границ используется вариант метода Ghost Fluid.
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В работах [61] описывается метод решения многоматериальных задач, в котором

фазы могут быть как жидкими или газообразными, так и твердыми телами. Пред-

лагается однородная по способу описания среды разностная схема. Подход позволяет

описывать условия скольжения без трения. Для описания деформации всех фаз ис-

пользуется тензор дисторсии (тензор градиента деформации). Для описания динамики

границы раздела фаз использует метод множеств уровня. Высокий порядок метода

обеспечивается применением схем типа WENO.

В работе [62] предложен подход, в котором для описания движения жидкой или

газообразной среды используется многокомпонентной моделью, твердые тела описыва-

ются гиперболической моделью гиперупругости. Для описания динамики границ при-

меняется метод множеств уровня. Для расчета численных потоков и состояния в «сме-

шанных» ячейках используется решение смешанной (относительно состояний) задачи

Римана о распаде разрыва.

§ 1.3. Термодинамически обоснованные модели

с «диффузной границей»

Ниже будем говорить о подходах, в которых идея применения метода «диффуз-

ной границы» заложена на уровне математической модели, безотносительно использу-

емого численного алгоритма.

В рассмотреныых в предыдущем разделе моделях граница раздела фаз явля-

лась математической поверхностью «нулевой толщины». В обсуждаемом в настоящем

разделе классе моделей используется иной способ формализации понятия «граница», а

именно, считается, что она представляет собой зону («слой») конечной толщины, в пре-

делах которой свойства среды и параметры течения изменяются непрерывно, но быстро.

Конечная толщина границы здесь является параметром математической модели, а не

дефектом разностной схемы.

В зависимости от ситуации в математической модели этого класса могут как

учитываться, так и не учитываться слагаемые, обеспечивающие конечную и заданную

толщину диффузной границы в ходе эволюции системы.

К первому классу моделей относятся, например, гидродинамические модели мно-

гофазной жидкости с несмешивающимися фазами с учетом эффекта разделения фаз

и поверхностного натяжения. В уравнениях этих моделей входят (необходимо нелиней-

ные) диффузионные и анитидиффузионные слагаемые, которые препятствуют увели-

чению или уменьшению толщины диффузной границы относительно ее равновесной

толщины, которая является параметром модели.

В уравнения моделей второго типа такие слагаемые не входят, однако, обычно,

структура и свойства уравнений модели таковы, что толщина диффузной границы не

может измениться за счет физических эффектов(характерные времена моделирования

существенно больше времени «размазывания» границы). Такая ситуация возникает,
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когда диффузная граница соответствует контактному разрыву, в окрестности которого

скорость течения непрерывна и слабо меняется в зависимости от точки пространства.

В этом случае в расчетах увеличение толщины границы может наблюдаться например,

за счет эффектов численной диссипации.

Четкого разделения между моделями описанных двух типов нет: в обоих случаях

в них, вообще говоря, должны присутствовать физические механизмы, обеспечивающие

заданное равновесное состояние границы. Однако во многих задачах нет необходимо-

сти учитывать все внутренние силы, действующие в системе. Описанные выше модели

первого типа (например, модели гидродинамики с фазовым полем, или, что то же са-

мое, модели слабонелокальной, или градиентной, гидродинамики) предполагают что

поверхностные силы сравнимы по величине с вязкими силами и силами инерции. В

известных авторам моделях второго типа априорно предполагается, что силы инер-

ции существенно выше сил поверхностного натяжения — поэтому последние можно не

учитывать. Такие ситуации обычно возникают в задачах физики взрыва и удара, то

есть быстропротекающих процессов. Как следствие, за интересующие исследователя

времена схемная диссипация зачастую не успевает существенно увеличить ширину гра-

ницы. Даже если это происходит, существуют способы коррекции ширины границы,

существенно более простые, чем прямой учет физической модели разделения фаз.

Заметим также следующее. Для описания движения среды в случае больших

пространственных перемещений и деформаций может применяться как эйлеровый (про-

странственный), так и лагранжевый (материальный) способ описания движения среды.

При использовании методов типа «четкой границы» ее толщина будет являться нулевой

при обоих способах описания (в силу того, что движение среды, понимаемое как глад-

кое отображение отсчетной конфигурации в актуальную) отображает поверхность в

поверхность. В случае методов «диффузной границы» ситуация иная. А именно, фикси-

рованная ширина диффузной границы в лагранжевых координатах может изменяться

в пространстве за счет деформации среды в направлении нормали к границе и, теоре-

тически, быть «очень большой». Очевидно, что справедливо и обратное: сравнительно

маленькая толщина границы в эйлеровых координатах может быть сравнительно боль-

шой в лагранжевых. Обычно, по факту, в моделях, предполагающих эйлеров способ

описания движения среды требуется, чтобы толщина границы была «маленькой» в эй-

леровых координатах в любом состоянии среды (впрочем, явно, на этапе обсуждения

математической модели, это обычно не постулируется).

Основой построения моделей многофазных сред типа «диффузной границы» в

контексте данной работы является теория многоскоростного многофазного континуума,

изложенная в [63]

Фундамент этой теории был заложен, по всей видимости, задолго до практиче-

ского применения подобных моделей, в работе Х.А. Рахматулина [64].

В общем случае, в рамках этих моделей, каждая фаза имеет свою собственную

скорость (то есть, среда является многоскоростной) и свой набор термодинамических
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параметров (таких как плотность, температура, давление, энергия и так далее). Поми-

мо этого в состав уравнений модели входят дополнительные уравнения для изменения

объемной концентрации фаз. Для многофазных однокомпонентных или многокомпо-

нентных сред (в отличие от однофазных многокомпонентных) эти уравнения не сле-

дуют из закона сохранения массы компонент и являются независимыми уравнениями

модели.

При построении математической модели среды возникают, прежде всего, два ос-

новных (с точки зрения дальнейшего изложения) вопроса, способ разрешения которых

позволяет провести важную для дальнейшего изложения классификацию моделей:

1. Определения/задание «степени неравновесности» фаз. Другими словами, форму-

лировка приемлемых для рассматриваемой модели условий равновесия фаз по ки-

нематическим и термодинамическим параметрам — скоростям, давлениям, темпе-

ратурам фаз и так далее. Например, модель может быть равновесной по скорости

и температуре (то есть скорости фаз и их температуры совпадают), но неравно-

весной по давлению (то есть давления фаз не равны между собой).

2. Определение/задание условий совместного деформирования фаз [63]. Другими

словами, формулировка закона, который связывает деформации отдельных фаз

и деформацию среды «в целом».

В контексте задач гидродинамики (то есть задач, в которых внутренняя энергия

зависит лишь от одного инварианта тензора градиента деформации, определяющего из-

менение объема) второй вопрос является тривиальным, и основное направление работ

связано с решением 1-го вопроса (далее будет пояснено, в каком смысле). Эти работы

развиваются по настоящее время начиная с фундаментальной работы Баера и Нунци-

ато [1].

Основной проблемой при построении моделей многофазных сред, в которых одна

или несколько фаз могут быть «твердыми» (то есть описываться уравнениями состоя-

ния, зависящими от всех трех инвариантов тензора градиента деформации, например,

модели гиперупругих материалов), основной проблемой является вопрос 2 (вопрос 1

при их построении, впрочем, не теряет актуальности). Такие модели были построены

лишь в последние десятилетия и в настоящее время активно развиваются.

Ниже рассмотрим эти классы моделей, обращая внимание на особенности их

вывода и основные сложности, возникающие при их применении и анализе.

§ 1.4. Модели гидродинамического типа

Под моделями гидродинамического типа будем понимать такие, в которых тензор

напряжения среды является шаровым. Такое допущение обычно соответствует опреде-

лению среды как «жидкой»>. Одной из наиболее популярных моделей такого класса

является модель Баера-Нунциато. ее обобщения и частные случаи.
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Сначала рассмотрим модели типа Баера и Нунциато, а также их редуцированные

версии. Подробный обзор этого класса моделей приводится в работе [39]. В первой

из них рассматривается их общий анализ, вопросы их обоснования и применения на

практике. Основным приложением является анализ многофазных однокомпонентных

течений применительно к расчету систем охлаждения атомных реакторов.

Полностью неравновесная модель. В общем случае, в рамках моделей динамики

многофазных сред, каждая фаза имеет свою собственную скорость (то есть, среда явля-

ется многоскоростной) и свой набор термодинамических параметров (таких как плот-

ность, температура, давление, энергия и так далее). Помимо этого в систему уравнений

модели входят дополнительные уравнения для изменения объемной концентрации фаз.

Для многофазных однокомпонентных или многокомпонентных сред (в отличие от од-

нофазных многокомпонентных) эти уравнения не следуют из закона сохранения массы

компонент и являются независимыми уравнениями модели.

В зависимости от ситуации в математической модели этого класса могут как

учитываться, так и не учитываться слагаемые, обеспечивающие конечную и заданную

толщину диффузной границы в ходе эволюции системы. К первому классу моделей

относятся, например, гидродинамические модели многофазной жидкости с несмешива-

ющимися фазами с учетом эффекта разделения фаз и поверхностного натяжения [65].

В уравнениях этих моделей входят (необходимо нелинейные) диффузионные и анити-

диффузионные слагаемые, которые препятствуют увеличению или уменьшению тол-

щины диффузной границы относительно ее равновесной толщины, которая является

параметром модели. В уравнения моделей второго типа такие слагаемые не входят, од-

нако, обычно, структура и свойства уравнений модели таковы, что толщина диффузной

границы не может измениться за счет физических эффектов(характерные времена мо-

делирования существенно больше времени «размазывания» границы). Такая ситуация

возникает, когда диффузная граница соответствует контактному разрыву, в окрестно-

сти которого скорость течения непрерывна и слабо меняется в зависимости от точки

пространства. В этом случае в расчетах увеличение толщины границы может наблю-

даться например, за счет эффектов численной диссипации.

Основой построения моделей многофазных моделей с «диффузной границей» в

контексте данной работы является теория многоскоростного многофазного контину-

ума в виде, изложенном, например, в [66]. Фундамент этой теории был заложен, по

всей видимости, задолго до практического применения подобных моделей, в работе Х.

А. Рахматулина [64].

Наиболее общей моделью рассматриваемого класса является полностью неравно-

весная модель Баера-Нунциато, состоящая из 7 уравнений для каждой фазы [1]. Данная

модель может включать в себя дополнительные нелинейный члены, которые позволяют

учитывать эффект разделения фаз, обеспечивающий постоянную равновесную толщи-

ну межфазной границы.
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В рамках модели Баера-Нунциато каждая фаза обладает собственной скоростью,

давлением, температурой и т.д. Модель включает в себя 1 уравнение для объемной доли

одной из фаз, по уравнению для массы каждой из фаз, по 3 уравнения для импульсов

каждой из фаз, по уравнению для энергии каждой из фаз. С помощью введения релак-

сационных слагаемых в правые части уравнений могут быть получены равновесные по

определенным параметрам модели. Таким образом, рассмотрение релаксационных сла-

гаемых расширяет возможные варианты применения модели. При наличии релаксаци-

онных слагаемых можно построить ассимптотические решения при стремлении времени

релаксации к нулю. Таким образом можно построить равновесные модели с уменьшен-

ным числом уравнений. Эти модели можно описать следующим образом.

Модель, равновесная по скорости. Для каждой фазы решается 6 уравнений. Мо-

дель построена в работе [4] при устремлении времени релаксации по скорости к нулю.

Модель состоит из 1 уравнения для объемной доли одной из фаз, 2 уравнений для массы

каждой из фаз, 3 уравнений для импульса смеси и из 2 уравнений для энергии каждой

из фаз. Вычислительные алгоритмы и исследования для данной модели проведены в

работе [39].

Модель, равновесная по скорости и давлению. Модель рассмотрена в работах [4,

67, 68] и получается при устремлении времени релаксации по времени и давлении к

нулю. Модель состоит из 1 уравнения для объемной доли одной из фаз, 2 уравнений

для массы каждой из фаз, 3 уравнений для импульса смеси и 1 уравнения для энергии

смеси.

Модель, равновесная по скорости, давлению и температуре. Данная модель

представляет собой систему уравнений Эйлера с реактивными слагаемыми для одной

фазы [4].

Модель, равновесная по скорости, давлению, температуре и энергии Гибб-

са (химическому потенциалу). Данная модель представляет собой классическую

систему уравнений газовой динамики (уравнения Эйлера) [4].

Представленный в данной работе вариант модели Баера-Нунциато с 7 уравне-

ниями является одним из многих вариантов. Известен целый ряд других способов по-

строения таких моделей, которые отличаются способом замыкания описанной системы

в смысле задания «интерфейсных» значений (𝑃𝐼 , 𝑢𝐼 и так далее) в зависимости от

параметров фаз [69]. Известен также целый ряд работ, посвященных теоретическому

анализу того, каким образом может выглядеть замыкание, обеспечивающие гипербо-

личность и термодинамическую согласованность результирующей математической мо-

дели [70,71].

Отметим следующие важные свойства полностью неравновесной модели Баера-

Нунциато:
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� модель является неравновесной: скорости, давления и температуры фаз отличны;

� замыкающие соотношения представляют собой уравнения состояния для каждой

фазы и выражения для «интерфейсных» параметров;

� являясь неравновесной, модель не содержит уравнений иных, отличных от ука-

занных выше, алгебраических замыкающих соотношений, в частности, уравнения

состояния для смеси.

«Проблема замыкания», то есть разработка термодинамически непротиворечи-

вого способа вычисления параметров модели с мгновенной релаксацией и численная

реализация этой процедуры является темой большого количества теоретических и при-

кладных работ [72].

§ 1.5. Модели с полным тензором напряжений

В этом разделе будут обсуждаться модели, в которых деформация среды от-

личается от чисто объемной (как у жидкостей и газов). Основной проблемой при их

построении является описание условий совместного деформирования фаз. В рассмот-

ренных выше «гидродинамических» моделях деформация смеси сводится к изменению

ее объема, который равен сумме объемов отдельных составляющих систему фаз. По

существу, эти условия деформирования выражаются соотношением

𝑁∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘 = 1,

где, как и ранее, 𝛼𝑘 — объемные концентрации фаз, 𝑁 — число фаз. Другими словами,

условия совместного деформирования для жидкостей и газов имеют формулировку

«объем многофазной системы равен объему составляющих ее фаз».

Для ясности будет далее ориентироваться на случай двух фаз, причем одна из

них является газообразной или жидкой, а вторая –упругим телом. Деформация послед-

него включает в себя объемную деформацию, однако она не полностью характеризует

деформацию среды. Рассмотрим модели, использующий единый тензор дисторсии (или

его эквивалент) для описания поведения многофазной смеси.

Модели с одной мерой деформации. В работе [73] предложена математическая

модель двухфазной среды, в которой одна из фаз является гиперупругой, а вторая —

жидкостью или газом. Модель является изоэнтропической и предполагает, что в каждой

точке пространства находятся обе фазы, каждая из которых описывается своим набо-

ром параметров состояния, такими как скорость фазы и ее плотность. Модель включает

в себя: уравнения закона сохранения массы для фаз (для каждой фазы); уравнения за-

кона сохранения импульса (для каждой фазы); уравнение закона сохранения массы для

смеси; уравнение для тензора дисторсии смеси; уравнение для относительной скорости
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движения фаз. Состояние среды описывается заданием внутренней энергии смеси, ко-

торое имеет вид:

𝒰 = 𝑐1𝒰1(𝜌1,𝐺) + 𝑐2𝒰2(𝜌2) +
1

2
𝑐1𝑐2𝑤

2,

где 𝑐1,2 – массовая концентрация фаз (фаза «1» соответствует гиперупругому телу),

𝜌1,2 – плотности фаз, 𝑤 = 𝑢1 − 𝑢2 — относительная скорость фаз.

Другая модель, использующая заданный для многофазной смеси тензор дис-

торсии предложена в работе [74]. Построенная модель является неизотермической и

включает в себя: уравнения закона сохранения массы для фаз (по числу фаз); урав-

нения закона сохранения импульса для смеси; уравнение закона сохранения энергии

для смеси; уравнение для обратного тензора градиента деформации смеси. Последнее

уравнение эквивалентно динамическим условиям совместности деформаций. Замыка-

ние модели, таким образом, имеет вид уравнения состояния для смеси фаз и требует

определения ряда параметров смеси (в частности, сдвиговых модулей и параметров

«газодинамической» части уравнения состояния; используется жесткое уравнение со-

стояния идеального газа, для него взвешивание может быть проведено точно – однако

в общем случае точное выражение энергии для смеси не может быть получено анало-

гично сходной и обсуждаемой выше ситуации для модели Капиллы). Одновременно с

этим, в уравнения состояния не входят слагаемые, которые бы «выделяли» зоны одно-

родности, как в ранее описанной модели, что может представлять собой определенную

проблему для материалов со сложным поведением – так как модель страдает «про-

блемой замыкания». В этой же работе приведены результаты численных расчетов, в

которых сравниваются применение описанной модели с моделью тех же авторов, вклю-

чающей в себя уравнения динамических условий совместности деформаций по числу

фаз. Мотивация описанной работы — сокращение числа уравнений в системе. Модель

приводится для произвольного числа фаз, число скалярных уравнений модели равня-

ется 𝑁𝑓 + 13, где 𝑁𝑓 — число фаз (материалов). В двухфазном случае она включает в

себя 15 уравнений (по числу уравнений однофазной гиперупругости плюс число фаз).

Рассматриваемая модель является равновесной по температуре и давлению.

Модели с несколькими мерами деформации. В целом ряде работ предлагались

многофазные модели, в которых число геометрических уравнений (динамических усло-

вий совместности деформаций) совпадает числом фаз.

В работах [74, 75] рассматривается модель, которая включает в себя: уравнения

закона сохранения массы для фаз (по числу фаз); уравнения закона сохранения импуль-

са для смеси; уравнение закона сохранения энергии для смеси; уравнение для обратного

тензора градиента деформации фаз (по числу фаз) смеси.

В силу того, что деформация каждой фазы описывается «своим» тензором гра-

диента деформации, внутренняя энергия система может быть задана как взвешенная

по массовым концентрациям энергия отдельных фаз, каждое из которых представляет
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собой зависимость от «собственных» переменных фазы. По этой причине, в этой моде-

ли проблема замыкания не возникает. Выражения для внутренней энергии получены

термодинамически согласованным способом, который аналогичен представленному в

работе [41].

Модель приводится для произвольного числа фаз, число скалярных уравнений

модели равняется 10𝑁𝑓 + 4, где 𝑁𝑓 – число фаз (материалов). В двухфазном случае

она включает в себя 24 уравнения. Рассматриваемая модель является равновесной по

температуре и давлению.

В работе [74] предложена модель, которая включает в себя: уравнения закона

сохранения массы для фаз (по числу фаз); уравнения для объемной концентрации фаз

(по числу фаз); уравнения закона сохранения импульса для смеси; уравнение закона

сохранения энергии для смеси; уравнение баланса внутренней энергии для фаз (по чис-

лу фаз); уравнение для обратного тензора градиента деформации для фаз (по числу

фаз. Модель включает в себя 12𝑁+4 уравнения, в двухфазном случае число уравнений

равно 28. Модель является неравновесной по температуре и давления фаз. Уравнения

состояния записываются для каждой фазы.

Одна из первых многофазных моделей, в которых одна из фаз является твердой,

а вторая — газообразной, была предложена в работе [8]. Модель является двухфазной.

Уравнения модели включают в себя: уравнения закона сохранения массы для фаз (по

числу фаз); уравнения для объемной концентрации твердой фазы фаз; уравнения за-

кона сохранения импульса для смеси; уравнение закона сохранения энергии для смеси;

уравнение баланса внутренней энергии для фаз (по числу фаз); уравнение для тензо-

ра градиента деформации для одной из фаз (твердой). Особенностью работы является

введение в рассмотрение, как независимой переменной, тензора градиента деформации

для твердой фазы (с учетом объемной доли твердой фазы в многофазной смеси). Тен-

зор дисторсии для второй фазы и для смеси не вводится, равно как и уравнения для

этих величин не вводятся. Таким образом, непосредственно на уровне математической

модели заложено,что одна из фаз может быть только газом (вторая может быть как

гиперупругим телом, так и, при подходящей выборе уравнения состояния, газом или

жидкость, то есть не испытывать напряжений при сдвиговых деформациях). Тензор на-

пряжений и скорость движения смеси вводятся как соответствующие средние. Таким

образом, модель является односкоростной (то есть равновесной по скорости). Уравнение

состояния вводятся таким способом, что построенные определяющие соотношения для

напряжений смеси термодинамически согласованны с ним. В выражении для полной

энергии ее «гидродинамическая» часть вычисляется как взвешенное среднее, сдвиго-

вая часть — зависит только от тензора градиента деформации твердой фазы.

В работе [40] на основе описанной выше модели [8] построены обобщения предло-

женных моделей для учета упругопластических деформаций в рамках релаксационной

модели. Особенностью модели является «релаксационная» формулировка стандартной
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теории пластического течения, формулируемой с использованием понятия поверхности

текучести.

Уравнения модели сходны с уравнениями модели из [8], однако «геометрическое»

уравнение записывается относительно тензора Фингера для твердой фазы. Рассмотрена

как равновесная по давлению модель, так и неравновесная. Послденяя строится на осно-

ве равновесной формальной заменой условия равенства давлений фаз на кинетическое

уравнение, обеспечивающее совпадение давлений за конечное но малое время релакса-

ции. Такая процедура производится в силу того, что обеспечеить выполнение условий

жесткой релаксации давлений фаз в вычислительном алгоритме является сложной за-

дачей.

Уравнения неравновесной модели включают в себя: уравнения закона сохранения

массы для фаз (по числу фаз); уравнения для объемной концентрации твердой фазы

фаз; уравнения закона сохранения импульса для смеси; уравнение закона сохранения

энергии для смеси; уравнение баланса внутренней энергии для фаз (по числу фаз);

уравнение для тензора градиента деформации для одной из фаз (твердой).

Так же, как и модель в [8], описываемая здесь модель является двухфазной,

причем одна из фаз – газовая или жидкая (то есть не требует для описания ее дефор-

мации привлечения тензора дисторсии или эквивалентных в смысле полноту описания

деформации среды величин).

Обобщение предложенной в [40] модели на случай произвольного числа гипер-

упругих фаз с учетом пластических эффектов предложено в [41]. Рассматривается как

равновесная по давлению фаз, так и неравновесная модель. Необходимость построения

неравновесной модели мотивируется, как и в предыдущей работе, сложностью выпол-

нения условий жесткой релаксации давления («проблема замыкания»).

Уравнения неравновесной модели включают в себя: уравнения баланса объемной

доли фазы (по числу фаз); уравнения компонент обратного тензора градиента дефор-

мации (по числу фаз); уравнение закона сохранения массы для смеси; уравнение закона

сохранения импульса для смеси; уравнения баланса внутренней энергии фаз (по числу

фаз). Таким образом, модель является равновесной по скоростям. Уравнения состояния

фаз записываются для каждой фазы, соответствующие выражения зависят только от

«своих» переменных каждой фазы. В силу того, что жидкости и газы могут описывать-

ся уравнениями состояния, которые являются частным случаем гиперупругой модели

среды, часть фаз в описанной модели может быть жидкостью или газом.

Таким образом, можно сделать следующие выводы:

� Среди приведенных моделей отсутствует прямой аналог модели Баера-Нунциато

с 7-ю уравнениями, то есть полностью неравновесной по скорости и термодинами-

ческим параметрам модели. Это связано с тем, что такая модель включает в себя

большое число уравнений.

� Применение моделей с меньшим число уравнений, которые соответствуют услови-

ям жесткой релаксации давления (аналоги модели Баера-Нунциато с 6-ю уравне-
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ниями) приводит к необходимости решения (по крайне мере, с алгоритмической

точки зрения), проблемы замыкания, которая не всегда может быть корректной с

точки зрения термодинамики системы и не позволяет использовать «свои» урав-

нения состояния для фаз.

� По этой причине в качестве перспективных моделей рассматриваются неравновес-

ные по термодинамическим параметрам модели.

� Редукция числа уравнений системы возможня за счет рассмотрения моделей, ко-

торые равновесны по скоростям.

� Описанные модели (за исключением предложенной в [8]) используют либо «усред-

ненный» тензор градиента деформации для смеси в целом, либо либо тензоры

градиента деформаций для каждой фазы. В первом случае возникает проблема

построения уравнений состояния, так как необходима возможность «выделить»

из меры деформации смеси ее «часть», соответствующую конкретной фазе.

Помимо указанных выше существуют также другие подходы. В работах [55–

57] описывается разработанный авторами подход FVCF-NIP (Finite volume with

Characteristic Flux-Natural Interface Position)для расчета многоматериальных гидроди-

намических течений. Учет динамики границ осуществляется в рамках предложенно-

го авторами метода NIP (Natural Interface Position), который предполагает описание

границы раздела фаз как разрывной кусочно-линейной линией или поверхностью. В

работах [58, 60] предлагается метод решения многоматериальных задач с применени-

ем метода множеств уровня для описания динамики границ раздела фаз. Все фазы

рассматриваются как твердые тела, в качестве модели твердого тела рассматриваются

гиперупругие модели и их упругопластические обобщения. Значительная часть этих

работ посвящена вопросам разработки методов решения гиперупругих задач, в част-

ности, рассматривается вопросы построения численных потоков типа HLLC для гипер-

упругих задач. В работах [61] описывается метод решения многоматериальных задач,

в котором фазы могут быть как жидкими или газообразными, так и твердыми тела-

ми. Предлагается однородная по способу описания среды разностная схема. Подход

позволяет описывать условия скольжения без трения. Для описания деформации всех

фаз используется тензор дисторсии (тензор градиента деформации). Для описания ди-

намики границы раздела фаз использует метод множеств уровня. Высокий порядок

метода обеспечивается применением схем типа WENO. В работе [62] предложен под-

ход, в котором для описания движения жидкой или газообразной среды используется

многокомпонентной моделью, твердые тела описываются гиперболической моделью ги-

перупругости. Для описания динамики границ применяется метод множеств уровня.

Для расчета численных потоков и состояния в «смешанных» ячейках используется ре-

шение смешанной (относительно состояний) задачи Римана о распаде разрыва.
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§ 1.6. Методы построения

термодинамически согласованных моделей

Обзор подходов, который могут быть применены для построения математиче-

ских моделей многофазных сред в рамках подхода «диффузной границы» представлен

в [72]. В силу специфика этой работы, в ней рассмотрены только способы построения

моделей, в которых все фазы являются жидкими или газообразными. Однако наличие

твердых фаз не меняет ситуации качественно.

В целом можно выделить три основных подхода:

� Метод усреднения. в этом случае сначала записываются уравнения «микроуров-

ня», с разрешением пространственной динамики всех фаз. После этого эти урав-

нения усредняются и получаются уравнения для усредненных величин (скорости,

полтности, объемной доли и так далее). Основная сложность при этом заключа-

ется в построении корректной усредненной математической модели межфазного

взаимодействия (внутренних сил системы, действующих на границе раздела фаз).

Пример такого подхода см, например, в [66,72].

� Методы рациональной механики сплошных сред, основанные, в том числе на при-

менении процедуры Колмана-Нолла ( [76]. Такой подход был использован, в част-

ности, в фундаментальной работе [1].

� Предложенный в работах метод DEM (Discrete Equation Method, «метод дис-

кретных уравнений») [69] Суть метода заключается в следующем. В классиче-

ском варианте, построение способа расчета многофазного течения можно пред-

ставить виде: «первичные уравнения с заданными допущениями о топологии рас-

пределения фаз»→ «модель для средних величин с использованием эмпирических

соотношений»→«численный метод и программная реализация». Первый переход

в этой схеме, то есть построение корректной модели многофазного течения в тер-

минах средних величин, является наиболее сложно формализуемым. Идея метода

DEM заключается в его устранении следующим способом: изначально рассматри-

ваются только первичные уравнения с заданными геометрическими допущениями

об областях занятых фазами (а усредненная модель не выписывается). Дале эти

первичные уравнения аппроксимируются, напаример, методом конечных объемов

и в рамках этого («дискретного») усреднения строится способ расчета осмыслен-

ных и наблюдаемых средних, макроскопических, величин.

Сравнительный анализ эффективности DEM по сравнению с первыми двумя тра-

диционными подходами в настоящее время сложно провести. Однако с его помощью [72]

получено решения ряда важных задач, в том числе построены симметричные по своим

аргументам выражения для «интерфейсных» значений скорости и давления.
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Глава 2. Многофазная модель

с гиперупругим поведением фаз

Настоящая глава посвящена выводу многоскоростной многожидкостной модели

динамики многофазной среды с гиперупругим поведением фаз. Предложенная модель

может рассматриваться как обобщение хорошо известной модели Баера-Нуциато [1], ко-

торая первоначально была разработана для описания процесса перехода дефлаграции в

детонацию и явно предполагает, что тензор напряжений фаз, определяемый уравнением

состояния среды, является шаровым.

Для предложенной модели рассмотрены ее частные случаи как с полным, так

и с шаровым тензором напряжений. Показано, что известные в литературе варианты

модели с шаровым тензором напряжений являются частными случаями представленной

гиперупругой модели.

Модель Баера-Нунциато была выведена в рамках методов рациональной меха-

ники сплошной среды, предложенной и развитой в работах К. Трусделла и его научной

школы [47, 76–78]. Основные принципы построения соответствующих математических

моделей многофазных сред в рамках рациональной термомеханики подробно рассмот-

рены в фундаментальной монографии [47]. Дальнейшее развитие данного подхода пред-

ставлено и подробно описано в обзорной работе [79], которая не потеряла свою акту-

альность до настоящего времени. Упомянутая выше модель Баера-Нунциато является

вариантом реализации общих методов построения многофазных моделей, пригодным

для решения конкретного класса прикладных задач. Более сложные модели рассмат-

риваемого типа, в том числе гиперупругие, имели скорее теоретический характер, не

применялись для решения прикладных задач, практически не исследовались с вычис-

лительной точки зрения и скорее иллюстрировали применение общих принципов по-

строения.

Однако в последние десятилетия эйлеровы многоскоростные модели динамики

многофазных сред стали рассматриваться как эффективная альтернатива лагранже-

вым и смешанным эйлерово-лагранжевым подходам, традиционно применяемым для

математического моделирования многоматериальных сред с прямым разрешением эво-

люции межфазных границ. В результате за это время был предложен целый ряд мно-

гофазных моделей с гиперупругим поведением фаз. Они отличаются различной термо-

динамической и механической «степенью равновесности», а также использованием од-

ного (для смеси) или нескольких (для каждой фазы) тензоров дисторсии для описания

деформации фаз. Отметим следующие работы по данной теме: [74] (один тензор дитор-
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сии для смеси или по числу фаз тензоров дисторсии, один закон сохранения импульса

и энергии для смеси), [80] (число тензоров дисторсии по числу фаз, неравновесная по

давлению, односкоростная), [75] (число тензоров дисторсии по числу фаз, равновесная

по температуре и давлению), [41] (число тензоров дисторсии по числу фаз, равновесная

по скоростям и давлениям).

Несмотря на существующий теоретический задел, подавляющее большинство мо-

делей, используемых в этих работах, не выводятся: вид уравнений модели и опреде-

ляющих соотношений постулируется, а их термодинамическая корректность, то есть

справедливость соответствующего энтропийного неравенства, проверяется постфактум.

Такой подход гарантирует термодинамическую корректность модели — однако не поз-

воляет точно охарактеризовать соответствующие ей допущения и степень их общности

(в том числе, — их избыточность). Как следствие, затруднительно указать область их

применимости. Несомненно, это является проблемой при применении уравнений модели

для решения содержательных задач.

Сколь-либо полный системный вывод многофазных многоскоростных моделей,

являющихся гиперупругим обобщением модели Баера-Нунциато, представлен в рабо-

те [81] и основанной на ней работе [82].

В настоящей работе представлен систематический вывод гиперупругого обобще-

ния модели Баера-Нунциато исходя из «первых принципов» рациональной термоме-

ханики сплошной среды. Отправной точкой вывода является выбор (а) конкретного

набора первичных термодинамических переменных модели; (б) общей формы основ-

ных законов сохранения без уточнения вида обменных слагаемых и (в) энтропийного

неравенства в подходящем виде. Полный набор определяющих соотношений модели,

включая вид обменных слагаемых, устанавливается в ходе вывода. Особенностью на-

стоящей модели, отличающей ее от других, является наличие полного, не шарового,

тензора термодинамических напряжений. В цитированных выше работах такой случай

не рассматривается, но указывается как формальное обобщение. В настоящей работе

он является естественным результатом — более того, тензор интерфейсных напряжений

не может быть формально задан шаровым.

Тем не менее построенная модель не является наиболее общей — при ее выводе

существенным является допущение о том, что совместное деформирование гиперупру-

гих фаз может быть описано с использованием единственного скалярного параметра —

объемной доли фазы. Более общий случай, рассмотренный в [81], предполагает исполь-

зование для этого, помимо уже упомянутой объемной доли, так называемого «тензора

растяжений» (“distention tensor”). Помимо этого, в настоящей работе предполагается

отсутствие обмена массой между фазами. Это условие, как показано в работе [81], яв-

ляется крайне существенным с точки зрения выбора параметров состояния модели.

Обобщения предложенной модели на оба этих случая являются предметом бу-

дущей работы. Здесь следует отметить, что использование «тензора растяжений» для

описания совместного деформирования фаз является проблематичным на практике в
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силу сложности построения соответствующего набора конкретных определяющих соот-

ношений для него. По этой причине «практичный» вариант полученной в [81] и приме-

няемой в [1] модели предполагает, что он является шаровым и, при отсутствии обмена

массой между фазами, определяется их объемными долями.

Укажем отличия (помимо сформулированных выше) предложенной в настоящей

работе модели от моделей [81] и [82]:

1. В качестве первичных переменных используются истинные плотности фаз.

2. Деформация фазы описывается «истинным» тензором дисторсии, который от-

несен к объему фазы (в работе [81] используется «средний» тензор дисторсии, отнесен-

ный к объему пространства).

3. Так называемые интерфейсные напряжения являются полными (то есть не ша-

ровыми) тензорами. Это является следствием вывода определяющих уравнений модели,

а не допущением, от которого можно отказаться. В силу этого, модели, предложенные

в работах [81] и [82] не являются частными случаями рассматриваемой новой модели.

Как и другие модели рассматриваемого класса, построенная в настоящей работе

модель является чисто эйлеровой и полностью неравновесной. С точки зрения непосред-

ственно вывода, как уже отмечалось, настоящая работа является, на взгляд авторов,

наиболее полной.

Отметим, что в рамках феноменологической термомеханики существуют другие

подходы, пригодные для построения моделей рассматриваемого класса и отличные от

традиционных подходов школы рациональной термомеханики К. Трусделла. Прежде

всего, формализм на основе термодинамически согласованных систем законов сохране-

ния систем уравнений, развиваемый в работах [46, 83–86]. Многофазные гиперупругие

модели, разработанные в рамках указанного подхода изложены, в частности, в рабо-

те [73]. Отметим также важную монографию [87], которая предлагает альтернативный

общий и системный подход к конструированию многофазных многоскоростных моделей

механики сплошной среды.

§ 2.1. Основные обозначения

Будем обозначать векторы строчными буквами жирным шрифтом: 𝑢; тензоры

второго ранга — прописными буквами жирным прямым шрифтом: 𝐹 ; скалярные ве-

личины — шрифтом с нормальным начертанием: 𝐹𝑖𝑗, 𝐴, 𝑢𝑘, 𝜙. Здесь и далее, если не

сказано противное, по повторяющимся индексам предполагается суммирование.

Будем рассматривать движение среды в некоторой области евклидова простран-

ства ℬ ⊂ R3. Каждой точке 𝑀 ∈ ℬ поставим во взаимно-однозначное соответствие ее

радиус-вектор 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) с декартовыми координатами в прямоугольной декар-

товой системе координат 𝒪𝑥1𝑥2𝑥3 с базисными векторами 𝑒𝑖, 𝑖 = 1, 3. Координаты 𝑥𝑖

будем называть эйлеровыми или пространственными координатами точки 𝑀 . Помимо

этого, введем координаты 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, 𝜉3) той же самой материальной точки 𝑀 в прямо-

угольной декартовой системе координат 𝒪𝜉1𝜉2𝜉3 с базисными векторами 𝑟𝑖, которые
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полагаем не меняющимися при любых движениях сплошной среды. Координаты 𝜉𝑖 бу-

дем называть лагранжевыми или материальными координатами точки среды.

Движение точки 𝑀 сплошной среды в декартовой системе координат 𝑒𝑖 опреде-

ляется параметризованным временем 𝑡 отображением 𝜑:

𝑥 = 𝜑 (𝜉, 𝑡) = 𝑥 (𝜉, 𝑡) , (2.1)

или обратным к нему

𝜉 = 𝜑−1 (𝑥, 𝑡) = 𝜉(𝑥, 𝑡). (2.2)

В базисе 𝑒𝑖 какой-либо вектор 𝑎 может быть представлен как 𝑎 = 𝑎𝑖𝑒𝑖, а тензор

𝐴 — как 𝐴 = 𝐴𝑖𝑗𝑒𝑖⊗𝑒𝑗, где ⊗ — диадное (тензорное) произведение векторов. Операцию

транспонирования определим как 𝐴𝑇 = 𝐴𝑗𝑖𝑒𝑖 ⊗ 𝑒𝑗.

Равенство по определению (присваивание) обозначается символом «:=». В даль-

нейшем мы будем считать, что по определению

∇𝜙 :=
𝜕𝜙

𝜕𝑥𝑘
𝑒𝑘 𝑎 · 𝑏 := 𝑎𝑖𝑏𝑖,

∇ · 𝑎 :=
𝜕𝑎𝑘
𝜕𝑥𝑘

= div𝑎, ∇⊗ 𝑎 :=
𝜕𝑎𝑗
𝜕𝑥𝑘

𝑒𝑘 ⊗ 𝑒𝑗,

div𝐴 ≡ ∇ ·𝐴 :=
𝜕𝐴𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑗
𝑒𝑖, ∇⊗𝐴 :=

𝜕𝐴𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘
𝑒𝑘 ⊗ 𝑒𝑖 ⊗ 𝑒𝑗,

det𝐴 :=
1

6
𝜖𝑖𝑗𝑘𝜖𝑚𝑛𝑙𝐴𝑖𝑚𝐴𝑗𝑛𝐴𝑘𝑙, 𝐴 · 𝑢 := 𝐴𝑗𝑘𝑢𝑘𝑒𝑗,

𝑢 ·𝐴 := 𝐴𝑘𝑗𝑢𝑘𝑒𝑗, 𝐴 ·𝐵 := 𝐴𝑖𝑘𝐵𝑘𝑗𝑒𝑖 ⊗ 𝑒𝑗,

𝐴 : 𝐵 := 𝐴𝑖𝑗𝐵𝑖𝑗, |𝑎|2 := 𝑎 · 𝑎 = 𝑎𝑖𝑎𝑖,

tr𝐴 := 𝐴 : 𝐼 ≡ 𝐴𝑖𝑖, |𝐴|2 := 𝐴 : 𝐴 = 𝐴𝑖𝑗𝐴𝑖𝑗,

𝐼 := 𝛿𝑖𝑗 𝑒𝑖 ⊗ 𝑒𝑗,

где по повторяющимся индексам проводится суммирование. Здесь 𝛿𝑖𝑗 — символ Кроне-

кера, 𝜖𝑖𝑗𝑘 — символ Леви-Чивиты. В частности, из этих определений следуют следующие

формулы

𝐴 : 𝐵 = 𝐵 : 𝐴, (2.3)

𝐶 : (𝐴 ·𝐵) = 𝐴 :
(︀
𝐶 ·𝐵𝑇

)︀
= 𝐵 :

(︀
𝐴𝑇 ·𝐶

)︀
, (2.4)

𝜕det𝐴

𝜕𝐴
= (det𝐴)𝐴−𝑇 . (2.5)
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Для дальнейшего изложения будут полезны следующие соотношения:

∇⊗ (𝐴 · 𝑢) = (∇⊗𝐴) · 𝑢+ (∇⊗ 𝑢) ·𝐴𝑇 ,

∇⊗ (𝑢 ·𝐴) = (∇⊗ 𝑢) ·𝐴+
(︀
∇⊗𝐴𝑇

)︀
· 𝑢,

∇ (𝑎 · 𝑏) = (∇⊗ 𝑎) · 𝑏+ (∇⊗ 𝑏) · 𝑎,

∇ · (𝑎⊗ 𝑏) = (∇ · 𝑏)⊗ 𝑎+ 𝑏 · ∇⊗ 𝑎.

Также для базисных векторов верны соотношения:

(𝑒𝑖 ⊗ 𝑒𝑗) · 𝑒𝑘 = 𝛿𝑗𝑘𝑒𝑖, 𝑒𝑘 · (𝑒𝑖 ⊗ 𝑒𝑗) = 𝛿𝑘𝑖𝑒𝑗. (2.6)

Главные инварианты произвольного тензора 𝐴 второго ранга обозначаются как I1(𝐴),

I2(𝐴) и I3(𝐴):

I1(𝐴) := tr𝐴, I2(𝐴) := 1
2

[︀
I21(𝐴)− I1(𝐴

2)
]︀
, I3(𝐴) := det𝐴. (2.7)

Полная (субстанциональная, лагранжева, материальная) производная по време-

ни 𝑡 величины (·), которая может быть тензором любого ранга, обозначается 𝑑(·)
𝑑𝑡

и

определена как
𝑑(·)
𝑑𝑡

= 𝜕𝑡 (·) + 𝑢 · ∇⊗ (·) . (2.8)

Частная производная по времени 𝑡 обозначается как 𝜕𝑡 (·). Определим двухточечный

тензор градиента деформации как [46,88]

𝐹 (𝜉, 𝑡) := 𝑟𝑖 ⊗
𝜕𝑥

𝜕𝜉𝑖
=
𝜕𝑥𝑗
𝜕𝜉𝑖

𝑟𝑖 ⊗ 𝑒𝑗 = 𝐹𝑖𝑗𝑟𝑖 ⊗ 𝑒𝑗 (2.9)

и обратный к нему тензор дисторсии как

𝐴 (𝑥, 𝑡) := ∇⊗ 𝜉 = 𝑒𝑖 ⊗
𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑖
=
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑥𝑖

𝑒𝑖 ⊗ 𝑟𝑗 = 𝐴𝑖𝑗𝑒𝑖 ⊗ 𝑟𝑗. (2.10)

Помимо этого, можно показать [46], что для тензора дисторсии (2.10) выполнено усло-

вие совместности:
𝜕𝐴𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑘
𝑒𝑘 ⊗ 𝑒𝑖 ⊗ 𝑟𝑗 =

𝜕𝐴𝑘𝑗

𝜕𝑥𝑖
𝑒𝑘 ⊗ 𝑒𝑖 ⊗ 𝑟𝑗.

Из него, в частности, следует формула

(︀
∇⊗𝐴𝑇

)︀
· 𝑢 = 𝑢 · (∇⊗𝐴) . (2.11)

§ 2.2. Вывод многофазной модели

В настоящем разделе представлен вывод модели типа Баера-Нунциато для опи-

сания динамики двухфазной смеси несмешивающихся фаз («immiscible mixture»). Тер-
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мин «несмешивающиеся фазы» означает, что в набор параметров состояния фаз модели

входят объемные доли фаз.

Рассматривается простейший вариант модели, в котором условия совместной

деформации фаз определяются единственным параметром — объемной долей фазы.

Построенная модель является неравновесной. Каждая фаза описывается собственным

набором переменных, в число которых входит скорость и набор термодинамических

параметров состояния. Взаимодействие фаз определяется обменными слагаемыми, вхо-

дящими в уравнения законов сохранения консервативных величин.

Последовательность изложения имеет следующий вид. Сначала вводятся основ-

ные понятия, связанные с описанием движения среды (как параметризованного вре-

менем отображения отсчетной конфигурации в актуальную). Основное внимание уде-

ляется определению тензоров дисторсии фаз и формулировке закона сохранения мас-

сы. Последний существенно отличается от остальных (законов сохранения импульса и

энергии), так как, по существу, связан с движением среды как геометрическим отоб-

ражением и не связан с конкретными физическими процессами, определяющими это

движение.

Далее рассматривается полная система уравнений модели, которая постулиру-

ется с точностью до вида определяющих соотношений. Она включает в себя законы

сохранения массы, импульса и энергии. Они дополняются уравнением состояния и эн-

тропийным неравенством, выражающим второй закон термодинамики.

После этого применяется процедура Колмана-Нолла, суть которой — использо-

вание энтропийного неравенства как ограничения на возможный вид определяющих

соотношений модели.

Модель, описывающая эволюцию многоскоростного многофазного континуума,

определяемая составом и формой входящих в нее уравнений, может иметь различный

вид и быть построена различными способами. В дальнейшем при построении модели бу-

дем руководствоваться так называемыми «аксиомами Трусделла» [89], суть которых —

указать структуру многофазной модели с учетом того, как устроены более простые,

однофазные модели. В качестве однофазного «предельного» случая многофазной ги-

перупругой модели здесь выступает гиперупругая модель Годунова-Роменского. При

выводе модели динамики многофазных сред используются (среди прочих; полный спи-

сок аксиом метафизики Трусделла нам далее не понадобится, неуказанные аксиомы

выполняются тождественно и не влияют на вывод модели) два предположения:

1. Поведение каждой фазы совпадает с поведением однофазной среды за исключе-

нием случаев межфазного взаимодействия (обмен импульсом и энергией на меж-

фазных границах);

2. Законы сохранения для смеси должны иметь такой же вид, как и для однофазной

среды и следовать из суммирования законов сохранения для каждой из фаз.
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В целом будем следовать обоснованной методике, предложенной в рамках раци-

ональной механики сплошных сред [89] и использованной, в частности, в оригинальной

работе [1].

2.2.1. Основные определения

и «геометрические» уравнения

Будем считать, что двухфазная среда описывается двумя взаимопроникающи-

ми континуумами, присутствующими в каждой точке 𝑥 пространства R3 в каждый

момент времени 𝑡 ⩾ 0. Состояние континуумов описывается одинаковым набором па-

раметров состояния. Перемещение материальных точек континуумов 𝑝 = 1, 2 задается

определенным во всем пространстве отображением 𝑥𝑝 = 𝜑𝑝(𝜉𝑝, 𝑡), где 𝜉𝑝 — лагранжевы

координаты материальных точек континуума 𝑝, 𝑥𝑝 — эйлерова координата лагранже-

вой точки 𝜉𝑝. Соответствующие поля скоростей определяются как 𝑢𝑝 = 𝑢𝑝(𝑡,𝑥) = 𝜕𝑡𝜑
𝑝.

Континуумы будем считать соответствующими одной определенной фазе и в дальней-

шем будем отождествлять эти термины.

Движение, дисторсия и плотность

Пусть элемент сплошной среды объемом 𝑉 состоит из двух несмешивающихся

фаз с номерами 𝑝 = 1, 2. Обозначим объем, занимаемый каждой фазой, как 𝑉 𝑝. Будем

считать, что присутствующие в объеме 𝑉 фазы заполняют его целиком, то есть

𝑉 (1) + 𝑉 (2) = 𝑉. (2.12)

Введём объемную долю 𝛼𝑝 (𝑥, 𝑡) фазы с номером 𝑝 как 𝛼𝑝 = 𝑉 𝑝/𝑉 . Тогда условие (2.12)

можно переписать в виде ∑︁
𝑝=1,2

𝛼𝑝 = 1. (2.13)

Замечание 2.2.1. Условия (2.12) и (2.13) являются внешними ограничениями, которые накла-

дываются на движение среды. В ситуациях, отличных от рассматриваемой в настоящей работе,

они могут не выполняться (например, это справедливо для сыпучих сред).

Введем среднюю плотность среды 𝜌 как:

𝜌 =
𝑀

𝑉
=
𝛾(1)𝑉 (1) + 𝛾(2)𝑉 (2)

𝑉
= 𝛼(1)𝛾(1) + 𝛼(2)𝛾(2) = 𝜌(1) + 𝜌(2), (2.14)

а также средний импульс среды 𝜌𝑢,

𝜌𝑢 = 𝛼(1)𝛾(1)𝑢(1) + 𝛼(2)𝛾(2)𝑢(2) = 𝜌(1)𝑢(1) + 𝜌(2)𝑢(2), (2.15)

и среднюю полную энергию среды 𝐸,

𝜌𝐸 = 𝛼(1)𝛾(1)𝐸(1) + 𝛼(2)𝛾(2)𝐸(2) = 𝜌(1)𝐸(1) + 𝜌(2)𝐸(2). (2.16)
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Истинная плотность 𝛾𝑝 (𝑥, 𝑡) фазы с номером 𝑝 равна

𝛾𝑝 =
𝑚𝑝

𝑉 𝑝
, (2.17)

а средняя плотность 𝜌𝑝 фазы с номером 𝑝 —

𝜌𝑝 = 𝛼𝑝𝛾𝑝. (2.18)

Отметим, что средняя плотность смеси

𝜌 =
∑︁
𝑝=1,2

𝜌𝑝. (2.19)

Далее будем считать, что фазы не обмениваются массой (в частности, в среде отсут-

ствуют химические реакции).

Замечание 2.2.2. Это условие существенно. При добавлении обменных массовых слагаемых

изменится множество параметров состояния системы — как показано в работе [81], для ее

описания будет недостаточно использовать истинные или средние плотности, объемные доли

фаз и их дисторсию.

Отметим, что именно такой подход изначально применяется в оригинальной модели

Баера-Нунциато, описанной в работе [1]. Как показано в работе [81], построенная модель не

вполне корректна, если происходит обмен массой между фазами — хотя именно для такого

типа задач (переход дефлаграции в детонацию), модель Баера-Нунциато и создавалась.

Постулируем, что истинные плотности фаз могут быть определены как

𝛾𝑝 = 𝛾𝑝0 det𝐴
𝑝, (2.20)

где 𝛾𝑝0 — истинная плотность фазы 𝑝 в отсчетной конфигурации, 𝐴𝑝 — «истинный»

тензор дисторсии (термин «истинный» здесь обозначает, что уравнение (2.20) опреде-

ляет истинную, а не среднюю плотность фазы). Уравнение для эволюции последнего

по определению постулируются в виде:

.
𝐴𝑝 = − (∇⊗ 𝑢𝑝) ·𝐴𝑝 + 𝑙𝑝, (2.21)

где 𝑙𝑝 — обменное слагаемое, связанное с выполнением условий совместного деформиро-

вания фаз. Субстанциональная (материальная, лагранжева) производная для каждой

из фаз определена аналогично (2.8)

.
(·)𝑝 = 𝜕

𝜕𝑡
(·)𝑝 + 𝑢𝑝 · ∇⊗ (·)𝑝 . (2.22)

Отметим, что левая часть уравнения (2.21) в точности совпадает с аналогичным урав-

нением для однофазной гиперупругой модели Годунова-Роменского. В отличие от од-
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нофазного случая, здесь это уравнение не является следствием уравнения движения

среды, а постулируется как первичное соотношение.

Далее будем считать объемные доли 𝛼𝑝 первичными параметрами состояния сре-

ды, а уравнение (2.18) — определением средней плотности фазы. Очевидно, что ввиду

определения (2.20) и соотношения (2.18) тензор 𝑙𝑝 не может быть выбран произвольно.

Определим, каким условиям должен удовлетворять тензор 𝑙𝑝. Можно показать

(см. [21]), что следствием уравнений (2.21) и (2.20) и сделанных допущений является

следующее уравнение, описывающее баланс истинных плотностей фаз:

.
𝛾𝑝 = −𝛾𝑝∇ · 𝑢𝑝 + 𝛾𝑝 (𝐴𝑝)−𝑇 : 𝑙𝑝. (2.23)

Получим теперь уравнение для эволюции средней плотности фазы, определенной соот-

ношением (2.18). Из (2.18) и (2.23) следует, что

𝜕𝑡𝜌
𝑝 +∇ · (𝜌𝑝𝑢𝑝) = 𝜌𝑝 (𝐴𝑝)−𝑇 : 𝑙𝑝 + 𝛾𝑝

.
𝛼𝑝. (2.24)

В силу того, что средняя плотность 𝜌𝑝 фазы является консервативной величиной (в

отличие от ее истинной плотности 𝛾𝑝), получаем:

(𝐴𝑝)−𝑇 : 𝑙𝑝 = −
.
𝛼𝑝

𝛼𝑝
. (2.25)

Отметим, что в силу того, что 𝐴𝑝 — невырожденный тензор и
.
𝛼𝑝 ̸≡ 0, то 𝑙𝑝 ̸≡ 0. В

результате следствием введенных выше определений и условия (2.25) является закон

сохранения массы фазы с индексом 𝑝 в виде

.
𝜌𝑝 = −𝜌𝑝∇ · 𝑢𝑝. (2.26)

Таким образом, приведенный вид обменного слагаемого в уравнении на компоненты

тензора дисторсии обеспечивает корректный вид уравнения неразрывности в много-

фазном случае.

Замечание 2.2.3. При выборе обменного слагаемого согласно условию, сформулированному в

уравнении (2.25), уравнения (2.21), (2.26) и (2.20) являются связанными, как и в однофазном

случае. Таким образом, обеспечивается корректное «определение» тензора дисторсии через

условие (2.20), а также соответствие уравнений эволюции компонент тензора дисторсии (2.21)

и закона сохранения масс (2.26), которые в предельном однофазном случае переходят в свои

однофазные аналоги.

Мера деформации

Для инвариантности определяющих соотношений относительно рассматривае-

мой системы отсчета выберем в качестве меры деформации симметричный метрический
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тензор деформации (тензор Фингера):

𝐺𝑝 = 𝐴𝑝 · (𝐴𝑝)𝑇 . (2.27)

Получим эволюционное уравнение для компонентов метрического тензора деформации.

Для полной производной метрического тензора имеем

.
𝐺𝑝 = 𝐴𝑝 ·

(︁ .
𝐴𝑝
)︁𝑇

+
.
𝐴𝑝 · (𝐴𝑝)𝑇 . (2.28)

Из уравнения (2.28) с учетом (2.21) можно прийти к (см. [21]):

.
𝐺𝑝 = −𝐺 · (∇⊗ 𝑢𝑝)𝑇 − (∇⊗ 𝑢𝑝) ·𝐺+Φ𝑝, (2.29)

где

Φ𝑝 = 𝐴𝑝 · (𝑙𝑝)𝑇 + 𝑙𝑝 · (𝐴𝑝)𝑇 . (2.30)

Получим условие, эквивалентное (2.25) для обменного слагаемого Φ. Для этого примем,

что истинная плотность фазы 𝑝 определяется компонентами метрического тензора де-

формации: 𝛾𝑝 = 𝛾𝑝 (𝐺𝑝). Помимо этого, из определения 𝐺𝑝 согласно уравнению (2.27)

следует, что

det𝐺𝑝 = det
(︁
𝐴𝑝 · (𝐴𝑝)𝑇

)︁
= det𝐴𝑝 det (𝐴𝑝)𝑇 = (det𝐴𝑝)2 .

Тогда уравнение (2.20) примет вид:

𝛾𝑝 = 𝛾𝑝0
√
det𝐺𝑝.

Отсюда получим для материальной производной истинной плотности:

.
𝛾𝑝 (𝐺𝑝) =

𝜕𝛾𝑝

𝜕𝐺𝑝
:
.
𝐺𝑝. (2.31)

Для первого множителя получим:

𝜕𝛾𝑝

𝜕𝐺𝑝
=
𝜕𝛾𝑝0

√
det𝐺𝑝

𝜕𝐺𝑝
=

𝛾0

2
√
det𝐺𝑝

𝜕det𝐺𝑝

𝜕𝐺𝑝
=

𝛾0

2
√
det𝐺𝑝

det𝐺𝑝 (𝐺𝑝)−𝑇 =
1

2
𝛾𝑝 (𝐺𝑝)−𝑇 .

Подставляя уравнение (2.29) для эволюции метрического тензора деформации в урав-

нение (2.31), придем к:

.
𝛾𝑝 (𝐺𝑝) = −𝛾𝑝 (∇ · 𝑢𝑝) +

1

2
𝛾𝑝 (𝐺𝑝)−𝑇 : Φ𝑝.

Тогда для средней плотности можно получить уравнение:

.
𝜌𝑝 = −𝜌𝑝∇ · 𝑢𝑝 +

1

2
𝜌𝑝 (𝐺𝑝)−𝑇 : Φ𝑝 + 𝛾𝑝

.
𝛼𝑝,
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или

𝜕𝑡𝜌
𝑝 +∇ · (𝜌𝑝𝑢𝑝) =

1

2
𝜌𝑝 (𝐺𝑝)−𝑇 : Φ𝑝 + 𝛾𝑝

.
𝛼𝑝.

Следовательно, эквивалентным условию (2.25) для обменного слагаемого Φ𝑝 в (2.29)

будет условие:

1

2
(𝐺𝑝)−𝑇 : Φ𝑝 = −

.
𝛼𝑝

𝛼𝑝
.

2.2.2. Основные уравнения

В соответствии со сформулированными во введении к разделу 2.2 принципами,

многофазная модель строится из основополагающих законов сохранения для каждой из

фаз 𝑝 = 1, 2 с учетом обменных слагаемых и определяющих соотношений для истинных

тензоров дисторсии фаз. Соответствующая система законов сохранения модели имеет

вид:

𝜕𝑡𝜌
𝑝 +∇ · (𝜌𝑝𝑢𝑝) = 0, (2.32a)

𝜕𝑡 (𝜌
𝑝𝑢𝑝) +∇ · (𝜌𝑝𝑢𝑝 ⊗ 𝑢𝑝 − 𝑇 𝑝) = −𝑇 I · ∇𝛼𝑝 + 𝒮𝑝

𝑢, (2.32b)

𝜕𝑡 (𝜌
𝑝𝐸𝑝) +∇ · (𝜌𝑝𝐸𝑝𝑢𝑝 − 𝑇 𝑝 · 𝑢) = −𝑇 I :

(︀
𝑢I ⊗∇𝛼𝑝

)︀
+ 𝒮𝑝

𝐸, (2.32c)

где 𝜌𝑝 = 𝛼𝑝𝛾𝑝 — средняя плотность фазы, 𝑇 I — интерфейсное напряжение, 𝑢I — ин-

терфейсная скорость, 𝒮𝑝
𝑢 — обменное слагаемое в законе сохранения импульса, 𝒮𝑝

𝐸 —

обменное слагаемое в законе сохранения энергии; согласно сформулированным выше

принципам построения многофазной модели, обменные слагаемые должны удовлетво-

рять условиям:

𝒮(1)
𝑢 + 𝒮(2)

𝑢 = 0, 𝒮(1)
𝐸 + 𝒮(2)

𝐸 = 0. (2.33)

Полная энергия для каждой из фаз определена как

𝐸𝑝 = 𝒰𝑝 +
1

2
𝑢𝑝 · 𝑢𝑝.

В дальнейшем будет использована лагранжева форма описанных выше уравнений. Со-

ответствующая система уравнений имеет вид:

.
𝜌𝑝 = −𝜌𝑝∇ · 𝑢𝑝, (2.34a)

𝜌𝑝
.
𝑢𝑝 = ∇ · 𝑇 𝑝 − 𝑇 I · ∇𝛼𝑝 + 𝒮𝑝

𝑢, (2.34b)

𝜌𝑝
.
𝒰𝑝 = 𝑇 𝑝 : (∇⊗ 𝑢𝑝)− 𝑇 I :

(︀(︀
𝑢I − 𝑢𝑝

)︀
⊗∇𝛼𝑝

)︀
+ 𝒮𝑝

𝐸 − 𝑢𝑝 · 𝒮𝑝
𝑢. (2.34c)

Замечание 2.2.4. Постулируемый вид уравнений (2.32) или (2.34) формально может быть обос-

нован различными способами, как в рамках феноменологических подходов (см., например, [47]

или [81]), так и в рамках подходов, основанных на усреднении микромеханических моделей [2].

Любая из систем (2.32) и (2.34) должна быть дополнена следующими определя-

ющими соотношениями:
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� определяющим уравнением (2.21) для тензора дисторсии фазы 𝑝 = 1, 2, которое

повторим здесь в виде
.
𝐴𝑝 = − (∇⊗ 𝑢𝑝) ·𝐴𝑝 + 𝑙𝑝,

где обменное слагаемое 𝑙𝑝 удовлетворяет сформулированному в предыдущем раз-

деле соотношению (2.25).

� определяющим соотношением для объемной доли 𝛼𝑝 фазы 𝑝 = 1, 2:

.
𝛼𝑝 = 𝑓 (· · · ) ,

где 𝑓 (· · · ) — заданная функция параметров состояния системы.

� уравнением состояния для каждой из фаз 𝑝 = 1, 2, которое имеет вид заданной

зависимости внутренней энергии фазы от своих естественных переменных, где

мера деформации должна быть выражена каким-либо симметричным тензором (в

настоящей работе используется введенный ранее метрический тензор деформации

для каждой из фаз 𝐺𝑝):

𝒰𝑝 = 𝒰𝑝 (𝛼𝑝,𝐺𝑝, 𝜂𝑝) ,

где 𝜂𝑝 — энтропия фазы с номером 𝑝.

2.2.3. Уравнения для объемной доли

и вид обменного слагаемого для дисторсии

Уравнение для объемной доли

Определяющие соотношения для объемных долей постулируем в виде:

𝜕𝑡𝛼
𝑝 + 𝑢I · ∇𝛼𝑝 = 𝒮𝑝

𝛼, 𝑝 = 1, 2, (2.35)

где 𝑢I – так называемая интерфейсная скорость, выражение для которой будет опре-

делено ниже. Из условия (2.13) следует, что

𝒮(2)
𝛼 = 𝜕𝑡𝛼

(2) + 𝑢I · ∇𝛼(2) = −𝜕𝑡𝛼(1) − 𝑢I · ∇𝛼(1) = −𝒮(1)
𝛼 . (2.36)

Таким образом, условия (2.33) для обменных слагаемых должны быть дополнены еще

одним:

𝒮(1)
𝛼 + 𝒮(2)

𝛼 = 0. (2.37)

С учетом уравнения (2.36) получим:

.
𝛼𝑝 = 𝜕𝑡𝛼

𝑝 + 𝑢𝑝 · ∇𝛼𝑝 = 𝒮𝑝
𝛼 +

(︀
𝑢𝑝 − 𝑢I

)︀
· ∇𝛼𝑝,
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откуда

.
𝛼𝑝 = 𝒮𝑝

𝛼 +
(︀
𝑢𝑝 − 𝑢I

)︀
· ∇𝛼𝑝 = 𝒮𝑝

𝛼 +
(︀(︀
𝑢𝑝 − 𝑢I

)︀
⊗∇𝛼𝑝

)︀
: 𝐼, 𝑝 = 1, 2. (2.38)

Вид обменного слагаемого для дисторсии

Обменное слагаемое для дисторсии имеет вид (2.25)

(𝐴𝑝)−𝑇 : 𝑙𝑝 = −
.
𝛼𝑝

𝛼𝑝
. (2.39)

Как видно из этого уравнения, которое представляет собой одно уравнение относи-

тельно девяти компонентов тензора 𝑙𝑝, вид последнего может быть достаточно общим.

Попробуем уточнить его. Для этого сначала выполним замену переменных, положив

𝑙𝑝 = 𝑄𝑝 ·𝐴𝑝. (2.40)

Такое 𝑄𝑝 всегда существует в силу того, что тензор 𝐴𝑝 — невырожденный. Подставляя

последнее соотношение в (2.39), получим:

tr𝑄𝑝 ≡ 𝑄𝑝 : 𝐼 = −
.
𝛼𝑝

𝛼𝑝
.

С учетом (2.38) получим:

𝑄𝑝 : 𝐼 = − 1

𝛼𝑝

[︀
𝒮𝑝
𝛼 +

(︀
𝑢𝑝 − 𝑢I

)︀
· ∇𝛼𝑝

]︀
. (2.41)

Введем обозначения

𝑎𝑝 = 𝑢𝑝 − 𝑢I, 𝑏𝑝 = ∇𝛼𝑝. (2.42)

Сделаем следующие допущения:

1. 𝑄𝑝 — тензорная функция векторов 𝑎𝑝 и 𝑏𝑝 и скалярных инвариантов параметров

состояния среды;

2. Среда является изотропной, другими словами, группа симметрий среды — полная

изотропная группа 𝑂(3), состоящая из ортогональных матриц 𝒬 с определите-

лем det𝒬 = ±1.

В этом случае для 𝑄𝑝 в соответствии с [90] справедливо представление (индекс 𝑝 здесь

и далее для краткости опустим):

𝑄 = 𝑞0(𝜉; 𝜉
*)𝐼 + 𝑞1(𝜉; 𝜉

*)⟨𝑎⊗ 𝑏⟩s + 𝑞2(𝜉; 𝜉
*)[𝑎⊗ 𝑏]a, (2.43)

где 𝑞0,1,2 —функции от 𝜉 = {𝑎 · 𝑎,𝑎 · 𝑏, 𝑏 · 𝑏}, являющихся инвариантами системы век-

торов 𝑎 и 𝑏, и 𝜉*, являющихся скалярными инвариантами других (отличных от 𝑎 и 𝑏)
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параметров состояния среды,

⟨𝑋⟩s =
1

2
(𝑋 +𝑋T), [𝑋]a =

1

2
(𝑋 −𝑋T),

— симметричная и кососимметричная часть тензора 𝑋, 𝑋 = [𝑋]s + ⟨𝑋⟩a.
Из свойств симметричной и кососимметричной матриц следует, что

𝐼 : 𝐼 = 3, ⟨𝑎⊗ 𝑏⟩s : 𝐼 = 𝑎 · 𝑏, [𝑎⊗ 𝑏]a : 𝐼 = 0.

Отсюда с учетом (2.43) следует, что:

𝑄 : 𝐼 = 3𝑞0 + (𝑎 · 𝑏) 𝑞1.

С другой стороны, из (2.41) имеем:

𝑄 : 𝐼 = − 1

𝛼𝑝

(︀
𝒮(𝑝)
𝛼 + 𝑎 · 𝑏

)︀
.

Таким образом, функции 𝑞0 и 𝑞1 должны удовлетворять тождеству

3𝑞0 + (𝑎 · 𝑏) 𝑞1 = − 1

𝛼𝑝

(︀
𝒮(𝑝)
𝛼 + 𝑎 · 𝑏

)︀
.

Величина 𝑄 : 𝐼 зависит от 𝑎 · 𝑏 двояко: во-первых, как от аргумента функций 𝑞0,1,2 —

скалярного инварианта системы системы двух векторов, 𝑎 и 𝑏; во-вторых, как от непо-

средственно 𝑎 · 𝑏. Поэтому положим в (2.43)

𝑞0 = − 1

3𝛼𝑝

[𝒮𝑝
𝛼 + 𝜔(𝑎 · 𝑏)] , 𝑞1 = − 1

𝛼𝑝

(1− 𝜔), (2.44)

считая, что 𝜔 ∈ [0, 1] — параметр. Обозначим �̄� = 1 − 𝜔. Далее для простоты будем

полагать, что

𝑞2 = 𝑞1.

В этом случае представление (2.43) принимает вид:

𝑄 = 𝑞0𝐼 + 𝑞1𝑎⊗ 𝑏,

где параметры 𝑞0,1 определены согласно (2.44). В развернутом виде последнее выраже-

ние имеет вид:

𝑄 = 𝑞0𝐼 + 𝑞1𝑎⊗ 𝑏 = − 1

𝛼𝑝

[︂
1

3
𝒮𝛼𝐼 +

1

3
𝜔(𝑎 · 𝑏)𝐼 + �̄�𝑎⊗ 𝑏

]︂
.
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Отсюда с учетом (2.40) получим:

𝑙𝑝 = 𝑄𝑝 ·𝐴𝑝 = − 1

𝛼𝑝

[︂
1

3
𝒮𝑝
𝛼𝐼 +

1

3
𝜔(𝑎 · 𝑏)𝐼 + �̄�𝑎⊗ 𝑏

]︂
·𝐴𝑝.

Полагая 𝒮𝑝
𝛼 = 𝜔𝒮𝑝

𝛼 + �̄�𝒮𝑝
𝛼, запишем последнее выражение в виде:

𝑙𝑝 = 𝜔𝑙1,𝑝 + �̄�𝑙2,𝑝, (2.45)

где

𝑙1,𝑝 = − 1

3𝛼𝑝
[𝒮𝑝

𝛼𝐼 + (𝑎𝑝 · 𝑏𝑝)𝐼] ·𝐴𝑝 = −
.
𝛼𝑝

3𝛼𝑝
𝐴𝑝, (2.46a)

𝑙2,𝑝 = − 1

𝛼𝑝

[︂
1

3
𝒮𝑝
𝛼𝐼 + 𝑎𝑝 ⊗ 𝑏𝑝

]︂
·𝐴𝑝. (2.46b)

Таким образом, с учетом (2.42)

𝑙𝑝 = −𝜔
.
𝛼𝑝

3𝛼𝑝
𝐴𝑝 − �̄�

1

𝛼𝑝

[︂
1

3
𝒮𝑝
𝛼𝐼 +

(︀
𝑢𝑝 − 𝑢I

)︀
⊗∇𝛼𝑝

]︂
·𝐴𝑝. (2.47)

Вид обменного слагаемого для метрического тензора деформации

С учетом (2.45), (2.46a), (2.46b) выражение (2.30) для обменных слагаемых Φ𝑝

можно записать в виде:

Φ𝑝 = 𝐴𝑝 · (𝑙𝑝)𝑇 + 𝑙𝑝 · (𝐴𝑝)𝑇 = 𝜔Φ1,𝑝 + �̄�Φ2,𝑝,

где

Φ1,𝑝 = 𝐴𝑝 ·
(︀
𝑙1,𝑝
)︀𝑇

+ 𝑙1,𝑝 · (𝐴𝑝)𝑇 , Φ2,𝑝 = 𝐴𝑝 ·
(︀
𝑙2,𝑝
)︀𝑇

+ 𝑙2,𝑝 · (𝐴𝑝)𝑇 .

Слагаемое Φ1,𝑝 Из (2.46a) имеем:

Φ1,𝑝 = −
.
𝛼𝑝

3𝛼𝑝
𝐴𝑝 · (𝐴𝑝)𝑇 −

.
𝛼𝑝

3𝛼𝑝
𝐴𝑝 · (𝐴𝑝)𝑇 = −2

.
𝛼𝑝

3𝛼𝑝
𝐺𝑝. (2.48)

Слагаемое Φ2,𝑝 Для (2.46b) имеем:

𝑙2,𝑝 = − 1

𝛼𝑝

[︂
1

3
𝒮𝑝
𝛼𝐼 +

(︀
𝑢𝑝 − 𝑢I

)︀
⊗∇𝛼𝑝

]︂
·𝐴𝑝,

откуда (см. [21])

Φ2,𝑝 = − 2

3𝛼𝑝
𝒮𝑝
𝛼𝐺

𝑝−
(︂

1

𝛼𝑝

[︀(︀
𝑢𝑝 − 𝑢I

)︀
⊗∇𝛼𝑝

]︀
·𝐺𝑝

)︂𝑇

− 1

𝛼𝑝

[︀(︀
𝑢𝑝 − 𝑢I

)︀
⊗∇𝛼𝑝

]︀
·𝐺𝑝. (2.49)
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Слагаемое в процедуре Колмана-Нолла

В дальнейшем, при анализе энтропийного неравенства в процедуре Колмана-

Нолла, нам понадобится значение выражения

𝒜𝑝 :=
1

2

(︀
(𝐺𝑝)−1 · 𝑇 𝑝

)︀
: Φ𝑝. (2.50)

Для того чтобы не прерывать последовательность вывода вспомогательными вычисле-

ниями, проведем их тут с учетом полученных выше выражений (2.48),(2.49) для Φ𝛼,𝑝,

𝛼 = 1, 2.

В силу того, что (2.50) линейно по Φ, представим его в виде

𝒜𝑝 = 𝜔𝒜1,𝑝 + �̄�𝒜2,𝑝.

Вычислим слагаемые по отдельности.

Вычисление 𝒜1,𝑝 По определению имеем:

𝒜1,𝑝 =
1

2

(︀
(𝐺𝑝)−1 · 𝑇 𝑝

)︀
: Φ1,𝑝 =

1

2

(︀
(𝐺𝑝)−1 · 𝑇 𝑝

)︀
:

(︃
−2

.
𝛼𝑝

3𝛼𝑝
𝐺𝑝

)︃
= −

.
𝛼𝑝

3𝛼𝑝
𝑇 𝑝 : 𝐼. (2.51)

Вычисление 𝒜2,𝑝 Из (2.50) и (2.49) имеем (см. [21]):

𝒜2,𝑝 =
1

2

(︀
(𝐺𝑝)−1 · 𝑇 𝑝

)︀
: Φ2,𝑝 = − 1

3𝛼𝑝
𝒮𝑝
𝛼𝑇

𝑝 : 𝐼− 1

2𝛼𝑝

[︀(︀
𝑢𝑝 − 𝑢I

)︀
⊗∇𝛼𝑝

]︀
:
(︀
𝑇 𝑝 + (𝐺𝑝)−1 · 𝑇 𝑝 ·𝐺𝑝

)︀
.

Далее будет показано, что для тензора напряжений верна формула Мурнагана

вида:

𝑇 𝑝 = −2𝜌𝑝𝐺𝑝 · 𝜕𝜓
𝑝

𝜕𝐺𝑝
.

Тогда

(𝐺𝑝)−1 · 𝑇 𝑝 ·𝐺𝑝 = −2𝜌𝑝 (𝐺𝑝)−1 ·𝐺𝑝 · 𝜕𝜓
𝑝

𝜕𝐺𝑝
·𝐺𝑝 = −2𝜌𝑝

𝜕𝜓𝑝

𝜕𝐺𝑝
·𝐺𝑝 = (𝑇 𝑝)𝑇 = 𝑇 𝑝,

откуда

𝒜2,𝑝 = − 1

3𝛼𝑝
𝒮𝑝
𝛼𝑇

𝑝 : 𝐼 − 1

𝛼𝑝
𝑇 𝑝 :

[︀(︀
𝑢𝑝 − 𝑢I

)︀
⊗∇𝛼𝑝

]︀
. (2.52)

Вычисление 𝒜𝑝 Для 𝒜𝑝 = 𝜔𝒜1,𝑝 + �̄�𝒜2,𝑝 из (2.51) и (2.52) имеем

𝒜𝑝 = 𝜔

(︃
−

.
𝛼𝑝

3𝛼𝑝
𝑇 𝑝 : 𝐼

)︃
+ �̄�

(︂
− 1

3𝛼𝑝
𝒮𝑝
𝛼𝑇

𝑝 : 𝐼 − 1

𝛼𝑝
𝑇 𝑝 :

[︀(︀
𝑢𝑝 − 𝑢I

)︀
⊗∇𝛼𝑝

]︀)︂
.

46



С учетом выражения (2.38) для материальной производной
.
𝛼𝑝 получим:

𝒜𝑝 = 𝜔

(︂
− 1

3𝛼𝑝
𝑇 𝑝 : 𝐼

(︀
𝒮𝑝
𝛼 +

(︀
𝑢𝑝 − 𝑢I

)︀
· ∇𝛼𝑝

)︀)︂
+

+ �̄�

(︂
− 1

3𝛼𝑝
𝒮𝑝
𝛼𝑇

𝑝 : 𝐼 − 1

𝛼𝑝
𝑇 𝑝 :

[︀(︀
𝑢𝑝 − 𝑢I

)︀
⊗∇𝛼𝑝

]︀)︂
.

Отсюда с учетом

(𝑇 𝑝 : 𝐼)
(︀
𝑢𝑝 − 𝑢I

)︀
· ∇𝛼𝑝 =

(︀(︀
𝑢𝑝 − 𝑢I

)︀
⊗∇𝛼𝑝

)︀
: (𝑇 𝑝 : 𝐼) 𝐼

имеем:

𝒜𝑝 = 𝜔

[︂
− 1

3𝛼𝑝
𝒮𝑝
𝛼𝑇

𝑝 : 𝐼 − 1

𝛼𝑝

(︀(︀
𝑢𝑝 − 𝑢I

)︀
⊗∇𝛼𝑝

)︀
:
𝑇 𝑝 : 𝐼

3
𝐼

]︂
+

+ �̄�

[︂
− 1

3𝛼𝑝
𝒮𝑝
𝛼𝑇

𝑝 : 𝐼 − 1

𝛼𝑝

(︀(︀
𝑢𝑝 − 𝑢I

)︀
⊗∇𝛼𝑝

)︀
: 𝑇 𝑝

]︂
=

= − 1

3𝛼𝑝
𝒮𝑝
𝛼𝑇

𝑝 : 𝐼 − 1

𝛼𝑝

(︀(︀
𝑢𝑝 − 𝑢I

)︀
⊗∇𝛼𝑝

)︀
:

(︂
𝜔
𝑇 𝑝 : 𝐼

3
𝐼 + �̄�𝑇 𝑝

)︂
. (2.53)

Обозначим

𝐾𝑝 =
1

𝛼𝑝

(︂
𝜔
𝑇 𝑝 : 𝐼

3
𝐼 + �̄�𝑇 𝑝

)︂
. (2.54)

Обратим внимание, что

𝐾𝑝 : 𝐼 =
1

𝛼𝑝

(︂
𝜔
𝑇 𝑝 : 𝐼

3
𝐼 : 𝐼 + �̄�𝑇 𝑝 : 𝐼

)︂
=

1

𝛼𝑝
𝑇 𝑝 : 𝐼.

Тогда уравнение (2.53) преобразуется к виду

𝒜𝑝 = −1

3
𝒮𝑝
𝛼𝐾

𝑝 : 𝐼 −𝐾𝑝 :
(︀(︀
𝑢𝑝 − 𝑢I

)︀
⊗∇𝛼𝑝

)︀
. (2.55)

Отметим, что тензор 𝐾𝑝 симметричный, поскольку тензор 𝑇 𝑝 симметричен.

2.2.4. Энтропийное неравенство

Система уравнений (2.34) должна быть дополнена энтропийным неравенством

в нужной форме. Это энтропийное неравенство не является следствием приведенных

выше уравнений модели и является ее независимым компонентом. Постулируем его в

виде неравенства Клаузиуса-Дюгема вида:∑︁
𝑝=1,2

𝜌𝑝
.
𝜂𝑝 ⩾ 0. (2.56)

Здесь 𝜂𝑝 — энтропия фазы 𝑝. Для удобства дальнейших вычислений перейдем от внут-

ренней энергии к свободной энергии 𝜓𝑝 = 𝜓𝑝 (𝜃𝑝,𝐺𝑝, 𝛼𝑝) с помощью преобразования
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Лежандра по паре переменных (𝜂𝑝, 𝜃𝑝), где 𝜃𝑝 — температура фазы,

𝜓𝑝 = 𝒰𝑝 − 𝜃𝑝𝜂𝑝. (2.57)

Отсюда имеем:

𝜌𝑝
.
𝜂𝑝 =

1

𝜃𝑝

(︁
𝜌𝑝

.
𝒰𝑝 − 𝜌𝑝

.
𝜓𝑝 − 𝜌𝑝𝜂𝑝

.
𝜃𝑝
)︁
.

Тогда неравенство Клаузиуса-Дюгема (2.56) с учетом уравнения баланса внутренней

энергии (2.34c) примет вид

∑︁
𝑝=1,2

1

𝜃𝑝
[︀
𝑇 𝑝 : (∇⊗ 𝑢𝑝)− 𝑇 I :

(︀(︀
𝑢I − 𝑢𝑝

)︀
⊗∇𝛼𝑝

)︀
+

+𝒮𝑝
𝐸 − 𝑢𝑝 · 𝒮𝑝

𝑢 − 𝜌𝑝
.
𝜓𝑝 − 𝜌𝑝𝜂𝑝

.
𝜃𝑝
]︁
⩾ 0. (2.58)

В соответствии с процедурой Колмана-Нолла данное неравенство рассматрива-

ется как ограничение на вид определяющих соотношений, при которых любой процесс

будет допустимым. Для конкретизации видов процессов в форме законов сохранения

необходимо задать соответствующие определяющие соотношения.

2.2.5. Процедура Колмана-Нолла

Диссипативное неравенство

Перейдем к анализу возможного вида определяющих соотношений. Будем счи-

тать, что множество параметров состояния модели имеет вид:

𝜁 =
[︀
𝜁(1), 𝜁(2)

]︀
; 𝜁𝑝 = {𝜃𝑝,𝐺𝑝, 𝛼𝑝} , 𝑝 = 1, 2.

Постулируем, что

𝜓𝑝 = 𝜓𝑝 (𝜁𝑝) , 𝑇 𝑝 = 𝑇 𝑝 (𝜁𝑝) , 𝜂𝑝 = 𝜂𝑝 (𝜁𝑝) ,

𝒮𝑝
𝛼 = 𝒮𝑝

𝛼

(︀
𝜁(1), 𝜁(2)

)︀
, 𝒮𝑝

𝑢 = 𝒮𝑝
𝑢

(︀
𝜁(1), 𝜁(2)

)︀
, 𝒮𝑝

𝐸 = 𝒮𝑝
𝐸

(︀
𝜁(1), 𝜁(2)

)︀
.

(2.59)

Замечание 2.2.5. Отметим, что в более общем случае могут иметь место зависимости 𝜓𝑝 =

𝜓𝑝
(︀
𝜁(1), 𝜁(2)

)︀
. Такой случай далее не рассматривается.

C учетом соотношений (2.59) для материальной производной свободной энергии

придем к:
.
𝜓𝑝 =

𝜕𝜓𝑝

𝜕𝛼𝑝

.
𝛼𝑝 +

𝜕𝜓𝑝

𝜕𝜃𝑝

.
𝜃𝑝 +

𝜕𝜓𝑝

𝜕𝐺𝑝
:
.
𝐺𝑝.
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Подставим полученное выражение в (2.58) и получим:

∑︁
𝑝=1,2

1

𝜃𝑝

[︂
𝑇 𝑝 : (∇⊗ 𝑢𝑝)− 𝑇 I :

(︀(︀
𝑢I − 𝑢𝑝

)︀
⊗∇𝛼𝑝

)︀
+ 𝒮𝑝

𝐸 − 𝑢𝑝 · 𝒮𝑝
𝑢−

− 𝜌𝑝𝜂𝑝
.
𝜃𝑝 − 𝜌𝑝

𝜕𝜓𝑝

𝜕𝛼𝑝

.
𝛼𝑝 − 𝜌𝑝

𝜕𝜓𝑝

𝜕𝜃𝑝

.
𝜃𝑝 − 𝜌𝑝

𝜕𝜓𝑝

𝜕𝐺𝑝
:
.
𝐺𝑝

]︂
⩾ 0.

Далее, используя эволюционное уравнение (2.29) для метрического тензора деформа-

ции, получим

∑︁
𝑝=1,2

1

𝜃𝑝

[︂
𝑇 𝑝 : (∇⊗ 𝑢𝑝)− 𝑇 I :

(︀(︀
𝑢I − 𝑢𝑝

)︀
⊗∇𝛼𝑝

)︀
+ 𝒮𝑝

𝐸 − 𝑢𝑝 · 𝒮𝑝
𝑢 − 𝜌𝑝𝜂𝑝

.
𝜃𝑝−

− 𝜌𝑝
𝜕𝜓𝑝

𝜕𝛼𝑝

.
𝛼𝑝 − 𝜌𝑝

𝜕𝜓𝑝

𝜕𝜃𝑝

.
𝜃𝑝 + 2𝜌𝑝𝐺𝑝 · 𝜕𝜓

𝑝

𝜕𝐺𝑝
: (∇⊗ 𝑢𝑝)− 𝜌𝑝

𝜕𝜓𝑝

𝜕𝐺𝑝
: Φ𝑝

]︂
⩾ 0. (2.60)

Корректная система определяющих соотношений является частным решением неравен-

ства (2.60). Конкретный пример такого решения, соответствующего рассматриваемой

модели, выводится ниже.

«Внутренние» параметры фаз

Определим следующие величины:

𝛽𝑝 := 𝜌𝑝
𝜕𝜓𝑝

𝜕𝛼𝑝
(2.61)

— конфигурационное давление;

𝑇 𝑝 := −2𝜌𝑝𝐺𝑝 · 𝜕𝜓
𝑝

𝜕𝐺𝑝
(2.62)

— тензор напряжений, определяемый по формуле Мурнагана;

𝜂𝑝 := −𝜕𝜓
𝑝

𝜕𝜃𝑝
(2.63)

— энтропия.

С учетом введенных определений выражение (2.60) сводится к неравенству

∑︁
𝑝=1,2

1

𝜃𝑝

[︂
−𝑇 I :

(︀(︀
𝑢I − 𝑢𝑝

)︀
⊗∇𝛼𝑝

)︀
+ 𝒮𝑝

𝐸 − 𝑢𝑝 · 𝒮𝑝
𝑢 − 𝛽𝑝

.
𝛼𝑝 − 𝜌𝑝

𝜕𝜓𝑝

𝜕𝐺𝑝
: Φ𝑝

]︂
⩾ 0. (2.64)

Данное выражение представляет собой второе начало термодинамики для смеси с уче-

том законов сохранения и определяющих соотношений (2.61), (2.62) и (2.63). Отметим,

что следствием (2.62) является соотношение

𝜕𝜓𝑝

𝜕𝐺𝑝
= − 1

2𝜌𝑝
(𝐺𝑝)−1 · 𝑇 𝑝. (2.65)
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Подставим далее в (2.64) соотношения (2.38) и (2.65), с учетом (2.50) и (2.55), можно

прийти (см. [21]) к неравенству

∑︁
𝑝=1,2

1

𝜃𝑝
[︀(︀
−𝑇 I +𝒦𝑝

)︀
:
(︀(︀
𝑢I − 𝑢𝑝

)︀
⊗∇𝛼𝑝

)︀
− −1

3
𝒮𝑝
𝛼𝒦𝑝 : 𝐼 + 𝒮𝑝

𝐸 − 𝑢𝑝 · 𝒮𝑝
𝑢

]︂
⩾ 0, (2.66)

где введено обозначение

𝒦𝑝 = 𝐾𝑝 + 𝛽𝑝𝐼. (2.67)

«Обменные» слагаемые

Единственными неопределенными соотношениями являются выражения для об-

менных слагаемых 𝒮𝑝
𝛼, 𝒮𝑝

𝐸 и 𝒮𝑝
𝑢, а также 𝑇

I и 𝑢I. Для их определения введем следующие

обозначения:

𝒟1 =
∑︁
𝑝=1,2

1

𝜃𝑝
[︀(︀
−𝑇 I +𝒦𝑝

)︀
:
(︀(︀
𝑢I − 𝑢𝑝

)︀
⊗∇𝛼𝑝

)︀]︀
, (2.68)

𝒟2 =
∑︁
𝑝=1,2

1

𝜃𝑝

[︂
−1

3
𝒮𝑝
𝛼𝒦𝑝 : 𝐼 + 𝒮𝑝

𝐸 − 𝑢𝑝 · 𝒮𝑝
𝑢

]︂
. (2.69)

Тогда неравенство (2.66) примет вид:

𝒟1 +𝒟2 ⩾ 0.

Рассмотрим отдельные слагаемые последовательно.

Первое слагаемое. Будем считать, что в уравнении (2.68)

𝒟1 =
∑︁
𝑝=1,2

1

𝜃𝑝
[︀(︀
−𝑇 I +𝒦𝑝

)︀
:
(︀(︀
𝑢I − 𝑢𝑝

)︀
⊗∇𝛼𝑝

)︀]︀
= 0. (2.70)

Представим 𝑢I как линейную комбинацию скоростей фаз:

𝑢I = 𝜅(1)𝑢(1) + 𝜅(2)𝑢(2), (2.71)

с пока неопределенными безразмерными коэффициентами 𝜅𝑝, такими что

𝜅(1) + 𝜅(2) = 1, 0 ⩽ 𝜅𝑝 ⩽ 1, 𝑝 = 1, 2.

Тогда

𝑢I − 𝑢(1) = 𝜅(2)
(︀
𝑢(2) − 𝑢(1)

)︀
, 𝑢I − 𝑢(2) = −𝜅(1)

(︀
𝑢(2) − 𝑢(1)

)︀
. (2.72)

После подстановки (2.72) в (2.68) и перегруппировки слагаемых получим:

(︀
𝑢(2) − 𝑢(1)

)︀
⊗∇𝛼(1) :

[︂
𝜅(2)

𝜃(1)

(︁
−𝑇 I +𝒦(1)

)︁
+
𝜅(1)

𝜃(2)

(︁
−𝑇 I +𝒦(2)

)︁]︂
= 0. (2.73)

50



Замечание 2.2.6. Условие (2.73) может быть записано в виде:

𝑍 : 𝐷 = 0,

где 𝑍 =
(︀
𝑢(2) − 𝑢(1)

)︀
⊗ ∇𝛼(1) и 𝐷 = 𝜅(2)

𝜃(1)

(︁
−𝑇 I +𝒦(1)

)︁
+ 𝜅(1)

𝜃(2)

(︁
−𝑇 I +𝒦(2)

)︁
и имеет смысл

уравнения относительно 𝐷. В силу того, что, по предположению, тензор 𝐷 не зависит от 𝑢𝑝

и ∇𝛼𝑝, далее нас будет интересовать только его тривиальное решение 𝐷 := 0.

В соответствии с замечанием выше примем

𝜅(2)

𝜃(1)

(︁
−𝑇 I +𝒦(1)

)︁
+
𝜅(1)

𝜃(2)

(︁
−𝑇 I +𝒦(2)

)︁
= 0.

Таким образом, для интерфейсного напряжения имеем

𝑇 I =
𝒦(1)𝜅(2)𝜃(2) +𝒦(2)𝜅(1)𝜃(1)

𝜅(1)𝜃(1) + 𝜅(2)𝜃(2)
. (2.74)

Второе слагаемое. Считаем, что в (2.69)

𝒟2 =
∑︁
𝑝=1,2

1

𝜃𝑝

[︂
−1

3
𝒮𝑝
𝛼𝒦𝑝 : 𝐼 + 𝒮𝑝

𝐸 − 𝑢𝑝 · 𝒮𝑝
𝑢

]︂
⩾ 0. (2.75)

Постулируем следующий вид обменных слагаемых

𝒮𝑝
𝛼 = −𝜉𝑝

(︂
𝜋I +

1

3
𝒦𝑝 : 𝐼

)︂
, 𝜉𝑝 ⩾ 0, (2.76a)

𝒮𝑝
𝑢 = 𝜒𝑝

(︀
𝑤I − 𝑢𝑝

)︀
, 𝜒𝑝 ⩾ 0, (2.76b)

𝒮𝑝
𝐸 = 𝒮𝑝

1𝐸 + 𝒮𝑝
2𝐸 + 𝒮𝑝

3𝐸, (2.76c)

𝒮𝑝
1𝐸 = 𝜒𝑝𝑤I ·

(︀
𝑤I − 𝑢𝑝

)︀
, (2.76d)

𝒮𝑝
2𝐸 = 𝜉𝑝𝜋I

(︂
𝜋I +

1

3
𝒦𝑝 : 𝐼

)︂
, (2.76e)

𝒮𝑝
3𝐸 = 𝜑 (𝜃𝑝 − 𝜃𝑝) , 𝜑 ⩾ 0, (2.76f)

где 𝑤I — какая-либо («вторая интерфейсная») скорость, 𝜋I —какое-либо («второе ин-

терфейсное») давление, 𝑝 = 1, если 𝑝 = 2, и 𝑝 = 2, если 𝑝 = 1.

С учетом (2.76b) и (2.76d) получим:

𝒮𝑝
1𝐸 − 𝑢𝑝 · 𝒮𝑝

𝑢 = 𝜒𝑝
(︀
𝑤I − 𝑢𝑝

)︀
·
(︀
𝑤I − 𝑢𝑝

)︀
⩾ 0.

Аналогично, из соотношений (2.76a) и (2.76e) следует, что

𝒮𝑝
2𝐸 − 1

3
𝒮𝑝
𝛼𝒦𝑝 : 𝐼 = 𝜉𝑝

(︂
1

3
𝒦𝑝 : 𝐼 + 𝜋I

)︂2

⩾ 0.
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Рассмотрим теперь слагаемое 𝒮𝑝
3𝐸. Для него с учетом (2.76f) верно неравенство

∑︁
𝑝=1,2

𝒮𝑝
3𝐸

𝜃𝑝
=

𝒮𝑝
3𝐸

𝜃𝑝
+

𝒮𝑝
3𝐸

𝜃𝑝
=
𝜑 (𝜃𝑝 − 𝜃𝑝)2

𝜃𝑝𝜃𝑝
⩾ 0.

Таким образом, из условий (2.75), (2.33) и (2.37) следует вид обменных слагае-

мых:

𝒮𝑝
𝐸 = 𝜒𝑝𝑤I ·

(︀
𝑤I − 𝑢𝑝

)︀
+ 𝜉𝑝𝜋I

(︂
𝜋I +

1

3
𝒦𝑝 : 𝐼

)︂
+ 𝜑 (𝜃𝑝 − 𝜃𝑝) , (2.77a)

𝒮𝑝
𝑢 = 𝜒𝑝

(︀
𝑤I − 𝑢𝑝

)︀
, (2.77b)

𝒮𝑝
𝛼 = −𝜉𝑝

(︂
𝜋I +

1

3
𝒦𝑝 : 𝐼

)︂
. (2.77c)

Из условий (2.33) для обменного слагаемого в импульсе получим

𝒮𝑝
𝑢 + 𝒮𝑝

𝑢 = 𝜒𝑝
(︀
𝑤I − 𝑢𝑝

)︀
+ 𝜒𝑝

(︀
𝑤I − 𝑢𝑝

)︀
= 0. (2.78)

Отсюда

𝑤I =
𝜒𝑝𝑢𝑝 + 𝜒𝑝𝑢𝑝

𝜒𝑝 + 𝜒𝑝
. (2.79)

Из условий (2.37) следует, что

𝒮𝑝
𝛼 + 𝒮𝑝

𝛼 = −𝜋𝐼 (𝜉𝑝 + 𝜉𝑝)−
(︂
1

3
𝜉𝑝𝒦𝑝 : 𝐼 +

1

3
𝜉𝑝𝒦𝑝 : 𝐼

)︂
= 0.

Отсюда

𝜋𝐼 = −1

3

𝜉𝑝𝒦𝑝 + 𝜉𝑝𝒦𝑝

𝜉𝑝 + 𝜉𝑝
: 𝐼. (2.80)

Введем следующие обозначения:

𝜈𝑝 =
𝜒𝑝

𝜒𝑝 + 𝜒𝑝
, 𝜍𝑝 + 𝜍𝑝 = 1, 𝜇𝑝 =

𝜉𝑝

𝜉𝑝 + 𝜉𝑝
, 𝜚𝑝 + 𝜚𝑝 = 1.

Тогда уравнения (2.79) и (2.80) приобретут вид:

𝑤I = 𝜈𝑝𝑢𝑝 + 𝜈𝑝𝑢𝑝, 𝜈𝑝 + 𝜈𝑝 = 1, (2.81)

𝜋𝐼 = −1

3
(𝜇𝑝𝒦𝑝 + 𝜇𝑝𝒦𝑝) : 𝐼, 𝜇𝑝 + 𝜇𝑝 = 1. (2.82)

При выборе «вторых интерфейсных» слагаемых согласно (2.81) и (2.82) условие на 𝒮𝐸

из (2.33) также выполнено.

Замечание 2.2.7. Отметим, что при таком выборе 𝑤I и 𝜋I не исключается вариант, когда

𝑤I = 𝑢I, 𝜋I = −1

3
𝑇 I : 𝐼.
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При этом в итоговой системе остается одно интерфейсное напряжение и одна интерфейсная

скорость.

Из (2.81) и (2.82) для обменного слагаемого 𝒮𝑝
𝛼 получим:

𝒮𝑝
𝛼 = −𝜉𝑝

(︂
𝜋I +

1

3
𝒦𝑝 : 𝐼

)︂
= −𝜉𝑝𝜇𝑝

(︂
1

3
𝒦𝑝 : 𝐼 − 1

3
𝒦𝑝 : 𝐼

)︂
. (2.83)

Обозначим

𝜉 = 𝜉𝑝𝜇𝑝 =
𝜉𝑝𝜉𝑝

𝜉𝑝 + 𝜉𝑝
. (2.84)

Аналогично, для обменного слагаемого 𝒮𝑝
𝑢 можно получить:

𝒮𝑝
𝑢 = 𝜒𝑝𝜈𝑝 (𝑢𝑝 − 𝑢𝑝) . (2.85)

Обозначим

𝜒 = 𝜒𝑝𝜈𝑝 =
𝜒𝑝𝜒𝑝

𝜒𝑝 + 𝜒𝑝
. (2.86)

Для обменного слагаемого 𝒮𝑝
𝐸:

𝒮𝑝
𝐸 = 𝜒𝑝𝜈𝑝𝑤I · (𝑢𝑝 − 𝑢𝑝) + 𝜉𝑝𝜇𝑝𝜋I

(︂
1

3
𝒦𝑝 : 𝐼 − 1

3
𝒦𝑝 : 𝐼

)︂
+ 𝜑 (𝜃𝑝 − 𝜃𝑝) . (2.87)

С учетом полученных соотношений релаксационные слагаемые (2.83), (2.85)

и (2.87) приобретают вид:

𝒮𝑝
𝛼 = −1

3
𝜉 (𝒦𝑝 −𝒦𝑝) : 𝐼,

𝒮𝑝
𝑢 = 𝜒 (𝑢𝑝 − 𝑢𝑝) ,

𝒮𝑝
𝐸 = 𝜒𝑤I · (𝑢𝑝 − 𝑢𝑝) +

1

3
𝜉𝜋I (𝒦𝑝 −𝒦𝑝) : 𝐼 + 𝜑 (𝜃𝑝 − 𝜃𝑝) ,

где 𝑤I и 𝜋I определены согласно (2.81) и (2.82).

2.2.6. Замкнутая формулировка модели

Замкнутая формулировка модели включает следующие соотношения:

� система уравнений (2.32) в консервативной форме, выражающую законы сохра-

нения массы, импульса и энергии:

𝜕𝑡𝜌
𝑝 +∇ · (𝜌𝑝𝑢𝑝) = 0,

𝜕𝑡 (𝜌
𝑝𝑢𝑝) +∇ · (𝜌𝑝𝑢𝑝 ⊗ 𝑢𝑝 − 𝑇 𝑝) = −𝑇 I · ∇𝛼𝑝 + 𝒮𝑝

𝑢,

𝜕𝑡 (𝜌
𝑝𝐸𝑝) +∇ · (𝜌𝑝𝐸𝑝𝑢𝑝 − 𝑇 𝑝 · 𝑢) = −𝑇 I :

(︀
𝑢I ⊗∇𝛼𝑝

)︀
+ 𝒮𝑝

𝐸,
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� определяющие соотношения (2.74) для интерфейсного тензора напряжений

𝑇 I =
𝒦(1)𝜅(2)𝜃(2) +𝒦(2)𝜅(1)𝜃(1)

𝜅(1)𝜃(1) + 𝜅(2)𝜃(2)
,

где

𝒦𝑝 =
1

𝛼𝑝

(︂
𝜔
𝑇 𝑝 : 𝐼

3
𝐼 + (1− 𝜔)𝑇 𝑝

)︂
+ 𝛽𝑝𝐼, 𝜔 ∈ [0, 1] .

� определяющие соотношения (2.71) для интерфейсной скорости

𝑢I = 𝜅(1)𝑢(1) + 𝜅(2)𝑢(2),

где 𝜅𝑝 — безразмерные параметры, такие, что

𝜅(1) + 𝜅(2) = 1, 0 ⩽ 𝜅𝑝 ⩽ 1, 𝑝 = 1, 2.

� обменные слагаемые (2.77)

𝒮𝑝
𝐸 = 𝜒𝑤I · (𝑢𝑝 − 𝑢𝑝) +

1

3
𝜉𝜋I (𝒦𝑝 −𝒦𝑝) : 𝐼 + 𝜑 (𝜃𝑝 − 𝜃𝑝) ,

𝒮𝑝
𝑢 = 𝜒 (𝑢𝑝 − 𝑢𝑝) ,

где 𝑤I — «вторая интерфейсная» скорость, которая определена согласно (2.81):

𝑤I = 𝜈𝑝𝑢𝑝 + 𝜈𝑝𝑢𝑝, 𝜈𝑝 + 𝜈𝑝 = 1,

𝜋I — «второе интерфейсное» давление, которое определено согласно (2.82):

𝜋𝐼 = −1

3
(𝜇𝑝𝒦𝑝 + 𝜇𝑝𝒦𝑝) : 𝐼, 𝜇𝑝 + 𝜇𝑝 = 1.

� определяющие уравнения (2.21) для тензора дисторсии фазы 𝑝 = 1, 2:

.
𝐴𝑝 = − (∇⊗ 𝑢𝑝) ·𝐴𝑝 + 𝑙𝑝,

где обменное слагаемое 𝑙𝑝 определено согласно (2.47) и имеет вид:

𝑙𝑝 = −𝜔
.
𝛼𝑝

3𝛼𝑝
𝐴𝑝 − �̄�

1

𝛼𝑝

[︂
1

3
𝒮𝑝
𝛼𝐼 +

(︀
𝑢𝑝 − 𝑢I

)︀
⊗∇𝛼𝑝

]︂
·𝐴𝑝.

� определяющее соотношение (2.35) для объемной доли 𝛼𝑝 фазы 𝑝 = 1, 2:

𝜕𝑡𝛼
𝑝 + 𝑢I · ∇𝛼𝑝 = 𝒮𝑝

𝛼, 𝑝 = 1, 2,
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где обменное слагаемое определено согласно

𝒮𝑝
𝛼 = −1

3
𝜉 (𝒦𝑝 −𝒦𝑝) : 𝐼.

Здесь 𝜋I — какое-либо («второе интерфейсное») давление, которое определено

согласно (2.82).

� уравнение состояния для каждой из фаз 𝑝 = 1, 2, которое имеет вид заданной

зависимости внутренней или свободной энергии фазы от своих естественных пе-

ременных,

𝒰𝑝 = 𝒰(𝐺𝑝, 𝜂𝑝, 𝛼𝑝), 𝜓𝑝 = 𝜓𝑝(𝐺𝑝, 𝜃𝑝, 𝛼𝑝).

� определяющие соотношения для тензора напряжений 𝑇 𝑝 («формула Мурнага-

на») (2.62), энтропии фаз 𝜂𝑝 (2.63) и конфигурационного давления 𝛽𝑝 (2.61), спра-

ведливые в общем случае:

𝑇 𝑝 = −2𝜌𝑝𝐺𝑝 · 𝜕𝜓
𝑝

𝜕𝐺𝑝
, 𝜂𝑝 = −𝜕𝜓

𝑝

𝜕𝜃𝑝
, 𝛽𝑝 = 𝜌𝑝

𝜕𝜓𝑝

𝜕𝛼𝑝
.

Таким образом, наиболее общая форма модели имеет вид:

𝜕𝑡𝛼
𝑝 + 𝑢I · ∇𝛼𝑝 = −1

3
𝜉 (𝒦𝑝 −𝒦𝑝) : 𝐼, (2.88a)

𝜕𝑡𝜌
𝑝 +∇ · (𝜌𝑝𝑢𝑝) = 0, (2.88b)

𝜕𝑡 (𝜌
𝑝𝑢𝑝) +∇ · (𝜌𝑝𝑢𝑝 ⊗ 𝑢𝑝 − 𝑇 𝑝) = −𝑇 I · ∇𝛼𝑝 + 𝜒

(︀
𝑢𝑝

𝑘 − 𝑢𝑝
)︀
, (2.88c)

𝜕𝑡 (𝜌
𝑝𝐸𝑝) +∇ · (𝜌𝑝𝐸𝑝𝑢𝑝 − 𝑇 𝑝 · 𝑢) = −𝑇 I :

(︀
𝑢I ⊗∇𝛼𝑝

)︀
+ (2.88d)

+ 𝜒𝑤I · (𝑢𝑝 − 𝑢𝑝) +
1

3
𝜉𝜋I (𝒦𝑝 −𝒦𝑝) : 𝐼 + 𝜑 (𝜃𝑝 − 𝜃𝑝) ,

.
𝐴𝑝 = − (∇⊗ 𝑢𝑝) ·𝐴𝑝− (2.88e)

− 𝜔

.
𝛼𝑝

3𝛼𝑝
𝐴𝑝 − �̄�

1

𝛼𝑝

[︂
1

3
𝒮𝑝
𝛼𝐼 +

(︀
𝑢𝑝 − 𝑢I

)︀
⊗∇𝛼𝑝

]︂
·𝐴𝑝.

Отметим, что, как показано в [21],

� система законов сохранения для каждой из фаз является материально индиффе-

рентной;

� система законов сохранения для смеси является материально индифферентной;

� при выборе интерфейсной скорости как линейной комбинации скоростей фаз урав-

нение совместности деформаций для каждой из фаз материально индифферентно.

Это обеспечивает выполнение принципов материальной объективности для системы

уравнений модели и определяющих соотношений.
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§ 2.3. Частные случаи

2.3.1. Модели типа Баера-Нунциато

с шаровым тензором напряжений

В настоящем разделе рассматриваются частные случаи общей модели (2.88) и по-

казывается, что сформулированная модель сводится к частным случаям многофазных

моделей, известных в современной литературе.

Будем считать, что тензор напряжений модели является шаровым. Для получе-

ния уравнений этой модели достаточно допустить зависимость свободной энергии толь-

ко от единственного инварианта тензора деформаций Фингера, а именно I3, см. (2.7).

В самом деле, в силу того, что свободная энергия является скалярной функ-

цией тензорного аргумента, ее зависимость от компонент тенора дисторсии или иного

тензора, являющегося мерой деформации, может быть задана только как функция от

инвариантов этого тензора, см., например, [88]. Другими словами, 𝜓𝑝 = 𝜓𝑝 (𝐺𝑝, . . .) =

𝜓𝑝 (I𝑝1, I
𝑝
2, I

𝑝
3, . . .), где I1, I2 и I3 определены согласно (2.7).

Будем считать далее, что 𝜓𝑝 = 𝜓𝑝 (I𝑝3, . . .). В этом случае формула Мурнага-

на (2.62) приобретает вид:

𝑇 𝑝 := −2𝜌𝑝𝐺𝑝 · 𝜕𝜓
𝑝

𝜕𝐺𝑝
= −2𝜌𝑝

𝜕𝜓𝑝

𝜕I𝑝3
𝐺𝑝 :

𝜕I𝑝3
𝜕𝐺𝑝

.

Рассмотрим производную инварианта по компонентам тензора:

𝜕I𝑝3
𝜕𝐺𝑝

=
𝜕det𝐺𝑝

𝜕𝐺𝑝
= det𝐺𝑝 (𝐺𝑝)−𝑇 .

Тогда, с учетом симметричности тензора 𝐺:

𝑇 𝑝 = −2𝜌𝑝 det𝐺𝑝𝜕𝜓
𝑝

𝜕I𝑝3
𝐺𝑝 · (𝐺𝑝)−𝑇 = −2𝜌𝑝 det𝐺𝑝𝜕𝜓

𝑝

𝜕I𝑝3
𝐼.

Поскольку I𝑝3 = (𝛾𝑝/𝛾𝑝0)
2, то 𝜓𝑝 = 𝜓𝑝 (𝛾𝑝, . . .), откуда

𝜕𝜓𝑝

𝜕I𝑝3
=
𝜕𝜓𝑝

𝜕𝛾𝑝
𝜕𝛾𝑝

𝜕I𝑝3
=
𝜕𝜓𝑝

𝜕𝛾𝑝
(𝛾𝑝0)

2

2𝛾𝑝

и

𝑇 𝑝 = −2𝜌𝑝 det𝐺𝑝𝜕𝜓
𝑝

𝜕𝛾𝑝
𝐼
(𝛾𝑝0)

2

2𝛾𝑝
=

−2𝜌𝑝

2𝛾𝑝

(︁
(𝛾𝑝0)

2 det𝐺𝑝
)︁ 𝜕𝜓𝑝

𝜕𝛾𝑝
𝐼.

Отсюда

𝑇 𝑝 = −𝛼𝑝 (𝛾𝑝)2
𝜕𝜓𝑝

𝜕𝛾𝑝
𝐼 = −𝛼𝑝𝑝𝑝𝐼,

где

𝑝𝑝 = (𝛾𝑝)2
𝜕𝜓𝑝

𝜕𝛾𝑝
(2.89)
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— давление фазы 𝑝. В этом случае имеем 𝑇 𝑝 : 𝐼 = −3𝛼𝑝𝑝𝑝, и из (2.54) следует, что

𝐾𝑝 =
1

𝛼𝑝

(︂
𝜔
𝑇 𝑝 : 𝐼

3
𝐼 + �̄�𝑇 𝑝

)︂
=

1

𝛼𝑝

(𝜔 (−𝛼𝑝𝑝𝑝) 𝐼 + �̄� (−𝛼𝑝𝑝𝑝) 𝐼) = −𝑝𝑝𝐼.

Соответственно, из (2.67) имеем

𝒦𝑝 = 𝐾𝑝 + 𝛽𝑝𝐼 = [−𝑝𝑝 + 𝛽]𝐼,
1

3
𝒦𝑝 : 𝐼 = −𝑝𝑝 + 𝛽𝑝.

Замечание 2.3.1. В ряде случаев, в зависимости от постановки задачи, конфигурационное дав-

ление принимается равным нулю. Это соответствует случаю, когда свободная энергия фазы

явно не зависит от ее объемной доли, то есть 𝜓𝑝(𝛼𝑝, 𝛾𝑝, 𝜃𝑝) = 𝜓𝑝(𝛾𝑝, 𝜃𝑝). Ненулевое конфигура-

ционное давление характерно для случаев, когда одна из фаз — дисперсная гранулированная

среда; в этом случае оно интерпретируется как межгранулярное давление, связанное с меха-

ническим взаимодействием отдельных дисперсных частиц.

Далее для простоты будем считать, что уравнение состояния фазы не зависит от

объемной доли, то есть 𝒰𝑝 = 𝒰𝑝(𝛾𝑝, 𝜂𝑝), откуда, как следствие (2.61), конфигурационное

давление фаз 𝛽𝑝 ≡ 0. В этом случае интерфейсный тензор напряжений (2.74) также

является шаровым и приобретает вид:

𝑇 I = −𝑝I𝐼, 𝑝I =
𝑝(1)𝜅(2)𝜃(2) + 𝑝(2)𝜅(1)𝜃(1)

𝜅(1)𝜃(1) + 𝜅(2)𝜃(2)
.

Таким образом, получаем, что напряжения среды зависят только от шаровой части

тензора напряжений, то есть являются давлением. Помимо этого, состояние среды не

зависит явно от компонент тензора дисторсии, а зависит только от плотности. Поэтому

уравнение совместности деформации является избыточным для этой системы — до-

статочно использовать уравнение для закона сохранения массы (которое, по существу,

является уравнением для инварианта I3 тензора Фингера 𝐺𝑝).

В результате система уравнений (2.88) переходит в систему уравнений Баера-

Нунциато в общем виде, рассмотренном, например, в [1, 3, 4, 6, 7, 70, 91, 92] (без учета

обмена массой между фазами, релаксации химического потенциала и нулевым конфи-

гурационным давлением). Результирующая модель с шаровым тензором напряжений

будет иметь вид:

𝜕𝛼𝑝

𝜕𝑡
+ 𝑢I ·∇𝛼𝑝 = 𝜉

(︀
𝑝𝑝 − 𝑝𝑝

)︀
, (2.90a)

𝜕𝛼𝑝𝛾𝑝

𝜕𝑡
+∇ · (𝛼𝑝𝛾𝑝𝑢𝑝) = 0, (2.90b)

𝜕𝛼𝑝𝛾𝑝𝑢𝑝

𝜕𝑡
+∇ · (𝛼𝑝𝛾𝑝𝑢𝑝 ⊗ 𝑢𝑝 + 𝛼𝑝𝑝𝑝𝐼)− 𝑝I∇𝛼𝑝 = 𝜒

(︀
𝑢𝑝 − 𝑢𝑝

)︀
, (2.90c)

𝜕𝛼𝑝𝛾𝑝𝐸𝑝

𝜕𝑡
+∇ · (𝛼𝑝 (𝛾𝑝𝐸𝑝 + 𝑝𝑝)𝑢𝑝)− 𝑝I𝑢I ·∇𝛼𝑝 =

= 𝜒
(︀
𝑢𝑝 − 𝑢𝑝

)︀
·𝑤I + 𝜉

(︀
𝑝𝑝 − 𝑝𝑝

)︀
𝜋I + 𝜑 (𝜃𝑝 − 𝜃𝑝) , (2.90d)
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где

𝑢I = 𝜅(1)𝑢(1) + 𝜅(2)𝑢(2), 𝑝I =
𝑝(1)𝜅(2)𝜃(2) + 𝑝(2)𝜅(1)𝜃(1)

𝜅(1)𝜃(1) + 𝜅(2)𝜃(2)
. (2.91)

𝑤I = 𝜈(1)𝑢(1) + 𝜈(2)𝑢(2), 𝜋𝐼 = 𝜇(1)𝑝(1) + 𝜇(2)𝑝(2), (2.92)

𝜅(1) + 𝜅(2) = 1, 𝜈(1) + 𝜈(2) = 1, 𝜇(1) + 𝜇(2) = 1.

Замечание 2.3.2. Наиболее распространены модели с одной интерфейсной скоростью и одним

интерфейсным давлением. Отметим, что, тем не менее, модели с двумя интерфейсными дав-

лениями и/или двумя интерфейсными скоростями встречаются в литературе. В частности,

в [7] и [6] утверждается, что это решает ряд проблем с термодинамической согласованностью

модели. В работах [6,93] представлены обзоры известных моделей замыкания. Модель с двумя

интерфейсными давлениями описана в [94].

Модель Baer [1] Выберем в релаксационных слагаемых следующие «вторые интер-

фейсные» скорости и давления, совпадающие с интерфейсными давлениями и скоро-

стями: 𝑤I = 𝑢I и 𝜋I = 𝑝I. Тогда система уравнений (2.88) переходит в систему уравне-

ний Баера-Нунциато из классической работы [1] при выборе интерфейсных слагаемых

как 𝑤I = 𝑢(1) и 𝑝I = 𝑝(2), отсутствии обмена массой, релаксации и химического потен-

циала.

Модель Drew [2] В случае выбора интерфейсных слагаемых согласно (2.91) получим

вид уравнений, соответствующий модели, предложенной в работе [2].

Модель Coquel [3] Для получения модели из [3, 70] положим

𝑤I = 𝑢I, 𝜋I = −1

3
𝑇 I : 𝐼 = 𝑝I.

В работе [3] утверждается, что для линейной вырожденности характеристического поля

(для его соответствия контактному разрыву), ассоциированного с собственным значени-

ем 𝜆 = 𝑢I, коэффициенты в интерфейсных слагаемых (2.91) и (2.92) для модели (2.90)

должны иметь вид:

𝜅𝑝 =
𝛼𝑝𝛾𝑝

𝜌
или 𝜅(1)

(︀
1− 𝜅(2)

)︀
= 0. (2.93)

В работе [3] использован следующий вид 𝑝I:

𝑝I =
𝑝(1)𝜅(2)𝑎(1) + 𝑝(2)𝜅(1)𝑎(2)

𝜅(1)𝑎(2) + 𝜅(2)𝑎(1)
. (2.94)
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Далее, для определения коэффициента 𝑎𝑝 рассмотрим систему соотношений из [3] (неко-

торые переменные были переобозначены по сравнению с оригинальной работой):

Γ𝑝𝑝𝑝 =

(︂
𝑝𝑝

𝛾𝑝
− 𝛾𝑝

𝜕𝒰𝑝

𝜕𝛾𝑝

)︂(︂
𝜕𝒰𝑝

𝜕𝑝𝑝

)︂−1

, (2.95)

Γ𝑝𝑝𝑝
𝜕𝑠𝑝

𝜕𝑝𝑝
+ 𝛾𝑝

𝜕𝑠𝑝

𝜕𝛾𝑝
= 0, (2.96)

𝑎𝑝 = (𝑠𝑝)−1

(︂
𝜕𝑠𝑝

𝜕𝑝𝑝

)︂(︂
𝜕𝒰𝑝

𝜕𝑝𝑝

)︂−1

, (2.97)

𝜂𝑝 = ln (𝑠𝑝) + 𝜄𝑝 (𝛼𝑝) , 𝜄𝑝 (𝛼𝑝) = 𝜄𝑝 (𝛼𝑝) . (2.98)

Из (2.98) получим
𝜕𝜂𝑝

𝜕𝛾𝑝
=

𝜕

𝜕𝛾𝑝
(ln (𝑠𝑝) + 𝜄𝑝 (𝛼𝑝)) = (𝑠𝑝)−1 𝜕𝑠

𝑝

𝜕𝛾𝑝
. (2.99)

С учетом (2.57) и (2.89) имеем

𝜕𝜓𝑝

𝜕𝛾𝑝
=
𝜕𝒰𝑝

𝜕𝛾𝑝
− 𝜃𝑝

𝜕𝜂𝑝

𝜕𝛾𝑝
=

𝑝𝑝

(𝛾𝑝)2
.

Отсюда и из (2.99) и (2.96) следует, что

𝑝𝑝

𝛾𝑝
− 𝛾𝑝

𝜕𝒰𝑝

𝜕𝛾𝑝
= −𝛾𝑝𝜃𝑝 𝜕𝜂

𝑝

𝜕𝛾𝑝
= −𝛾𝑝𝜃𝑝 (𝑠𝑝)−1 𝜕𝑠

𝑝

𝜕𝛾𝑝
= Γ𝑝𝑝𝑝𝜃𝑝 (𝑠𝑝)−1 𝜕𝑠

𝑝

𝜕𝑝𝑝
. (2.100)

Тогда с учетом (2.100) и (2.95) получим

Γ𝑝𝑝𝑝 = Γ𝑝𝑝𝑝𝜃𝑝 (𝑠𝑝)−1 𝜕𝑠
𝑝

𝜕𝑝𝑝

(︂
𝜕𝒰𝑝

𝜕𝑝𝑝

)︂−1

.

Отсюда и из (2.97)

𝑎𝑝 = (𝑠𝑝)−1 𝜕𝑠
𝑝

𝜕𝑝𝑝

(︂
𝜕𝒰𝑝

𝜕𝑝𝑝

)︂−1

= (𝜃𝑝)−1 . (2.101)

С учетом (2.101) из (2.94) имеем

𝑝I =
𝑝(1)𝜅(2)𝜃(2) + 𝑝(2)𝜅(1)𝜃(1)

𝜅(1)𝜃(1) + 𝜅(2)𝜃(2)
. (2.102)

Таким образом, полученная в данной работе модель (2.90) полностью соответствует

модели, представленной в работе [3].
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Модель Kapilla [4] В работе [4] рассмотрен следующий вид модели в оригинальных

обозначениях (при отсутствии массовых обменных слагаемых, то есть при 𝒞 = 0):

𝜕𝛼𝑝

𝜕𝑡
+ 𝑢I ·∇𝛼𝑝 =

𝛼𝑝𝛼𝑝

𝜇𝑐

(𝑝𝑝 − 𝑝𝑝) ,

𝜕𝛼𝑝𝛾𝑝

𝜕𝑡
+∇ · (𝛼𝑝𝛾𝑝𝑢𝑝) = 0,

𝜕𝛼𝑝𝛾𝑝𝑢𝑝

𝜕𝑡
+∇ · (𝛼𝑝𝛾𝑝𝑢𝑝 ⊗ 𝑢𝑝 + 𝛼𝑝𝑝𝑝𝐼)− 𝑝I∇𝛼𝑝 = 𝛿 (𝑢𝑝 − 𝑢𝑝) ,

𝜕𝛼𝑝𝛾𝑝𝐸𝑝

𝜕𝑡
+∇ · (𝛼𝑝 (𝛾𝑝𝐸𝑝 + 𝑝𝑝)𝑢𝑝)− 𝑝I𝑢I ·∇𝛼𝑝 =

= −𝛼
𝑝𝛼𝑝

𝜇𝑐

(𝑝𝑝 − 𝑝𝑝) 𝑝(2) + 𝛿𝑢(1) · (𝑢𝑝 − 𝑢𝑝) +ℋ (𝜃𝑝 − 𝜃𝑝) .

Таким образом параметры модели [4] соответствуют следующему выбору параметров в

модели (2.90):

𝜉 =
𝛼𝑝𝛼𝑝

𝜇𝑐

, 𝜒 = 𝛿, 𝜑 = ℋ, 𝑤I = 𝑢I = 𝑢(1), 𝜋I = 𝑝I = 𝑝(2).

Модель Coquel [5, 6] Рассмотрим модель из работ [5, 6]. В этой работе

𝜕𝛼𝑝

𝜕𝑡
+ 𝑢I ·∇𝛼𝑝 =

𝛼𝑝𝛼𝑝

Π0𝜏𝑃
(𝑝𝑝 − 𝑝𝑝) ,

𝜕𝛼𝑝𝛾𝑝

𝜕𝑡
+∇ · (𝛼𝑝𝛾𝑝𝑢𝑝) = 0,

𝜕𝛼𝑝𝛾𝑝𝑢𝑝

𝜕𝑡
+∇ · (𝛼𝑝𝛾𝑝𝑢𝑝 ⊗ 𝑢𝑝 + 𝛼𝑝𝑝𝑝𝐼)− 𝑝I∇𝛼𝑝 =

𝛼𝑝𝛾𝑝𝛼𝑝𝛾𝑝

𝜌𝜏𝑈
(𝑢𝑝 − 𝑢𝑝) ,

𝜕𝛼𝑝𝛾𝑝𝐸𝑝

𝜕𝑡
+∇ · (𝛼𝑝 (𝛾𝑝𝐸𝑝 + 𝑝𝑝)𝑢𝑝)− 𝑝I𝑢I ·∇𝛼𝑝 =

=
𝛼𝑝𝛾𝑝𝛼𝑝𝛾𝑝

𝜌𝜏𝑈
(𝑢𝑝 − 𝑢𝑝) · (𝑢

𝑝 + 𝑢𝑝)

2
+

𝛼𝑝𝛾𝑝𝒞𝑝
𝑣𝛼

𝑝𝛾𝑝𝒞𝑝
𝑣

𝛼𝑝𝛾𝑝𝒞𝑝
𝑣 + 𝛼𝑝𝛾𝑝𝒞𝑝

𝑣

(𝜃𝑝 − 𝜃𝑝)

𝜏𝑇
.

Интерфейсные слагаемые 𝑢I и 𝑝I выбраны в модели как:

𝑢I = 𝜅(1)𝑢(1) + 𝜅(2)𝑢(2), 𝑝I =
𝑝(1)𝜅(2)𝜃(2) + 𝑝(2)𝜅(1)𝜃(1)

𝜅(1)𝜃(1) + 𝜅(2)𝜃(2)
.

Данная модель соответствует следующему выбору параметров модели (2.90):

𝜉 =
𝛼𝑝𝛼𝑝

Π0𝜏𝑃
, 𝜒 =

𝛼𝑝𝛾𝑝𝛼𝑝𝛾𝑝

𝜌𝜏𝑈
, 𝜑 =

1

𝜏𝑇

𝛼𝑝𝛾𝑝𝒞𝑝
𝑣𝛼

𝑝𝛾𝑝𝒞𝑝
𝑣

𝛼𝑝𝛾𝑝𝒞𝑝
𝑣 + 𝛼𝑝𝛾𝑝𝒞𝑝

𝑣

,

𝑤I =
(𝑢𝑝 + 𝑢𝑝)

2
, 𝜋I = 0,

𝑢I = 𝜅(1)𝑢(1) + 𝜅(2)𝑢(2), 𝑝I =
𝑝(1)𝜅(2)𝜃(2) + 𝑝(2)𝜅(1)𝜃(1)

𝜅(1)𝜃(1) + 𝜅(2)𝜃(2)
.

Модель Muller [7] Рассмотрим модель из работы [7] в двухфазном случае. Эта мо-

дель имеет следующий вид (без релаксации температуры и обмена массой и химиче-
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ского потенциала):

𝜕𝛼𝑝

𝜕𝑡
+ 𝑢I ·∇𝛼𝑝 = 𝛼𝑝𝜒𝑃 (𝑝𝑝 − 𝑝) ,

𝜕𝛼𝑝𝛾𝑝

𝜕𝑡
+∇ · (𝛼𝑝𝛾𝑝𝑢𝑝) = 0,

𝜕𝛼𝑝𝛾𝑝𝑢𝑝

𝜕𝑡
+∇ · (𝛼𝑝𝛾𝑝𝑢𝑝 ⊗ 𝑢𝑝 + 𝛼𝑝𝑝𝑝𝐼)− 𝑝I∇𝛼𝑝 = 𝜒𝑉 𝛼

𝑝𝜌𝑝 (𝑢− 𝑢𝑝) ,

𝜕𝛼𝑝𝛾𝑝𝐸𝑝

𝜕𝑡
+∇ · (𝛼𝑝 (𝛾𝑝𝐸𝑝 + 𝑝𝑝)𝑢𝑝)− 𝑝I𝑢I ·∇𝛼𝑝 =

= 𝜒𝑉 𝛼
𝑝𝜌𝑝 (𝑢− 𝑢𝑝) · 𝑢+ 𝛼𝑝𝜒𝑃𝑝 (𝑝

𝑝 − 𝑝) ,

где

𝑝 = 𝛼𝑝𝑝𝑝 + 𝛼𝑝𝑝𝑝, 𝑢 =
𝛼𝑝𝜌𝑝𝑢𝑝 + 𝛼𝑝𝜌𝑝𝑢𝑝

𝛼𝑝𝜌𝑝 + 𝛼𝑝𝜌𝑝
.

𝑢I =
𝛼𝑝𝜌𝑝𝑢𝑝 + 𝛼𝑝𝜌𝑝𝑢𝑝

𝛼𝑝𝜌𝑝 + 𝛼𝑝𝜌𝑝
, 𝑝I = 𝑝𝑝

(︂
1− 𝛼𝑝𝜌𝑝𝜃𝑝

𝜌𝜃

)︂
+ 𝑝𝑝

(︂
1− 𝛼𝑝𝜌𝑝𝜃𝑝

𝜌𝜃

)︂
,

𝜃 =
𝛼𝑝𝜌𝑝𝜃𝑝 + 𝛼𝑝𝜌𝑝𝜃𝑝

𝛼𝑝𝜌𝑝 + 𝛼𝑝𝜌𝑝
, 𝜌 = 𝛼𝑝𝜌𝑝 + 𝛼𝑝𝜌𝑝.

Подставим соответствующие обозначения в релаксационные слагаемые:

𝛼𝑝𝜒𝑃 (𝑝𝑝 − 𝑝) = 𝛼𝑝𝜒𝑃 (𝑝𝑝 − 𝛼𝑝𝑝𝑝 + 𝛼𝑝𝑝𝑝) = 𝛼𝑝𝛼𝑝𝜒𝑃 (𝑝𝑝 − 𝑝𝑝) ,

𝜒𝑉 𝛼
𝑝𝜌𝑝 (𝑢− 𝑢𝑝) = 𝜒𝑉 𝛼

𝑝𝜌𝑝
(︂
𝛼𝑝𝜌𝑝𝑢𝑝 + 𝛼𝑝𝜌𝑝𝑢𝑝

𝛼𝑝𝜌𝑝 + 𝛼𝑝𝜌𝑝
− 𝑢𝑝

)︂
=
𝜒𝑉 𝛼

𝑝𝜌𝑝𝛼𝑝𝜌𝑝

𝜌
(𝑢𝑝 − 𝑢𝑝) ,

𝛼𝑝𝜒𝑃𝑝 (𝑝
𝑝 − 𝑝) = 𝛼𝑝𝜒𝑃𝑝 (𝑝

𝑝 − 𝛼𝑝𝑝𝑝 − 𝛼𝑝𝑝𝑝) = 𝛼𝑝𝛼𝑝𝜒𝑃𝑝 (𝑝
𝑝 − 𝑝𝑝) .

Таким образом, модель из работы [7] соответствует модели (2.90) с параметрами:

𝜉 = 𝛼𝑝𝛼𝑝𝜒𝑃 , 𝜒 =
𝜒𝑉 𝛼

𝑝𝜌𝑝𝛼𝑝𝜌𝑝

𝜌
, 𝜑 = 0,

𝑤I = 𝑢I =
𝛼𝑝𝜌𝑝𝑢𝑝 + 𝛼𝑝𝜌𝑝𝑢𝑝

𝛼𝑝𝜌𝑝 + 𝛼𝑝𝜌𝑝
, 𝜋I = 𝛼𝑝𝑝𝑝 + 𝛼𝑝𝑝𝑝,

𝑝I =
𝑝(1)𝜅(2)𝜃(2) + 𝑝(2)𝜅(1)𝜃(1)

𝜅(1)𝜃(1) + 𝜅(2)𝜃(2)
, 𝜅𝑝 =

𝛼𝑝𝜌𝑝

𝜌
.

Особо отметим, что в данной модели отсутствует релаксация по температуре.

2.3.2. Модели c полным тензором напряжений

Модель Годунова-Роменского По построению многофазной модели модель

Годунова-Роменского получается, если положить в (2.88) 𝛼𝑝 = 1 и соответственно

𝛼𝑝 = 0.
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Модель Favrie [8]. Рассмотрим далее модель (2.88) и положим в уравнении (2.45)

�̄� = 0. Соответственно

𝑙𝑝 = 𝑙1,𝑝 = −
.
𝛼
𝑝

3𝛼𝑝
𝐴𝑝.

Отсюда получим для уравнения (2.88c):

.
𝐴𝑝 = − (∇⊗ 𝑢𝑝) ·𝐴𝑝 − (𝛼𝑝)−1/3

.

(𝛼𝑝)1/3𝐴𝑝,

или

(𝛼𝑝)1/3
.
𝐴𝑝 +

.

(𝛼𝑝)1/3𝐴𝑝 = − (∇⊗ 𝑢𝑝) · (𝛼𝑝)1/3𝐴𝑝.

Введем фазовый тензор дисторсии 𝒜𝑝 как:

𝒜𝑝 := (𝛼𝑝)1/3𝐴𝑝.

Тогда уравнение (2.88c) может быть записано в виде:

.
𝒜𝑝 = − (∇⊗ 𝑢𝑝) · 𝒜𝑝.

Данный вид тензора дисторсии и соответствующее уравнение совместности полностью

совпадают со своими однофазными аналогами. Такой вид тензора и соответствующее

уравнение были рассмотрены в [8].

Остальные уравнения модели [8] далее не рассматриваются, так как эта модель

является равновесной по скоростям и давлениям.

§ 2.4. Заключение

В настоящем разделе рассмотрен вывод полностью неравновесной многофазной

модели типа Баера-Нунциато в случае гиперупругого поведения фаз. Модель включа-

ет в себя два интерфейсных давления и две интерфейсные скорости. Интерфейсные

напряжения являются полным (не шаровым) тензором второго ранга.

Показано, что известные гидродинамические (то есть с шаровым тензором на-

пряжений) модели типа Баера-Нунциато являются частными случаями построенной.

По отношению к известным авторам многофазным моделям с гиперупругим поведени-

ем фаз настоящая модель является альтернативной — все они имеют шаровой тензор

интерфейсных напряжений.

Отметим, что построенные модели удовлетворяют стандартного вида законам

сохранения массы, импульса и энергии для смеси. Помимо этого, уравнения для тензора

дисторсии являются материально индифферентными, см. [21].

Исследование гиперболичности построенной гиперупругой модели и ее свойств, в

частности, линейной вырожденности характеристических полей, соответствующих кон-

тактному разрыву решения задачи, является предметом будущей работы.
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Глава 3. Математические модели динамики

многофазных сред

В настоящей главе в законченном виде рассматриваются варианты гиперупру-

гой модели типа Годунова-Роменского и модели типа Баера-Нунциато с необходимыми

уравнениями состояния, которые непосредственно используются в дальнейшей части

работы. В частности, на их примере будут рассмотрены конкретные варианты пред-

ложенных в работе вычислительных алгоритмов и представлены результаты расчетов.

Рассматриваемые модели являются

� основанными на эйлеровом описании среды;

� многофазными(многокомпонентными);

� гиперболическими первого порядка.

В качестве гиперупругой модели рассматривается модель Годунова-Роменского, на ос-

нове которой строится многофазная (многокомпонентная) модель с различными пара-

метрами уравнений состояния для каждой из сред. Данная многофазная модель опи-

сывает поведение фаз(компонент) с полным тензором напряжений.

В качестве многофазной модели рассматривается модель Баера-Нунциато из ра-

боты [95]. Данная модель является «гидродинамической», поскольку для каждой из

фаз рассматривается только соответствующая шаровая часть тензора напряжений. Рас-

сматриваемая модель является полностью неравновесной и служит фундаментом для

построения более сложных моделей [2, 4, 8, 67,68].

Для введения межфазных границ в рамках рассматриваемых моделей исполь-

зуется метод диффузной границы. При этом ширина диффузной границы не является

параметром в рассматриваемых моделях.

§ 3.1. Модель Годунова-Роменского

В настоящем разделе представлена математическая модель поведения гипер-

упругой среды в эйлеровой постановке.
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3.1.1. Однородная модель

Для описания деформаций сплошной среды в эйлеровых координатах использу-

ется модель Годунова-Роменского [96], включающая в себя трехмерную систему урав-

нений законов сохранений импульса (3.1a) и энергии (3.1c), динамические условия сов-

местности деформаций и скоростей (3.1b):

𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑡
+∇ · (𝜌𝑢⊗ 𝑢− 𝑇 ) = 0, (3.1a)

𝜕(𝜌𝐹 )

𝜕𝑡
+∇ ·

(︀
𝜌𝐹 ⊗ 𝑢− 𝜌𝑢⊗ 𝐹 𝑇

)︀
= 0, (3.1b)

𝜕(𝜌𝐸)

𝜕𝑡
+∇ · (𝜌𝑢𝐸 − 𝑢⊗ 𝑇 ) = 0. (3.1c)

Здесь 𝜌 — плотность среды, определяемая по формуле 𝜌 = 𝜌0/ det (𝐹 ), 𝑇 — тензор

напряжений Коши, 𝜌0 — начальная плотность невозмущенной среды, 𝐸 = 𝒰 + |𝑢|2/2 —
полная энергия системы, 𝒰 = 𝒰 (𝐹 ,𝒮) — внутренняя энергия. Неизвестные в уравне-

нии — компоненты тензора дисторсии, 𝐹 = ∇𝑋𝑥 (𝑥 и 𝑋 — эйлеровы и лагранжевы

координаты среды), вектор скоростей 𝑢 и энтропия 𝒮.
В силу динамических условий совместности скоростей и деформаций (3.1b) вы-

полнены условия ∇ · (𝜌𝐹 ) = 0 для любого момента времени, если оно выполнено для

начальных условий [58]. Эти условия гарантируют непрерывность деформаций среды.

Следствием уравнений (3.1a)-(3.1b) является закон сохранения массы:

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+∇ · (𝜌𝑢) = 0.

Для замыкания системы уравнений (3.1a)-(3.1c) используется каноническое урав-

нение состояния для внутренней энергии. Внутренняя энергия зависит от компонент

тензора дисторсии [𝐹 ]𝑖𝑗 = 𝐹𝑖𝑗 и энтропии 𝒮. Можно показать [46,97], что для обеспече-

ния независимости внутренней энергии от системы отсчета, она должна быть выражена

через компоненты симметричного объективного тензора, который является мерой де-

формации и выражается через тензор дисторсии, то есть

𝒰 = 𝒰 (𝐹 ,𝒮) = 𝒰 (𝐺,𝒮) . (3.2)

Таким образом, существует множество форм для канонического уравнения со-

стояния. Ряд примеров изложен в [46,88]. В данной работе используется тензор Фингера

(метрический тензор деформации), который определяется как 𝐺 = 𝐹−𝑇 · 𝐹−1.

При использовании тензора Фингера 𝐺 тензор напряжений Коши записывается

согласно формуле Мурнагана [46]:

𝑇 = −2𝜌𝐺 · 𝜕𝒰
𝜕𝐺

. (3.3)
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Далее, поскольку 𝒰 является функцией тензора Фингера 𝐺, то она однозначно

выражается через его инварианты 𝐼1,2,3:

𝒰 = 𝒰 (𝐼1, 𝐼2, 𝐼3,𝒮) , (3.4)

𝐼1 = tr (𝐺) , 𝐼2 =
[︀
tr (𝐺)2 − tr

(︀
𝐺2
)︀]︀
/2, 𝐼3 = det (𝐺) .

Внутренняя энергия может быть представлена в виде суммы двух слагаемых,

«гидростатического» 𝒰h, зависящего только от объемной деформации среды, и «сдви-

гового», описывающего энергию сдвиговой деформации 𝒰 sh [98] и зависящего от тензора

дисторсии 𝐺:

𝒰 = 𝒰h (𝐼3,𝒮) + 𝒰 sh (𝐼1, 𝐼2, 𝐼3,𝒮) . (3.5)

В случае малых перемещений (3.5) переходит в классический закон Гука.

В данной работе используется изотропное гиперупругое уравнение состояния

из [58], для которого:

𝒰h (𝐼3, 𝑆) =
𝐾0

2𝛼2

(︁
𝐼
𝛼/2
3 − 1

)︁2
+ 𝑐𝑣𝑇0𝐼

𝛾/2
3 (exp [𝑆/𝑐𝑣]− 1) , (3.6)

𝒰 sh (𝐼1, 𝐼2, 𝐼3) = 𝐵0𝐼
𝛽/2
3

(︀
𝐼21/3− 𝐼2

)︀
/2. (3.7)

Здесь 𝐾0 = 𝑐20 − (4/3) 𝑏20, 𝐵0 = 𝑏20 — скорость звука и сдвиговой волны в квадрате,

соответственно, 𝑐𝑣 — теплоемкость, 𝛼, 𝛽, 𝛾 — коэффициенты, описывающие нелинейное

поведение среды.

Приведенная модель (3.1a)-(3.1c) является гиперболической системой уравнений

1-го порядка. С ее помощью можно описать как твердые тела (при этом 𝜕𝒰/𝜕𝐼1,2,3 ̸≡ 0),

так и жидкость/газ (𝜕𝒰/𝜕𝐼1,2 ≡ 0, то есть 𝒰 sh ≡ 0). Модель также допускает обоб-

щения на случай пластичности — в рамках модели максвелловской релаксации напря-

жений [46]. В этом случае определение 𝐹 как тензора градиента деформаций теряет

смысл, поскольку он уже не может быть выражен как градиент движения по лагран-

жевым переменным и является формально параметром состояния, определяемым урав-

нением (3.1b), которое приобретает смысл определяющего соотношения.

3.1.2. Кусочно-однородная модель

Под неоднородным материалом (средой) далее будем понимать материал, свой-

ства которого зависят от лагранжевой координаты его частиц. Рассмотрим кусочно-

однородную среду, занимающую объем Ω.

Пусть 𝜑𝑘 = 𝜑𝑘(𝑋) — характеристические функции областей однородности Ω𝑘

(далее — фаз) с параметрами среды 𝑎(𝑘), 𝑘 = 1, 𝑁𝑓 , 𝑁𝑓 — число фаз, Ω =
𝑁𝑓⋃︀
𝑘=1

Ω𝑘,

𝒰 = 𝒰
(︀
𝐺,𝒮;𝑎(𝑘)

)︀
в области Ω𝑘. Тогда распределение свойств среды в лагранжевых
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координатах задается выражением:

𝑎(𝑋) =

𝑁𝑓∑︁
𝑘=1

𝑎(𝑘)𝜑𝑘(𝑋),

𝜑𝑘(𝑋) =

⎧⎨⎩1 𝑋 ∈ Ω𝑘 ,

0 𝑋 ̸∈ Ω𝑘 ,
𝑘 = 1, 𝑁𝑓 ,

𝑁𝑓∑︁
𝑘=1

𝜑𝑘(𝑋) = 1.

При движении среды функция 𝜑𝑘 задается в эйлеровых координатах зависимо-

стью 𝜑𝑘 = 𝜑𝑘(𝑥, 𝑡). Для среды, движущейся со скоростью 𝑢 = 𝑢 (𝑥, 𝑡), эволюция значе-

ния 𝜑𝑘 в эйлеровых координатах описывается неконсервативным уравнением переноса,

дополненным соответствующим начальным условием:

𝜕𝜑𝑘

𝜕𝑡
+ 𝑢 · ∇𝜑𝑘 = 0, (3.8)

где 𝑢 — поле скорости.

В данной работе используются «сглаженные» функции 𝜑𝑘. При этом ширина

зоны «сглаживания» («диффузной границы») является параметром, не зависящим от

шага сетки, в численных расчетах зона перехода разрешается сеткой. Уравнение (3.8)

является неконсервативным и решается совместно с уравнениями модели Годунова-

Роменского (3.1a)-(3.1c).

Рассмотренная модель позволяет описывать динамику неоднородной среды в

случае, если фазы описываются одинаковыми уравнениями состояния с различными

параметрами. При этом в зависимости от конкретного выбора параметров уравнения

состояния среды могут быть как «твердыми» (гиперупругими с полным тензором на-

пряжений), так и «жидкими» или «газообразными» (гиперупругими с шаровым тензо-

ром напряжений). Модель имеет ряд характерных свойств многофазных моделей: со-

стоит из 2 групп уравнений (консервативная и неконсервативная) и допускает большие

скачки свойств на малых пространственных масштабах. В настоящей работе эта модель

рассматривается как простейшая задача для отработки алгоритмических вопросов для

численного решения уравнений более сложных многофазных моделей.

§ 3.2. Модель Баера-Нунциато

В данной главе будет рассмотрена математическая модель Баера-Нунциато по-

ведения многофазных сред [1]. Данная модель не является гиперупругой, тензоры де-

формаций и напряжений являются шаровыми.

Модель Баера-Нунциато с релаксационными слагаемыми впервые предложена в

работе [95] для анализа процесса перехода дефлаграции в детонацию при моделирова-

нии динамики горения гранулированных взрывчатых веществ. Данная модель нашла
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широкое применение в целом ряде задач, в частности, связанных с анализом интен-

сивных ударно-волновых процессов. Как правило, в таких случаях в модели Баера-

Нунциато делается предположение о нахождении системы в термодинамическом и/или

механическом равновесии (равенство температур, скоростей, давлений и химических

потенциалов фаз). Такие модели являются более простыми с точки зрения их анализа,

построения численных схем и дальнейших вычислительных затрат. При этом такие мо-

дели обладают меньшей степенью общности. В частности, в таких моделях, как прави-

ло, используется дополнительное (или единственное) уравнение состояния для смеси [4].

В рамках этих моделей учет различных уравнений состояния для разных фаз возмо-

жен, однако сложен для практической реализации. То же относится к использованию

табличных уравнений состояния фаз.

Модель Баера-Нунциато с релаксационными слагаемыми, описывающая двух-

фазное течение, может быть представлена в виде системы гиперболических уравне-

ний [95]:

𝜕𝛼k
𝜕𝑡

+ 𝑢I ·∇𝛼𝑘 = 𝜈 (𝑃k − 𝑃k) , (3.9a)

𝜕𝛼k𝜌k
𝜕𝑡

+∇ · (𝛼k𝜌k𝑢k) = 0, (3.9b)

𝜕𝛼k𝜌k𝑢k

𝜕𝑡
+∇ · (𝛼k𝜌k𝑢k ⊗ 𝑢k) +∇ (𝛼k𝑃k)− 𝑃𝐼∇𝛼𝑘 = 𝜇 (𝑢k − 𝑢k) , (3.9c)

𝜕𝛼k𝜌k𝐸k

𝜕𝑡
+∇ · (𝛼k (𝜌k𝐸k + 𝑃k)𝑢k)− 𝑃I𝑢I∇𝛼𝑘 = 𝜇 (𝑢k − 𝑢k) · 𝑢I + 𝜈 (𝑃k − 𝑃k)𝑃I.

(3.9d)

Здесь 𝛼k, 𝜌k, 𝑢k, 𝑃k, 𝐸k — объемная доля, плотность, поле скоростей, давление и полная

энергия фазы k = 1, 2, соответственно; k = {1, 2}∖k; 𝜈, 𝜇 — релаксационные параметры.

Для объемных долей выполнено условие нормировки 𝛼1 +𝛼2 = 1. Полная энергия k-ой

фазы определена как 𝐸k = 𝒰k + 𝑢k · 𝑢k/2, где 𝒰k — внутренняя энергия фазы.

Уравнения модели включают в себя: уравнение для объемной доли (3.9a), законы

сохранения массы (3.9b), импульса (3.9c) и энергии (3.9d).

Величины 𝑢I и 𝑃I являются так называемыми «интерфейсными» скоростью и

давлением. Для замыкания модели необходимо указать их конкретную зависимость от

переменных задачи. Она может быть определена целым рядом способов, причем выбор

замыкающих соотношений непосредственно влияет на структуру волн и поведение фаз

в модели, см. [1, 99–101]. В настоящей работе используется вариант, предложенный в

оригинальной работе [1]:

𝑢I = 𝑢1, 𝑃I = 𝑃2, (3.10)

где k = 1 соответствует менее более сжимаемой фазе, k = 2 – менее сжимаемой фазе.

Термодинамические свойства фаз определяются уравнениями состояния ви-

да 𝒰k = 𝒰k (𝑃k, 𝜌k). Далее в работе, если не оговорено специально, рассматривается
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двучленное уравнение состояния вида:

𝒰k =
𝑃k + 𝛾k𝑃∞,k

(𝛾k − 1) 𝜌k
, (3.11)

где 𝑃∞,k и 𝛾k — референсное давление и показатель адиабаты. Помимо этого, в работе

используется уравнение состояния Ми-Грюнайзена вида [102]:

𝒰k =
𝑃k − 𝑃 х

k (𝜌k)

(𝛾k − 1) 𝜌k
+ 𝒰х

k (𝜌k) , (3.12)

где

𝑃 х
k (𝜌k) =

𝜌k (𝑐
0
k)

2

𝑛

[︂(︂
𝜌k
𝜌0k

)︂𝑛

− 1

]︂
, 𝒰х

k =

𝜌k∫︁
𝜌0
k

𝑃 х
k (𝜌k)

𝜌2k
𝑑𝜌k.

Отметим, что система уравнений (3.9) содержит недивергентные члены ви-

да 𝑃I∇𝛼k и не может быть записана в консервативном виде. Эта особенность характерна

для целого ряда многофазных многоскоростных моделей [66].

Помимо этого, в представленной модели есть слагаемые, соответствующие релак-

сационным процессам. Данные слагаемые описывают жесткую («почти мгновенную»)

релаксацию и описывают процесс перехода фаз в состояние межфазного равновесия,

которое в рассматриваемом случае характеризуется равенством давлений и скоростей.
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Глава 4. Вычислительные алгоритмы

Рассматриваемый в главе 3 класс задач описывается гиперболическими уравне-

ниями первого порядка. При этом:

1. Размерность соответствующих систем уравнений достаточно велика (гиперболи-

ческая система уравнений гиперупругости (раздел 3.1) включает в себя 14 уравне-

ний, многофазная модель Баера-Нунциато (раздел 3.2) включает в себя 12 урав-

нений);

2. Решения соответствующих систем имеют богатую структуру разрывов (помимо

«стандартных», газодинамических — еще и сдвиговые волны в случае модели из

раздела 3.1);

3. Система уравнений включает в себя как консервативные, так и неконсервативные

уравнения в случае модели из раздела 3.2;

4. Система уравнений содержит слагаемые, описывающие жесткую релаксацию в

случае модели из раздела 3.2; релаксация описывает приведение модели к состо-

янию межфазного равновесия (термодинамического и механического).

По этой причине к комплексу вычислительных алгоритмов могут быть сформу-

лированны следующие требования:

� возможность проведения расчетов с «высоким» порядком (с минимально прием-

лемой численной диссипацией на разрывах);

� возможность аппроксимировать как дивергентные, так и недивергентные опера-

торы;

� эти возможности должны быть обеспечены в рамках единого теоретического (а в

идеальном случае — и программного) подхода.

Распространенными в настоящее время способами построения схем высокого

порядка аппроксимации являются классы методов WENO (Weighted Essentially Non-

Oscillatory; библиография, посвященная этому методу, огромна, опорными работами

являются [103,104], для решения задач гиперупругости в гиперболических постановках,

см., например, [58, 60]) и разрывный метод Галеркина с применением метода Рунге-

Кутты (RK/DG, Rung-Kutta/Discontinuous Galerkin, см. опорные работы [105–107]). В

настоящей работе используются схемы второго типа. Такой выбор обусловлен тем, что в
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контексте разрывного метода Галеркина возможно построение эффективных схем как

для гиперболических систем уравнений первого порядка, так и, при необходимости,

для уравнений высокого порядка. Соответствующая разновидность разрывного метода

Галеркина в литературе носит название «локального разрывного метода Галеркина»

(LDG, Local Discontinuous Galerkin, см. [108] и ссылки там). В силу того, что матема-

тические модели для целого ряда многофазных задач включают в себя уравнения в

частных производных высокого (выше второго) порядка, использование теоретической

базы разрывного метода Галеркина является перспективным.

Опишем теперь особенности применения разрывного метода Галеркина для ре-

шения системы гиперболических уравнений с неконсервативными слагаемыми, которую

запишем для области Ω = [0, 𝐿] в виде:

𝜕𝑄

𝜕𝑡
+𝒜 (𝑄) · 𝜕𝑄

𝜕𝑥
= 0, (4.1)

где 𝑄 = 𝑄 (𝑥, 𝑡) = [𝑞1, . . . , 𝑞𝑛], 𝒜 (𝑥,𝑄) ̸= 𝜕ℱ/𝜕𝑄 для какого-либо ℱ . Обобщенное ре-

шение данной задачи для консервативных систем (в случае, когда 𝒜 (𝑄) = 𝜕ℱ/𝜕𝑄)

ищется в классе обобщенных функций. Для неконсервативных систем (в случае, ко-

гда 𝒜 (𝑥,𝑄) ̸= 𝜕ℱ/𝜕𝑄) невозможно корректно поставить задачу Римана аналогичным

консервативному случаю способом, и обобщенное решение не может быть определено

так же, как в консервативном случае. Помимо этого, невозможно стандартным спосо-

бом корректно определить условия Гюгонио на разрывах и скорость распространения

ударных волн. Для решения этой проблемы существуют разные подходы:

� Теория Dal Maso, Lefloch, Murat (DLM), в рамках которой решение разделяется

на области непрерывности и области разрывов. Обобщенное произведение опре-

делено в областях непрерывности. В областях разрывов обобщенное произведение

рассматривается как предел непрерывного пути, соединяющего значения с обеих

сторон разрыва.

� Определение обобщенного произведения, основанного на теории обобщенных

функций Colombeau [109,110].

� Определение обобщенного решения как предела нулевой вязкости возмущенной

параболической задачи, которое ведет к интегрированию неконсервативного про-

изведения вдоль вязкого профиля. Данный подход ведет к рассмотрению кривых

Alouges-Merlet [111]. Данный подход был использован в работе [112] для создания

численных схем и вычислительных алгоритмов.

В настоящей работе используется распространенный подход, основанный на примене-

нии теории DLM (Dal Maso–Le Floch–Murat, [113]).
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§ 4.1. Разрывный метод Галёркина

Вопросы теоретического обоснования и применения разрывного метода Галерки-

на широко описаны в современной литературе. По этой причине в настоящем разделе

приводится лишь краткое описание разрывного метода Галеркина. Общая схема вычис-

лительного алгоритма включает следующие компоненты:

1. Пространственная дискретизация уравнений модели с помощью разрывного ме-

тода Галеркина (DG).

2. Решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений с помощью мето-

да Рунге-Кутты (RK).

3. Введение искусственной диссипации для монотонизации полученного решения.

4. Расчет релаксационных слагаемых.

4.1.1. Разрывный метод Галеркина

для неконсервативной системы гиперболических уравнений

Рассмотрим неоднородную нелинейную гиперболическую систему уравнений, за-

писанную в декартовой прямоугольной системе координат:

𝜕𝑄

𝜕𝑡
+

3∑︁
𝑘=1

𝜕ℱ𝑘

𝜕𝑥𝑘
+

3∑︁
𝑘=1

ℬ𝑘 (𝑄) · 𝜕𝑄
𝜕𝑥𝑘

= 𝒮(𝑄), (4.2)

где 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ Ω = [0, 𝐿1] × [0, 𝐿2] × [0, 𝐿3] ⊂ R3, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] ⊂ R+, 𝑄 = 𝑄 (𝑥, 𝑡) =

(𝑄1, ..., 𝑄𝑀) ∈ Ω𝑞 ⊂ R𝑀 — вектор первичных переменных, 𝑀 – общее число компонент

вектора𝑄, Ω𝑞 —фазовое пространство вектора𝑄,ℱ𝑘 — вектор плотности потока, ℬ𝑘 —

матрица, отвечающая квазилинейной части системы уравнений, ℬ𝑘 ̸= 𝜕𝒢 (𝑄)𝑘 /𝜕𝑄,

где 𝒢 (𝑄) — какая-либо функция, 𝒮 — источники, описывающие релаксацию. Уравне-

ние (4.2) может быть записано как квазилинейное вида:

𝜕𝑄

𝜕𝑡
+

3∑︁
𝑘=1

𝒜𝑘 (𝑄) · 𝜕𝑄
𝜕𝑥𝑘

= 𝒮(𝑄), (4.3)

где 𝒜𝑘 = ℬ𝑘 + 𝜕ℱ𝑘/𝜕𝑄.

Введем в области Ω декартову ортогональную сетку — разбиение на ячейки

{𝜔𝑖𝑗𝑘} — и обозначим ячейку сетки (конечный элемент) 𝜔𝑖𝑗𝑘 = [𝑥1,𝑖, 𝑥1,𝑖+1]× [𝑥2,𝑗, 𝑥2,𝑗+1]×
[𝑥3,𝑘, 𝑥3,𝑘+1], где 𝑥1,𝑖 = 𝑖∆𝑥1 (0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑁1), 𝑥2,𝑗 = 𝑗∆𝑥2 (0 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑁2), 𝑥3,𝑘 = 𝑘∆𝑥3

(0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑁3). Пусть индекс 𝛼 упорядочивает индексы 𝑖,𝑗 и 𝑘. Обозначим через 𝒱𝑝
ℎ (Ω)

пространство элементов из ℒ1 (Ω) с проекциями на ячейки 𝜔𝛼, которые принадлежат

векторному пространству 𝒫𝑝 (𝜔𝛼) полиномов степени 𝑝:

𝒱𝑝
ℎ =

{︀
𝑣 ∈ ℒ1 (Ω) : 𝑣|𝜔𝛼 ∈ 𝒫𝑝 (𝜔𝛼) ; 1 ⩽ 𝛼 ⩽ 𝑁

}︀
,
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где 𝑁 = 𝑁1 ×𝑁2 ×𝑁3, 𝑁𝑘 — число ячеек вдоль оси 𝑥𝑘.

Представим решение 𝑄 (𝑥, 𝑡) в ячейке 𝜔𝛼 конечномерной аппроксимаци-

ей 𝑄ℎ ∈ 𝒱𝑝
ℎ:

𝑄ℎ (𝑥, 𝑡) |𝜔𝛼 =

𝑝∑︁
𝑙=0

𝜓(𝑙)
𝛼 (𝑥)𝑄(𝑙)

𝛼 (𝑡) , (4.4)

где 𝜓
(𝑙)
𝛼 — полином Лежандра степени 𝑙. Для получения полудискретной системы урав-

нений относительно приближенного решения 𝑄ℎ (𝑥, 𝑡) подставим (4.4) в (4.2), умно-

жим (4.2) на компоненту 𝑣𝑘ℎ ∈ 𝒱 𝑙
ℎ, 𝑙 = 1,𝑀 вектора пробных функций 𝑉ℎ и проинтегри-

руем по области 𝜔𝛼:

∫︁
𝜔𝛼

𝜕𝑄ℎ

𝜕𝑡
𝑣𝑙ℎ (𝑥) dΩ +

3∑︁
𝑘=1

∫︁
𝜔𝛼

𝜕ℱ𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝑣𝑙ℎ (𝑥) dΩ +

3∑︁
𝑘=1

⟨[︂
ℬ𝑘 (𝑄ℎ) ·

𝜕𝑄ℎ

𝜕𝑥𝑘

]︂
Ψ

, 𝑣𝑙ℎ (𝑥)

⟩
=

=

∫︁
𝜔𝛼

𝒮(𝑄ℎ)𝑣
𝑙
ℎ (𝑥) dΩ, 𝑙 = 1, 𝑝. (4.5)

Третье слагаемое в (4.5) содержит неконсервативное произведение
[︁
ℬ𝑘 (𝑄ℎ) · 𝜕𝑄ℎ

𝜕𝑥𝑘

]︁
Ψ
.

Для определения обобщенного решения (4.5) в случае неконсервативных систем

(ℬ𝑘 ̸= 0) в настоящей работе используется,как отмечалось выше, распространенный

подход, основанный на применении теории DLM. В рамках этого подхода для коррект-

ного определения «неконсервативного произведения» (non-conservative product) вводит-

ся липшицево отображение (путь) Ψ : [0, 1]× Ω𝑞 × Ω𝑞 ↦→ Ω𝑞, которое «соединяет» зна-

чения решения по разные стороны от разрыва в точке 𝑥𝑑 по направлению 𝑛 (внешняя

единичная нормаль к поверхности 𝜕𝜔𝛼) и обладает следующими свойствами:

1. Ψ(𝑄−,𝑄+,𝑛; 0) = 𝑄−, Ψ(𝑄−,𝑄+,𝑛; 1) = 𝑄+, 𝑄± = lim
𝜀→0

𝑄(𝑥𝑑 ± 𝜀𝑛).

2. Ψ(𝑄,𝑄,𝑛; 𝑠) = 𝑄,

3. Для любого ограниченного множества 𝒪 ⊂ Ω𝑞 существует константа 𝑘 такая, что⃒⃒⃒⃒
𝜕Ψ

𝜕𝑠

(︀
𝑄−,𝑄+,𝑛; 𝑠

)︀⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝑄+ −𝑄−

⃒⃒⃒⃒
для любых 𝑄+,𝑄− ∈ 𝒪 и 𝑠 ∈ [0, 1].

4. Для любого ограниченного множества 𝒪 ⊂ Ω𝑞 существует константа 𝐾 такая, что⃒⃒⃒⃒
𝜕Ψ

𝜕𝑠

(︀
𝑄−,𝑄+,𝑛; 𝑠

)︀
− 𝜕Ψ

𝜕𝑠

(︀
𝑊−,𝑊+,𝑛; 𝑠

)︀⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐾

⃒⃒⃒⃒ (︀
𝑄+ −𝑊+

)︀
+
(︀
𝑄− −𝑊−)︀ ⃒⃒⃒⃒

для любых 𝑄+,𝑄−,𝑊+,𝑊− ∈ 𝒪 и 𝑠 ∈ [0, 1].

После введения пути слагаемое
[︁
ℬ𝑘 (𝑄ℎ) · 𝜕𝑄ℎ

𝜕𝑥𝑘

]︁
Ψ
может быть определено в обоб-

щенном смысле следующим образом [113]:
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⟨[︂
ℬ𝑘 (𝑄ℎ) ·

𝜕𝑄ℎ

𝜕𝑥𝑘

]︂
Ψ

, 𝑣𝑙ℎ (𝑥)

⟩
def
=

∫︁
𝜔0
𝛼

ℬ𝑘 (𝑄ℎ) ·
𝜕𝑄ℎ

𝜕𝑥𝑘
𝑣𝑙ℎ (𝑥) dΩ+

+

∫︁
𝜕𝑤𝛼

⎛⎝ 1∫︁
0

ℬ𝑘

(︀
Ψ
(︀
𝑄−,𝑄+,𝑛; 𝑠

)︀)︀ 𝜕Ψ(𝑄−,𝑄+,𝑛; 𝑠)

𝜕𝑠
d𝑠

⎞⎠ 𝑣𝑙ℎ (𝑥) d𝜎, 𝑙 = 1, 𝑝, (4.6)

где 𝜔0
𝛼 = 𝜔𝛼∖𝜕𝜔𝛼. Заметим, что данное определение существенно зависит от выбранного

пути Ψ. В дальнейшем для простоты можно считать, что он выбран линейным, то есть

Ψ(𝑄−,𝑄+,𝑛; 𝑠) = 𝑄− + 𝑠 (𝑄+ −𝑄−).

Постановка задачи Римана для соответствующей неконсервативной системы

представлена в [114]. На основе сделанных выше построений могут быть выведены со-

ответствующие схемы типа Годунова. В частности, численная схема для разрывного

метода Галеркина для уравнения (4.5) может быть записана в виде:

∫︁
𝜔𝛼

𝜕𝑄ℎ (𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑣𝑙ℎ (𝑥) dΩ−

∑︁
𝑘

∫︁
𝜔𝛼

ℱ𝑘
𝜕𝑣𝑙ℎ (𝑥)

𝜕𝑥𝑘
dΩ +

∑︁
𝑘

∫︁
𝜔0
𝛼

ℬ (𝑄ℎ) ·
𝜕𝑄ℎ

𝜕𝑥𝑘
𝑣𝑙ℎ (𝑥) dΩ+

+

∫︁
𝜕𝜔𝛼

𝑣𝑙ℎ (𝑥)𝒟𝑛d𝜎 =

∫︁
𝜔𝛼

𝒮(𝑄ℎ)𝑣
𝑙
ℎ (𝑥) dΩ, 𝑙 = 1, 𝑝, (4.7)

где 𝒟 — численный неконсервативный поток. В настоящей работе используются следу-

ющие варианты численных потоков:

� Поток Лакса-Фридрихса:

𝒟𝑛 =

⎛⎝1

2

1∫︁
0

(𝒜 (𝑄in ± 𝑠 (𝑄out −𝑄in))) 𝑑𝑠± I
∆𝑥

∆𝑡

⎞⎠ (𝑄out −𝑄in) ; (4.8)

� Поток Русанова:

𝒟𝑛 =

⎛⎝1

2

1∫︁
0

(𝒜 (𝑄in ± 𝑠 (𝑄out −𝑄in))) 𝑑𝑠± Imax (|𝜆|)

⎞⎠ (𝑄out −𝑄in) , (4.9)

где max (|𝜆|) – максимальное по модулю собственное значение матри-

цы 𝒜 (𝑄in ± 𝑠 (𝑄out −𝑄in));

� Поток HLLEM [115]:

𝒟𝑛 =
𝑠outℱ(𝑄in)− 𝑠inℱ(𝑄out)

𝑠out − 𝑠in
𝑛+ 𝜅

𝑠out𝑠in
𝑠out − 𝑠in

(𝑄out −𝑄in)−

− 𝜅
𝑠in

𝑠in − 𝑠out

[︁ ̃︀𝐵(𝑄out,𝑄*)(𝑄* −𝑄out) + ̃︀𝐵(𝑄*,𝑄in)(𝑄in −𝑄*)
]︁
, (4.10)
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где 𝜅 =
3∑︀

𝑘=1

𝑛𝑘, 𝑄in ∈ 𝜔𝛼, 𝑄out ∈ 𝜔𝛽, где 𝜔𝛽 – смежная ячейка к 𝜔𝛼, скорость

распространения волн в задаче Римана оценивается следующим образом:

⎧⎨⎩𝑠
in(out) = min(max)

(︁
0,Λ

(︀
𝑄in(out)

)︀
,Λ
(︁
�̂�
)︁)︁

, если 𝜅 > 0,

𝑠in(out) = max(min)
(︁
0,Λ

(︀
𝑄in(out)

)︀
,Λ
(︁
�̂�
)︁)︁

, иначе,
(4.11)

где промежуточное состояние 𝑄* определяется как среднее арифметическое

�̂� = (𝑄in +𝑄out) /2.

Рассматривая произвольное 𝑣ℎ (𝑥) ∈ span
{︁
𝜓

(𝑙)
𝛼

}︁
, получаем следующую полудис-

кретную систему уравнений относительно переменных
{︁
𝑄

(𝑙)
𝛼

}︁
, определенных в (4.4):

M
𝑑 ̃︀𝑄𝛼

𝑑𝑡
= H( ̃︀𝑄𝛼) + I( ̃︀𝑄𝛼). (4.12)

Здесь ̃︀𝑄𝛼 =
(︁
𝑄

(0)
0,𝛼, . . . , 𝑄

(𝑘)
0,𝛼, 𝑄

(0)
1,𝛼, . . . , 𝑄

(0)
𝑀,𝛼, . . . , 𝑄

(𝑘)
𝑀,𝛼

)︁
— вектор неизвестных. Его компо-

ненты 𝑄
(𝑙)
𝑚,𝛼 в дальнейшем будем называть 𝑙-ой гармоникой (𝑙 = 0, . . . , 𝑘)𝑚-ой компонен-

ты вектора 𝑄𝛼. Матрица 𝑀 ∈ R(𝑘+1)×(𝑘+1) является матрицей Грама с компонентами

[𝑀 ]𝑚𝑙 =

∫︁
𝜔𝛼

𝜓(𝑙)
𝛼 𝜓

(𝑚)
𝛼 𝑑𝑥,

вектор H( ̃︀𝑄𝛼) является аппроксимацией дифференциального оператора в левой части

системы уравнений (4.2), вектор I( ̃︀𝑄𝛼) соответствует аппроксимации правой части (4.2),

𝐼(𝑙)𝑚 =

∫︁
𝜔𝑖

𝑆𝑚(𝑄ℎ)𝜓
(𝑙)
𝛼 𝑑𝑥. (4.13)

4.1.2. Алгоритм расщепления

Одна из наиболее простых стратегий решения системы (4.12) — расщепление по

процессам первого порядка. Разобьем временной интервал на части точками {𝑡𝑛}. Далее
на каждом временном шаге 𝑡 ∈ [𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1] сначала решается задача Коши для системы

обыкновенных дифференциальных уравнений

M
𝑑 ̃︀𝑄𝛼

𝑑𝑡
= H( ̃︀𝑄𝛼), 𝑡 ∈ (𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1], (4.14)

c начальными данными ̃︀𝑄0
𝛼 = ̃︀𝑄𝛼(𝑡

𝑛) для определения «промежуточного» решения̃︀𝑄𝛼,H = ̃︀𝑄𝛼(𝑡
𝑛+1). Затем решается задача Коши для системы обыкновенных дифферен-

циальных уравнений:

M
𝑑 ̃︀𝑄𝛼

𝑑𝑡
= I( ̃︀𝑄𝛼), 𝑡 ∈ (𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1] (4.15)
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с начальными данными ̃︀𝑄𝛼,H. Решение системы (4.15) при 𝑡 = 𝑡𝑛+1 считается решением

системы (4.12) в момент времени 𝑡 = 𝑡𝑛+1.

Для интегрирования по времени однородной системы (4.14) далее используется

вариант метода Рунге-Кутты TVD/RK3 [105] с лимитированием консервативных пере-

менных на каждом шаге метода. Подробнее подход к процедуре лимитирования описан

далее в разделе 4.2. Для интегрирования по пространству используется метод квадра-

тур Гаусса-Лежандра.

Для интегрирования системы уравнений (4.15) используется неявный метод ФДН

с автоматическим выбором шага интегрирования, описанный в разделе 4.1.4.

4.1.3. Алгоритм интегрирования

однородной гиперболической системы уравнений

Для интегрирования по времени системы обыкновенных дифференциальных

уравнений (4.14) используется TVD/RK3 метод Рунге-Кутты, представленный ниже.

Для данного метода Рунге-Кутты численное решение не будет монотонным для случая

разрывных решений. Традиционный способ обеспечить монотонность решения заклю-

чается в добавлении в схему численной диссипации. Более подробно алгоритм лимити-

рования представлен в разделе 4.2 настоящей работы. В общем виде операция лимити-

рования может быть представлена как операторное соотношение вида:

̃︀𝑄𝛼 := Λ̃ ̃︀𝑄𝛼, (4.16)

где Λ̃ — оператор лимитирования.

Тогда общая схема интегрирования по времени с помощью метода TVD/RK3 и

лимитирования на каждой стадии имеет вид [106]

̃︀𝑄1
𝑖 =

̃︀𝑄𝑛
𝑖 +∆𝑡P

(︁ ̃︀𝑄𝑛
𝑖

)︁
, ̃︀𝑄1

𝑖 = Λ̃ ̃︀𝑄1
𝑖 ,̃︀𝑄2

𝑖 =
3

4
̃︀𝑄𝑛
𝑖 +

1

4
̃︀𝑄1
𝑖 +

1

4
∆𝑡P

(︁ ̃︀𝑄1
𝑖

)︁
, ̃︀𝑄2

𝑖 = Λ̃ ̃︀𝑄2
𝑖 ,̃︀𝑄𝑛+1

𝑖 =
1

3
̃︀𝑄𝑛
𝑖 +

2

3
̃︀𝑄2
𝑖 +

2

3
∆𝑡P

(︁ ̃︀𝑄2
𝑖

)︁
, ̃︀𝑄𝑛+1

𝑖 = Λ̃ ̃︀𝑄𝑛+1
𝑖 ,

(4.17)

где P = M−1H, см. (4.12).

4.1.4. Алгоритм расчета релаксационных слагаемых

Задача Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений (4.15)

решается неявным многошаговым методом ФДН [116] на временном интервале 𝑡 ∈
(𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1]. Разобьем временной интервал на части точками (𝑡𝑛0 , 𝑡

𝑛
1 , . . . , 𝑡

𝑛
𝑀−1), где 𝑡

𝑛
𝑗+1 =

𝑡𝑛𝑗 + 𝜏𝑗, 𝑡
𝑛
0 = 𝑡𝑛, 𝑡

𝑛
𝑀−1 = 𝑡𝑛+1. Таким образом ∆𝑡 = 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 — шаг интегрирования

газодинамической части задачи, а 𝜏𝑗 — шаг интегрирования релаксационной части.
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Разностная схема решения задачи Коши для (4.15) имеет следующий вид:

̃︀𝑄0
𝛼 = ̃︀𝑄𝛼(𝑡

𝑛);
𝑘∑︁

𝑝=0

𝜁𝑝 ̃︀𝑄𝑗+1−𝑝
𝛼 = 𝜏𝑗𝛽0𝑅

(︁ ̃︀𝑄𝑗+1
𝛼

)︁
, 𝑗 = 0, 1, . . . . (4.18)

Здесь 𝜏𝑗 = const, 𝑅 = M−1I. Аппроксимации релаксационных членов I, определенных

в (4.13), рассчитываются численно методом квадратур Гаусса-Лежандра.

𝑘 𝛽 𝜁0 𝜁1 𝜁2 𝜁3 𝜁4 𝜁5 𝜁6
1 1 1 -1
2 2/3 1 -4/3 1/3
3 6/11 1 -18/11 9/11 -2/11
4 12/25 1 -48/25 36/25 -16/25 3/25
5 60/137 1 -300/137 300/137 -200/137 75/137 -12/137
6 60/147 1 -360/147 450/147 -400/147 225/147 -72/147 10/147

Таблица 4.1. Коэффициенты ФДН метода до 6-го порядка.

В дальнейшем все численные расчеты проводятся ФДН методом 6-го порядка

(𝑘 = 6). Коэффициенты метода представлены в Таблице (4.1). Для начала счета тре-

буется знать значения ̃︀𝑄𝑗
𝛼, 𝑗 = 1, ..., 𝑘 − 1. Для этого рекуррентно используется ФДН

метод порядка 𝑘, т.е. сначала для нахождения ̃︀𝑄1
𝛼 используется ФДН метод первого

порядка (k=1), затем второго (𝑘 = 2) для ̃︀𝑄2
𝛼 и т.д.

Нелинейная система уравнений (4.18) решается численно методом Ньютона:

𝜕𝐹
(︁ ̃︀𝑄𝑗+1

𝛼

)︁⧸︁
𝜕 ̃︀𝑄𝑗+1

𝛼

⃒⃒⃒
̃︀𝑄𝑗+1,𝑠
𝛼

·
(︁ ̃︀𝑄𝑗+1,𝑠+1

𝛼 − ̃︀𝑄𝑗+1,𝑠
𝛼

)︁
= −𝐹

(︁ ̃︀𝑄𝑗+1,𝑠
𝛼

)︁
, (4.19)

где индекс 𝑠 обозначает номер итерации, ̃︀𝑄𝑗+1,0
𝛼 = ̃︀𝑄𝑗

𝛼 соответствует 𝑠 = 0. Функция 𝐹

имеет следующий вид:

𝐹
(︁ ̃︀𝑄𝑗+1

𝛼

)︁
= 𝜁0 ̃︀𝑄𝑗+1

𝛼 − 𝜏𝑗𝛽0𝑅
(︁ ̃︀𝑄𝑗+1

𝛼

)︁
−

𝑘∑︁
𝑝=1

𝜁𝑝 ̃︀𝑄𝑗+1−𝑝
𝛼 . (4.20)

Матрица Якоби 𝜕𝐹
(︁ ̃︀𝑄𝑗+1

𝛼

)︁⧸︁
𝜕 ̃︀𝑄𝑗+1

𝛼 в (4.19) вычисляется с применением численного

дифференцирования или аналитически (для каждого численного расчета указывается

отдельно). Итерации метода Ньютона продолжаются до тех пор, пока величина 𝑟 =

max
𝑚

|𝑟𝑚| не станет меньше заданного значения. Здесь 𝑟𝑚 определены как:

𝑟𝑚 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
̃︀𝑄𝑗+1,𝑠+1
𝛼,𝑚 − ̃︀𝑄𝑗+1,𝑠

𝛼,𝑚̃︀𝑄𝑗+1,𝑠+1
𝛼,𝑚

, если
⃒⃒⃒ ̃︀𝑄𝑗+1,𝑠+1

𝛼,𝑚

⃒⃒⃒
> 1

̃︀𝑄𝑗+1,𝑠+1
𝛼,𝑚 − ̃︀𝑄𝑗+1,𝑠

𝛼,𝑚 , иначе.

. (4.21)

Шаг 𝜏𝑗 может быть переменным. В реализованном алгоритме предусмотрен авто-

матический выбор шага интегрирования. В начальный момент 𝜏0 = ∆𝑡/6. В случае, если
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превышено максимальное число 𝑁max ньютоновских итераций (далее 𝑁max = 10) или,

если решение сходится к нефизичным результатам (отрицательное давление или объем-

ная доля и т.д.), то шаг интегрирования уменьшается. В случае, когда число итераций

меньше минимального значения 𝑁min (далее 𝑁min = 3), шаг интегрирования увеличива-

ется. При этом, если шаг интегрирования меняется, то необходимо вернуться к первому

шагу метода ФДН (𝑘 = 1) и рекурсивно пересчитать значения ̃︀𝑄𝑗
𝛼, 𝑗 = 1, ..., 𝑘 − 1 для

нового временного шага 𝜏 .

Коэффициенты релаксации 𝜇 и 𝜈 в (4.15) либо задаются постоянными, либо рас-

считываются в каждой точке пространства динамически таким образом, чтобы фазовые

давления и скорости релаксировали за один газодинамический временной шаг ∆𝑡.

Соответствующая оценка строится следующим образом. Релаксация давлений и

скоростей в случае межфазных соотношений (3.10) и УрС (3.11) может быть записана

в виде:

d (𝑢1 − 𝑢2)

d𝑡
= −𝜇 (𝑢1 − 𝑢2)

(︂
1

𝛼1𝜌1
+

1

𝛼2𝜌2

)︂
,

d(𝑃1 − 𝑃2)

d𝑡
= −𝜈(𝑃1 − 𝑃2)

[︂
𝑃I + 𝐶1𝑎𝑃1 + 𝐶1𝑏

𝛼1𝐶1𝑎

+
𝑃I + 𝐶2𝑎𝑃1 + 𝐶2𝑏

𝛼2𝐶2𝑎

]︂
,

(4.22)

где 𝐶𝑘𝑎 = 1/(𝛾𝑘−1), 𝐶𝑘𝑏 = 𝛾𝑘𝑃∞,k/(𝛾𝑘−1). Здесь также предполагается, что релаксация

скоростей не влияет на релаксацию давлений. Другими словами в (4.22) фиксировано

давление. Тогда коэффициенты релаксации можно оценить следующим образом:

𝜇 =
1

∆𝑡

[︂
1

𝛼1𝜌1
+

1

𝛼2𝜌2

]︂−1

,

𝜈 =
1

∆𝑡

[︂
𝑃I + 𝐶1𝑎𝑃1 + 𝐶1𝑏

𝛼1𝐶1𝑎

+
𝑃I + 𝐶2𝑎𝑃1 + 𝐶2𝑏

𝛼2𝐶2𝑎

]︂−1

.

(4.23)

Такой выбор значений 𝜇 и 𝜈 обеспечивает релаксацию за один временной шаг ∆𝑡.

§ 4.2. Применение ограничителей в разрывном методе Галеркина

Для указанного метода Рунге-Кутты TVD/RK3 (4.17) численное решение не бу-

дет монотонным для случая разрывных решений. Традиционный способ обеспечить мо-

нотонность решения заключается в добавлении в схему численной диссипации. Искус-

ственная диссипация может быть введена в аппроксимации разрывного метода Галер-

кина различными способами, среди которых известны методы на основе геометрических

ограничителей (лимитеров), явного введения дополнительных диссипативных слагае-

мых, алгоритмов на основе фильтрации высокочастотных компонент решения и дру-

гие [117]. В работах [118,119] описан способ монотонизации разрывного метода Галерки-

на путем явного введения в схему искусственной вязкости типа Неймана-Рихтмайера.

В работе [120] описан один из наиболее популярных лимитеров, построенных на исполь-

зовании функции minmod. Помимо этого, существуют лимитеры, основанные на после-
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довательном ограничении степеней свободы начиная с высшей (например, моментный

лимитер Криводоновой) [121].

В настоящей работе в качестве составных частей полного алгоритма лимитиро-

вания применяется три вида лимитеров:

1. лимитер Криводоновой, описанный далее в разделе 4.2.2;

2. лимитер WENO-S, описанный далее в разделе 4.2.3;

3. лимитер, обеспечивающий положительность объемных долей (и плотностей), опи-

санный далее в разделе 4.2.4;

Для представленных выше математических моделей используются несколько ал-

горитмов лимитирования решения в соответствии с конкретной постановкой:

1. лимитер Криводоновой из раздела 4.2.2 для модели Годунова-Роменского и задачи

однородной гиперупругости из раздела 3.1.1;

2. совместное использование лимитера Криводоновой из раздела 4.2.2 с лимитером

для «концентраций» 𝜑𝑘, о которых известно, что их значения лежат на отрезке

от 0 до 1, из [122], сохраняющий минимальные и максимальные значения реше-

ния, из раздела 4.2.4. Данный алгоритм лимитирования применяется для тестов

с неоднородностью в задачах гиперупругости в рамках модели из раздела 3.1.2;

3. лимитер на основе реконструкции решения в ячейке на основании решения в со-

седних ячейках (лимитер WENO-S) из раздела 4.2.3 для задачи расчета динамики

двухфазной среды в рамках модели Баера-Нунциато из раздела 3.2 для «немно-

гоматериальных» тестов (объемные доли фаз не являются близкими к нулю).

4. комплексное лимитирование, отдельно описанное в разделе 4.2.5 на основе лими-

тера WENO-S из раздела 4.2.3 совместно с лимитером, обеспечивающим нахожде-

ние решения в некотором диапазоне значений из раздела 4.2.4, а также дальней-

шее лимитирование решения при наличии отрицательных давлений и внутренних

энергий фаз, описанное в 4.2.5. Данный подход применяется для многоматериаль-

ных задач в рамках модели Баера-Нунциато, когда объемные доли фаз являются

близкими к нулю (наличие «чистых» фаз).

Процедура лимитирования может быть представлена в виде оператора

𝑄new = Λ𝑄,

где 𝑄 — вектор неизвестных до лимитирования, 𝑄new — вектор неизвестных после

лимитирования, Λ — один из представленных выше вариантов лимитирования. В даль-

нейшем для удобства изложения будут рассмотрены одномерные операторы лимитиро-

вания, которые будем обозначать как Λ𝑥,𝑦,𝑧. При этом во всех случаях
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1. перед операцией лимитирования используется индикатор немонотонности, опре-

деляющий ячейки вычислительной сетки, в которых решение подлежит лимити-

рованию;

2. лимитирование применяется для консервативных переменных;

3. в многомерных задачах представленные одномерные лимитеры Λ𝑘, 𝑘 = 𝑥, 𝑦, 𝑧,

применяются последовательно вдоль каждого из направлений:

𝑄new = Λ𝑧Λ𝑦Λ𝑥𝑄.

Подчеркнем, что одной из существенных особенностей предложенных подходов к мо-

нотонизации решения является стратегия лимитирования непосредственно консерва-

тивных переменных системы, что существенно уменьшает вычислительные затраты на

монотонизацию решения.

4.2.1. Индикатор немонотонности

Применение лимитеров является вычислительно затратной операцией, которая

может понижать порядок аппроксимации решения. Помимо этого, лимитер необходим

только при наличии немонотонностей на разрывах решения. При этом в случае глад-

ких решений лимитер не нужен. Для решения этой проблемы перед лимитированием

решения вводится индикатор немонотонности, определяющий необходимость лимити-

рования решения в данной ячейке.

Существует большое количество индикаторов немонотонности: индикатор Харте-

на [123], при котором приближенное решение реконструируется на подсеточном уровне,

индикатор KXRCF [124], а также индикатор, основанный на функции minmod [106]. В

настоящей работе используется последний вариант, поскольку он является наиболее

простым и универсальным, хотя и не самым эффективным.

Опишем данный индикатор немонотонности для одномерного случая. В много-

мерном случае для декартовых сеток индикатор применяется отдельно по каждому из

направлений. В соответствии с введенным выше определением, рассмотрим компоненты

вектора 𝑄
(𝑙)
𝑚,𝛼 в ячейке 𝜔𝛼 и зафиксируем какую-либо компоненту решения 𝑚. Обозна-

чим полученный набор значений как 𝑄
(𝑙)
𝛼 . Обозначим конечномерную аппроксимацию

компоненты решения в соответствии с (4.4) как:

𝑄ℎ (𝑥, 𝑡) |𝜔𝛼 =

𝑝∑︁
𝑙=0

𝜓(𝑙)
𝛼 (𝑥)𝑄(𝑙)

𝛼 (𝑡) , (4.24)

Обозначим среднее значение решения в ячейке 𝜔𝛼 как:

𝑄𝛼 =
1

ℎ𝛼

∫︁
𝜔𝛼

𝑄ℎ (𝑥, 𝑡) |𝜔𝛼𝑑𝑥. (4.25)
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Скачки на границе ячейки 𝜔𝛼 обозначим как

∆𝑄𝛼+1/2 = 𝑄−
𝛼+1/2 −𝑄𝛼,

∆𝑄𝛼−1/2 = 𝑄𝛼 −𝑄+
𝛼−1/2.

В каждой ячейке рассмотрим величины:

�̃�(mod)
𝛼 = minmod

(︀
∆𝑄𝛼+1/2, 𝑄𝛼+1 −𝑄𝛼, 𝑄𝛼 −𝑄𝛼−1

)︀
, (4.26a)

˜̃𝑄(mod)
𝛼 = minmod

(︀
∆𝑄𝛼−1/2, 𝑄𝛼+1 −𝑄𝛼, 𝑄𝛼 −𝑄𝛼−1

)︀
, (4.26b)

где

minmod (𝑎1, . . . , 𝑎𝑁) =

⎧⎨⎩𝑠min (𝑎1, . . . , 𝑎𝑁) , если 𝑠 = sign (𝑎1) = . . . = sign (𝑎𝑁)

0, иначе.

(4.27)

Решение в ячейке 𝜔𝛼 подлежит лимитированию, если (4.27) возвращает не первый ар-

гумент. Далее опишем процесс построения решения в ячейке, если оно подлежит лими-

тированию.

4.2.2. Лимитер Криводоновой

Данный лимитер описан в работе [121]. Подробно в настоящей работе алгоритм

не приводится. Кратко опишем суть данного лимитера.

Алгоритм лимитирования состоит из нескольких шагов. В проблемных ячейках

решение ограничивается, начиная со старшей степени свободы. Решение об ограниче-

нии степени свободы принимается на основании сравнения степени свободы со скачком

решения в соседних ячейках. В наиболее «жестком» варианте степени свободы ограни-

чиваются вплоть до первой включительно, то есть порядок схемы становится первым.

В настоящей работе лимитер Криводоновой применяется для задач гиперупру-

гости из раздела 3.1.

4.2.3. Лимитер WENO-S

Идея алгоритма лимитирования WENO-S состоит в реконструкции решения в

ячейке с помощью выпуклой комбинации решений в этой ячейке и соседних с ней.

При этом решения в соседних ячейках предварительно модифицируются таким обра-

зом, чтобы сохранялось среднее по объему значение в ячейке, где решение подлежит

лимитированию [120].

Алгоритм применения лимитера в одномерном случае имеет вид:

1. Обозначим полином решения в ячейках с индексами 𝛼−1, 𝛼, 𝛼+1 как 𝑝0 (𝑥), 𝑝1 (𝑥)

и 𝑝2 (𝑥), соответственно. Модифицируем решения в сосдених ячейках следующим
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образом:

𝑝0 (𝑥) = 𝑝0 − 𝑝0 + 𝑝1, 𝑝2 (𝑥) = 𝑝2 − 𝑝2 + 𝑝1,

где

𝑝𝛼 =
1

ℎ𝛼

∫︁
𝜔𝛼

𝑝𝛼 (𝑥) 𝑑𝑥.

2. Рассчитываем индикатор гладкости для каждой из соседних ячеек:

𝛽𝛼 =
𝑘∑︁

𝑙=1

∫︁
𝜔𝛼

ℎ2𝑙−1
𝛼

(︂
𝜕𝑙

𝜕𝑥𝑙
𝑝𝛼 (𝑥)

)︂2

𝑑𝑥,

где 𝑘 — порядок полинома решения в ячейке.

3. Рассчитываем веса для каждой из ячеек:

𝜅𝛼 = 𝜅𝛼

⧸︃ ∑︁
𝑛=1,2,3

𝜅𝑛, 𝜅𝑛 = 𝛾𝑛(𝜀+ 𝛽𝑛)
−𝑟.

Здесь 𝛾𝑛 — линейный вес; 𝜀 = 10−6, 𝑟 = 2 —параметры. Линейные веса должны

обладать следующими свойствами:

3∑︁
𝑛=1

𝛾𝑛 = 1.0, 𝛾1 ≫ 𝛾0, 𝛾1 ≫ 𝛾2.

4. Лимитированное решение в ячейке рассчитывается как:

𝑝new1 (𝑥) = 𝜅0𝑝0 (𝑥) + 𝜅1𝑝1 (𝑥) + 𝜅2𝑝2 (𝑥) .

Применение лимитера может быть обобщено на многомерный случай (последова-

тельное применение по каждому из направлений) и случай системы уравнений (приме-

нение процедуры лимитирования к каждой компоненте решения). В последнем случае,

как правило, переходят к характеристическим переменным.

4.2.4. Лимитер, обеспечивающий положительность

объемных долей и плотностей

Пусть имеется представление какой-либо величины (компоненты вектора

𝑄) 𝑄𝑃 (𝑥, 𝑡) в ячейке 𝜔𝑖:

(𝑄𝑚)ℎ (𝑥, 𝑡)|𝜔𝑖
=

𝑘∑︁
𝑙=1

𝜓
(𝑙)
𝑖 (𝑥)𝑄

(𝑙)
𝑚,𝑖 (𝑡) , 𝑚 = 1,𝑀.
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Введем среднее значение 𝑄𝑚 (𝑥, 𝑡) как:

𝑄𝑚 =
1

𝑉𝑖

∫︁
𝜔𝑖

(𝑄𝑚)ℎ (𝑥, 𝑡)|𝜔𝑖
𝑑𝑉.

Процесс лимитирования сводится к пересчету всех величин по следующей формуле:(︁
�̃�𝑚

)︁
ℎ
(𝑥, 𝑡) = 𝜃

[︀
(𝑄𝑚)ℎ (𝑥, 𝑡)−𝑄𝑚

]︀
+𝑄𝑚.

Если 𝑄𝑚 определена на отрезке [𝑎, 𝑏], то для этой величины рассматривается пара-

метр 𝜃𝑚

𝜃𝑚 = min

{︂
𝑄𝑚 − (𝑎+ 𝜀)

𝑄𝑚 − (𝑄𝑚)min

,
𝑄𝑚 − (𝑏− 𝜀)

𝑄𝑚 − (𝑄𝑚)max

, 1

}︂
;

если 𝑄𝑚 определена на интервале [𝑎,∞), то

𝜃𝑚 = min

{︂
𝑄𝑚 − (𝑎+ 𝜀)

𝑄𝑚 − (𝑄𝑚)min

, 1

}︂
,

где

(𝑄𝑚)min = min
𝜔𝑖

(𝑄𝑚)ℎ (𝑥, 𝑡) |𝜔𝑖
= min

𝑥gp
(𝑄𝑚)ℎ (𝑥gp, 𝑡) |𝜔𝑖

,

(𝑄𝑚)max = max
𝜔𝑖

(𝑄𝑚)ℎ (𝑥, 𝑡) |𝜔𝑖
= max

𝑥gp
(𝑄𝑚)ℎ (𝑥gp, 𝑡) |𝜔𝑖

,

𝑥gp – квадратурные точки конечного элемента 𝜔𝑖, 𝜀 – малая величина, в данной работе

𝜀 = 10−6.

Лимитирование применяется к величинам {𝛼1, 𝛼2, 𝛼1𝜌1, 𝛼2𝜌2}, при этом 𝛼1,2 опре-

делены на отрезке [0, 1], 𝜌1,2 определены на интервале [0,∞). Общий коэффициент ли-

митирования расчитывается как

𝜃 = min
𝑚

{𝜃𝑚} .

Затем операция лимитирования с общим коэффициентом 𝜃 применяется ко всем вели-

чинам 𝑄: (︁
�̃�𝑚

)︁
ℎ
(𝑥, 𝑡) = 𝜃

(︀
(𝑄𝑚)ℎ (𝑥, 𝑡)−𝑄𝑚

)︀
+𝑄𝑚, 𝑚 = 1,𝑀.

4.2.5. Комплексное лимитирование

Одним из важнейших типов физических постановок в рамках модели Баера-

Нунциато являются многоматериальные постановки, при которых объемные доли фаз

близки к 0 и 1, что соответствует почти чистым фазам в отдельных областях. При ре-

шении задач такого типа возникают трудности, связанные с возникновением областей,

где давление фазы, близкое к 0, становится отрицательным, что ведет к некорректно-

му пересчету полей плотностей и объемных долей. Для решения этой проблемы был

разработан комплексный алгоритм лимитирования, описанный ниже.
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Пусть имеется представление какой-либо величины (компоненты вектора

𝑄) 𝑄𝑃 (𝑥, 𝑡) в ячейке 𝜔𝑖:

(𝑄𝑚)ℎ (𝑥, 𝑡)|𝜔𝑖
=

𝑘∑︁
𝑙=1

𝜓
(𝑙)
𝑖 (𝑥)𝑄

(𝑙)
𝑚,𝑖 (𝑡) , 𝑚 = 1,𝑀.

1. Для набора консервативных переменных в ячейке применяется описанное выше

лимитирование WENO-S из раздела 4.2.3.

2. Если в какой-либо квадратурной точке значение одной из следующих величин

{𝛼k, 𝛼k𝜌k} , k = 1, 2 отрицательно, то применяется процедура лимитирования из

раздела 4.2.4.

3. В каждой квадратурной точке внутри расчетной ячейки для полученного лими-

тированного решения ищутся простые переменные для каждой из фаз с номерами

k = 1, 2 по следующим формулам:

𝑢newk =
(𝛼k𝜌k𝑢k)

new

(𝛼k𝜌k)
new , 𝑣newk =

(𝛼k𝜌k𝑣k)
new

(𝛼k𝜌k)
new , 𝑤new

k =
(𝛼k𝜌k𝑤k)

new

(𝛼k𝜌k)
new ,

𝐸new
k =

(𝛼k𝜌k𝐸k)
new

(𝛼k𝜌k)
new ,

где 𝑢k, 𝑣k, 𝑤k — компоненты вектора скорости 𝑢k.

4. В каждой квадратурной точке внутри расчетной ячейки находится внутренняя

энергия для каждой из фаз с номерами k = 1, 2 по следующей формуле

𝒰new
k = 𝐸new

k − (𝑢newk )2 + (𝑣newk )2 + (𝑤new
k )2

2
.

5. Если внутренняя энергия хотя бы в одной квадратурной точке ячейки 𝜔𝑖 для

какой-либо фазы отрицательна, то в 𝜔𝑖 для полной энергии данной фазы

(𝛼k𝜌k𝐸k)
new в консервативном виде применяется дополнительная процедура ли-

митирования. В простейшем случае она заключается в том, что в решении остав-

ляются только нулевые гармоники.

Разработанный алгоритм лимитирования используется в численных экспериментах из

соответствующего раздела.
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Глава 5. Описание программной реализации

Описанные в главе 4 вычислительные алгоритмы реализованы программно в

рамках комплекса DIMP-MULTIPHASE, который, в свою очередь, основан на плат-

форме DIMP, разрабатываемый в ИПМ им. М. В. Келдыша РАН [24].

§ 5.1. Архитектура программного комплекса

Программный комплекс DIMP представляет собой двухступенчатую структуру.

Первая ступень является подготовительной частью. Эта часть кода во многом универ-

сальна и является общей для многих задач, которые можно решать с использованием

явных схем на декартовой сетке [24]. Ее основные функции:

1. считывание и обработка конфигурационных параметров, таких как начальные

данные, параметры уравнений состояния, иные физические параметры, необходи-

мые для расчета, а также вспомогательные параметры, отвечающие за параметры

вывода данных в терминал и файлы;

2. создание расчетной сетки и ее декомпозиция для подготовки к параллельному

расчету

3. организация межпроцессорного взаимодействия

Вторая ступень является основной частью. Ее структура определяется конкрет-

ной физико-математической моделью, а также используемой разностной схемой. Вторая

ступень предоставляет возможность применения программного комплекса на достаточ-

но широком классе задач в рамках воксельной геометрической постановки. В первую

очередь, это обеспечено особенностью подхода, при которои две ступени при реализации

отделены друг от друга (см. схему на рисунке 5.1): подготовительная часть реализована

в виде программной платформы DiMP, а основная – в виде программных комплексов

DIMP-Hydro и DIMP-Multiphase.

Языком реализации является C++ с использованием интерфейса MPI [125] для

распараллеливания программы. Разбиение расчетной сетки для межпроцессорного об-

мена осуществляется с помощью библиотеки Metis [126]. Для написания конфигураци-

онных файлов используется встраиваемый язык программирования Lua [127]. Выбор

данного языка обусловлен возможностью использования собственных функций, струк-

тур данных, а также реализации части функциональности программы на уровне кон-

фигурационного файла. На рисунке 5.2 приведен пример конфигурационного файла
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для расчета двухфазного вытеснения в образце керна с помощью DIMP-Hydro. Резуль-

таты расчетов (распределение полей всех параметров) могут быть сохранены в формате

VTK [128].

§ 5.2. DIMP-MULTIPHASE как часть программного комплекса

В диссертационной работе был реализован программный комплекс DIMP-

Multiphase, состоящий в свою очередь и двух модулей: DIMP-Hyper для решения задач

гиперупругости и DIMP-BN для решения задач многофазных течений. Общая база на

основе вычислительных алгоритмов реализована на уровне DIMP-Multiphase и предо-

ставляет возможность проведения расчетов с использованием метода RK/DG c вос-

полнением решения до произвольного порядка, а также интегрирование по времени

методом Рунге-Кутты, задаваемом с помощью таблицы Бутчера. В качестве вспомога-

тельных библиотек на уровне DIMP-Multiphase используются библиотеки BOOST [129] и

EIGEN [130].

Особенностью программной реализации модуля DIMP-Hyper является исполь-

зование непосредственно термодинамического потенциала (внутренней энергии) в сво-

их естественных переменных при расчете термодинамических свойств среды. Для это-

го применяются программные библиотеки для автоматического дифференцирования

(библиотека STAN, [131]). Термодинамические параметры (тензор напряжения и аку-

стический тензор, температура,. . . ) вычисляются непосредственно как производные

термодинамического потенциала. Это дает возможность использовать различные виды

тензора градиента деформации (Фингера, Грина и других), а также любой термодина-

мический потенциал в естественных переменных в качестве канонического уравнения

состояния без существенного изменения программы.

Особенностью программной реализации модуля DIMP-BN является возможность

расширения математической модели до произвольного числа фаз, а также применение

широкого спектра типов уравнений состояния.
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Рис. 5.1. Структура кода программного комплекса DIMP.
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Рис. 5.2. Пример конфигурационного файла на языке Lua для численного моделирова-
ния двухфазного вытеснения в образце горной породы из работы [24].
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Глава 6. Результаты расчетов

В данной главе представлены результаты расчетов для представленных моделей

Годунова-Роменского и Баера-Нунциато. Расчеты выполнены на декартовых ортого-

нальных воксельных сетках с использованием вычислительных алгоритмов, описанных

в главе 4. Конкретные варианты алгоритмов отдельно указаны для каждого семейства

тестовых задач.

§ 6.1. Расчеты для гиперупругих моделей

6.1.1. Расчеты в рамках однородной модели

В данном разделе приведены результаты расчетов с использованием модели

Годунова-Роменского для однородной и неоднородной среды. В тестовых расчетах рас-

сматриваются известные модельные задачи для упругих твердых сред, а также газоди-

намические задачи. Начальные данные для тестов представлены в таблице 6.1. Пара-

метры уравнения состояния, представленные в таблице 6.2, соответствуют следующим

величинам: 𝜌0, г/см
3 — невозмущенная плотность среды, 𝑐0, км/с — скорость звука

(как формальный параметр уравнения состояния (3.6)), 𝑐𝑣, кДж/(гК) — теплоемкость,

𝑇0, К — отсчетное значение температуры, 𝑏0, км/с — скорость сдвиговой волны, 𝛼, 𝛽,

𝛾 — коэффициенты

Тест 1. Газовая динамика. Как уже отмечалось, модель Годунова-Роменского поз-

воляет описывать течения газа и при соответствующем задании уравнения состоя-

ния сводится к уравнениями Эйлера идеальной газовой динамики. Поэтому в каче-

стве первого тестового примера рассмотрим газодинамическую задачу Сода об ударной

трубе, которая будет решена с использованием полной систему уравнений Годунова-

Роменского, состоящей из 13 уравнений и не включающую в себя в явном виде уравне-

ние закона сохранения массы (уравнения неразрывности).

Подробно задача описана в множестве источников, см., например, [132]. В ней

рассматриваются ударноволновые течения с распадом разрыва на контактных грани-

цах газа. Начальные данные и параметры уравнения состояния заданы в таблицах 6.1

и 6.2 соответственно. Начальные данные были получены на основе заданных начальных

условий для задачи Сода для уравнений Эйлера идеальной газовой динамики.

88



Таблица 6.1. Начальные данные для одномерных тестов задач гиперупругости

𝑢L,
км
с

𝐹L 𝒮L, кДж
гК

𝑢R,
км
с

𝐹R 𝒮R, кДж
гК

1

⎛⎜⎜⎝
0

0

0

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎠ 4.0 · 10−6

⎛⎜⎜⎝
0

0

0

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝
8 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎠ 1.7 · 10−6

2

⎛⎜⎜⎝
0

0.5

1

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝
0.98 0 0

0.02 1 0.1

0 0 1

⎞⎟⎟⎠ 1.0 · 10−3

⎛⎜⎜⎝
0

0

0

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 1 0.1

0 0 1

⎞⎟⎟⎠ 0

3

⎛⎜⎜⎝
2

0

0.1

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

1 0 0

−0.01 0.95 0.02

−0.015 0 0.9

⎞⎟⎟⎠ 0

⎛⎜⎜⎝
0

−0.03

−0.01

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

1 0 0

0.015 0.95 0

−0.01 0 0.9

⎞⎟⎟⎠ 0

Таблица 6.2. Параметры уравнений состояния для одномерных тестов задач гиперупру-
гости

𝜌0,
г

см3 𝑐0,
км
с

𝑐𝑣,
кДж
гК

𝑇0, К 𝑏0,
км
с

𝛼 𝛽 𝛾

Тест 1 1.0 0.0 1.0 · 10−6 100 0 0 0 0.4

Тест 2 8.93 4.6 3.9 · 10−4 300 2.1 1 3 2

Тест 3

материал 1 8.93 4.6 3.9 · 10−4 300 2.1 1 3 2

материал 2 8.93 6.22 9.0 · 10−4 300 3.16 1 3.577 2.088

В расчете используется сетка с шагом по пространству 0.001 см на области [0, 1]

см. Шаг по времени равен 0.01 секунд. Применяется алгебраическое восполнение ре-

шения до 3-го порядка. При этом решается 13 уравнений для неизвестных (𝑢𝑘, 𝐹𝑖𝑗, 𝑆)

вместо 5 уравнений для трех компонент скорости и двух термодинамических перемен-

ных (например, плотности и давления или внутренней энергии). Уравнение состояния

состоит только из термодинамической части (3.6)

𝒰 = 𝒰h (𝐼3, 𝑆) = 𝑐𝑣𝑇0𝐼
𝛾/2
3 (exp [𝑆/𝑐𝑣]− 1) .

В рассматриваемой постановке тензор градиента деформации имеет диагональный вид.

Возникающее течение содержит пять подобластей с различными значениями ско-

рости, энергии (давления) и плотности, которые показаны на рисунке 6.1, соответствен-

но, красным, черным и зеленым цветом в момент времени 𝑡 = 0.6 c. анализ результатов

показывает, что полученное решение совпадает с решением чисто газодинамической

задачи, см., например, [132].

89



Рис. 6.1. Тест 1. Профили плотности, скорости и энергии, восполнение 1-го порядка.

Таким образом, данная модель позволяет рассматривать газодинамические по-

становки задач.

Тест 2. Нелинейная гиперупругость. Во втором тесте рассмтаривается упругая

среда с полным уравнением состояния. Начальные условия соответствуют решению

задачи с пятью волнами, однако при добавлении небольших сдвиговых деформаций

(недиагональные члены в тензоре дисторсии) решение будет состоять из семи волн: три

движущиеся влево волны разрежения, движущийся вправо контактный разрыв, две

движущиеся вправо волны разрешения перед ударной волной и движущаяся вправо

ударная волна.

Задача решается разрывным методом Галеркина с алгебраическим восполнени-

ем решения третьего порядка на сетке, состоящей из 500 ячеек. В качестве сравнения

рассматривается решение, полученное методом конечных объемов, на существенно бо-

лее мелкой сетке, состоящей из 1000 ячеек. Начальные условия взяты из работы [58]

и представлены в таблице 6.1. Параметры уравнения состояния соответствуют меди и

представлены в таблице 6.2

Результаты расчетов представлены на рисунке 6.2 на момент времени 0.5 𝜇с для

решения с использованием метода конечных объемов первого порядка, а также разрыв-

ного метода Галеркина. В качестве лимитирования используется, как отмечалось выше,

лимитер Криводоновой. Видно, что разрывный метод Галёркина дает гораздо лучшее

разрешение фронтов по сравнению с методом конечных объемов. По полученным про-

филям решений можно идентифицировать все 7 представленных волн. Полученные

результаты полностью совпадают с опубликованными в известных работах, см. [58].

Тест 3. Неоднородная модель Годунова-Роменского. Рассмотрим пример реше-

ния задачи гиперупругости в рамках неоднородной модели, описанной выше. При этом
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Рис. 6.2. Тест 2. Распределение плотности (сверху) и скорости (снизу) для метода ко-
нечных объемов (слева) и RK/DG (справа)

граница раздела двух различных материалов определяется характеристической функ-

цией. Левые и правые начальные условия ставятся по границе материалов. Поле 𝜑 в

начальный момент времени задано как:

𝜑 (𝑥, 0) =

⎧⎨⎩10−4, 𝑥 ⩽ 0.5,

1− 10−4, 𝑥 > 0.5.
(6.1)

Сетка состоит из 2000 ячеек на отрезке [0, 1]. Используется алгебраическое вос-

полнение решения третьего порядка. Лимитирование производится с помощью лими-

тера Криводоновой для физических полей и лимитера, обеспечивающего нахождение

решения в заданном интервале, для поля 𝜑. Начальные условия заданы в таблице 6.1.

Параметры уравнения состояния левого и правого материалов заданы в таблице 6.2.

Решение задачи в момент времени 𝑡 = 0.5𝜇c представлено на рисунках 6.3-6.5.

Граница раздела материалов движется слева направо. Левые изображения соответству-

ют профилям величин в заданный момент времени,на правых приведены соответству-

ющие 𝑥 − 𝑡 диаграммы, где вертикальная ось соответствует времени, а горизонталь-

ная —пространственной координате.

На рисунке 6.3 представлено распределение плотности на момент 𝑡 = 0.5𝜇c и

соответствующая 𝑥 − 𝑡 диаграмма. На рисунке 6.4 показано распределение скорости

на тот же момент времени и соответствующая 𝑥− 𝑡 диаграмма. На границе раздела

материалов на профиле видно небольшое возмущение. На рисунке 6.5 представлено
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Рис. 6.3. Тест 3. Распределение плотности на момент 𝑡 = 0.5𝜇c(слева) и 𝑥− 𝑡 диаграмма
(справа)

Рис. 6.4. Тест 3. Распределение скорости на момент 𝑡 = 0.5𝜇c(слева) и 𝑥− 𝑡 диаграм-
ма(справа)

Рис. 6.5. Тест 3. Распределение компоненты 𝜎11 тензора напряжений на момент
𝑡 = 0.5𝜇c(слева) и 𝑥− 𝑡 диаграмма(справа)
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распределение компоненты 𝜎11 тензора напряжений на момент 𝑡 = 0.5𝜇c и соответству-

ющая 𝑥− 𝑡 диаграмма.

Тест 4. Пример трехмерного расчета для однородной модели

Годунова-Роменского. В трехмерной постановке рассматривается сферически сим-

метричная задача, в которой начальные условия соответствуют одинаковой плотности

во всей области и сильному возмущению энергии в ее центре. Параметры уравнения со-

стояния и начальные данные заданы аналогично Тесту 1 со сферической симметрией,

где левое состояние соответствует состоянию снаружи сферы, а правое - внутри сфе-

ры. Данный тест демонстрирует возможность применения разработанного комплекса

программ для ресурсоемких задач, в частности, сложных трехмерных постановок.

В особенностях численной реализации стоит отметить, что расчетная область

разбита сеткой размерностью 300x300x300 ячеек; параметры уравнения состояния со-

ответствуют меди; в задаче имеется сферическая симметрия и расчет проводится с па-

раллельностью в рамках MPI. Количество ядер, задаваемое в расчете, —120. На рисун-

ке 6.6 показано распространение возмущения от центра расчетной области, движущееся

к границам. Данная задача рассчитывалась с использованием параллельного варианта

алгоритма. Численные потоки рассчитываются по формуле Русанова.

§ 6.2. Результаты численных экспериментов

для модели Баера-Нунциато

Численные эксперименты проводились с шагом интегрирования, рассчитанным

из условия Куранта:

∆𝑡 = CFL
min𝑘 (∆𝑥𝑘)

𝜆max
(6.2)

где CFL = 0.9 для 𝑙 = 0 и CFL = 0.2 для 𝑙 = 1, 𝜆max — максимальное собственное

значение системы уравнений (3.9).

6.2.1. Тестовые расчеты без релаксации

В данном разделе представлены результаты численных экспериментов для моде-

ли Баера-Нунциато без релаксационных слагаемых. Цель данных тестов — продемон-

стрировать возможность применения представленного подхода к модельным задачам.

Тесты 1 и 2 взяты из работы [133] и соответствуют одномерным задачам Римана и по-

казывают некоторые возможности разработанной численной схемы. В частности, тест

1 демонстрирует возможности представленного лимитера WENO-S, а тест 2 — способ-

ность разработанной схемы сохранять положительность некоторых физических вели-

чин. Тест 3, взятый из работы [134], анализирует влияние порядка алгебраического

восполнения решения на качество получаемых результатов. В тестах 4 и 5 демонстри-

руется возможность применения представленного подхода к вычислительно затратным
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и ресурсоемким задачам. Тест 4 взят из работы [135]. Тест 5 представляет собой обоб-

щение теста 4 на случай множества пузырьков.

Тест 1. В данном тесте рассматривается одномерная постановка задачи. Расчеты про-

водились в области с размером 𝐿𝑥 = 1 м. Шаг по времени составил 10−3 с. Число ячеек

𝑁𝑥 = 100. Расчеты проводились до времени 0.15 с. Результаты приведены для схемы с

алгебраическим восполнением решения нулевого порядка (константы в каждой расчет-

ной ячейке) и первого порядка (кусочно-линейное решение в каждой расчетной ячейке).

Для второго случая используется лимитирование WENO-S. Начальные данные заданы

в таблице 6.3. Параметры уравнения состояния для каждой из фаз заданы в таблице 6.3.

Решение для жидкой фазы состоит из левой волны разрежения, правой удар-

ной волны и правого движущегося контактного разрыва. Решение для газовой фазы

состоит из левой волны разрежения, контактного разрыва и правой ударной волны. Из

рисунков 6.7 видно, что техника лимитирования дает осцилляции на консервативном

поле скоростей.

Тест 2. В данном тесте рассматривается одномерная постановка задачи. Расчеты про-

водились в области с размером 𝐿𝑥 = 1 м. Шаг по времени составил 10−4 с. Число ячеек

𝑁𝑥 = 100. Расчеты проводились до времени 𝑡 = 0.01 с. Начальные данные и параметры

уравнения состояния для каждой из фаз приведены в таблице 6.3.

В данном тесте две волны разрежения расходятся от центра расчетной области в

противоположные стороны. Область между волнами близка к вакууму – в ней образует-

ся почти нулевое давление. Таким образом, в данном тесте анализируется способность

схемы сохранять положительность некоторых физических полей (например, давления

в случае, когда его значение близко к нулю). Для представленной в работе численной

схемы давление в данном тесте остается положительным на протяжении всего расче-

та, что видно из представленных рисунков 6.8. Решение осуществлялось с помощью

разрывного метода Галеркина с использованием лимитирования WENO-S.

Таким образом, данная численная схема корректно работает в случае значений,

близких к нулевым.

Тест 3. В данном тесте рассматривается двумерная постановка задачи. Расчеты про-

водились в области с размерами 𝐿𝑥 = 1 м, 𝐿𝑦 = 1 м. Шаг по времени составил 10−4

с. Число ячеек по каждому направлению 𝑁𝑥 = 50, 𝑁𝑦 = 50. Начальные условия и

параметры уравнения состояния для каждой из фаз представлены в таблице 6.3.

Для данного теста было проведено две серии расчетов, которые отличаются пред-

ставлением решения в расчетных ячейках. Базисные функции состоят из следующих

одномерных полиномов Лежандра в локальных координатах: 𝜓𝑥
0 = 1, 𝜓𝑥

1 = 𝑥, 𝜓𝑦
0 = 1,

𝜓𝑦
1 = 𝑦. В первом расчете базисные функции являются результатом полного тензорного

произведения представленных одномерных полиномов: Ψ0 = 𝜓𝑥
0𝜓

𝑦
0 = 1, Ψ1 = 𝜓𝑥

1𝜓
𝑦
0 = 𝑥,

Ψ2 = 𝜓𝑥
0𝜓

𝑦
1 = 𝑦, Ψ3 = 𝜓𝑥

1𝜓
𝑦
1 = 𝑥𝑦. Во втором расчете используются базисные функции
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Рис. 6.7. Тест 1. Профили (слева направо) плотности фазы 1, плотности фазы 2, ско-
рости фазы 1, скорости фазы 2 в момент времени 𝑡 = 0.15 с.
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Таблица 6.3. Начальные данные тестов без релаксации

Тест Начальные данные Тип УС Параметры
Тесты 1D

𝑥 < 𝑥0 𝑥 > 𝑥0

1

𝛼1 = 0.8, 𝛼2 = 0.2,
𝜌1 = 1.0, 𝜌2 = 0.2,
𝑢1 = 0.0, 𝑢2 = 0.0,
𝑃1 = 1.0, 𝑃2 = 0.3

𝛼1 = 0.3, 𝛼2 = 0.7,
𝜌1 = 1.0, 𝜌2 = 1.0,
𝑢1 = 0.0, 𝑢2 = 0.0,
𝑃1 = 1.0, 𝑃2 = 1.0

УС (3.11)

𝛾1 = 1.4,
𝜋1 = 0.0,
𝛾2 = 1.4,
𝜋2 = 0.0,
𝑥0 = 0.5,
𝑡* = 0.15

2

𝛼1 = 0.8, 𝛼2 = 0.2,
𝜌1 = 1.0, 𝜌2 = 1.0,

𝑢1 = −2.0, 𝑢2 = −2.0,
𝑃1 = 0.4, 𝑃2 = 0.4

𝛼1 = 0.5, 𝛼2 = 0.5,
𝜌1 = 1.0, 𝜌2 = 1.0,
𝑢1 = 2.0, 𝑢2 = 2.0,
𝑃1 = 0.4, 𝑃2 = 0.4

УС (3.11)

𝛾1 = 1.4,
𝜋1 = 0.0,
𝛾2 = 1.4,
𝜋2 = 0.0,
𝑥0 = 0.5,
𝑡* = 0.01

Тесты 2D

3

𝛼1 — см. (6.3), 𝛼2 — см. (6.4),
𝜌1 — см. (6.5), 𝜌2 — см. (6.6),

𝑢1 = 10.0, 𝑢2 = 10.0,
𝑣1 = 10.0, 𝑣2 = 10.0,
𝑃1 = 1.0, 𝑃2 = 0.3

УС (3.11)

𝛾1 = 1.4,
𝜋1 = 0.0,
𝛾2 = 1.648,
𝜋2 = 0.0,
𝑡* = 1.0

4, 5

состояние
до УВ

состояние
после УВ

состояние
внутри пузырька

𝛼1 = 0.75,
𝛼2 = 0.25,
𝜌1 = 2000.0,
𝜌2 = 1.0,
𝑢1 = 50.0,
𝑢2 = 0.0,
𝑣1 = 0.0,
𝑣2 = 0.0,

𝑃1 = 5.0 · 106,
𝑃2 = 1.0

𝛼1 = 0.75,
𝛼2 = 0.25,
𝜌1 = 1000.0,
𝜌2 = 1.0,
𝑢1 = 50.0,
𝑢2 = 0.0,
𝑣1 = 0.0,
𝑣2 = 0.0,
𝑃1 = 1.0,
𝑃2 = 1.0

𝛼1 = 0.25,
𝛼2 = 0.75,
𝜌1 = 1000.0,
𝜌2 = 1.0,
𝑢1 = 50.0,
𝑢2 = 0.0,
𝑣1 = 0.0,
𝑣2 = 0.0,
𝑃1 = 1.0,
𝑃2 = 1.0

УС (3.11)

𝛾1 = 3.0,
𝜋1 = 100.0,
𝛾2 = 1.4,
𝜋2 = 0.0,
𝑡* = 2.0

степени не выше одного, т.е. Ψ0,Ψ1,Ψ2. Таким образом, в каждой из ячеек решение

имело вид, как представлено в таблице 6.4. В дальнейших обозначениях будем считать

базис из первой строки таблицы 6.4 базисом под номером 1, а базис из второй строки –

под номером 2. В данном расчете начальное возмущение двигалось по диагонали, таким

образом, можно наблюдать, что вдоль осей появляется осцилляция решения. Результа-

ты расчета представлены на рисунках 6.9 для разных моментов расчета. Видно, что в

первой серии расчетов данный эффект отсутствует. Решение производилось с помощью

разрывного метода Галеркина без использования лимитирования.
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Таблица 6.4. Представление решения 𝑞 в ячейке в локальных координатах

1 𝑞 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑞0 (𝑡) + 𝑞1 (𝑡)𝑥+ 𝑞2 (𝑡) 𝑦 + 𝑞3 (𝑡)𝑥𝑦
2 𝑞 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑞0 (𝑡) + 𝑞1 (𝑡)𝑥+ 𝑞2 (𝑡) 𝑦

Объемные доли задаются формулами:

𝛼1 = 0.6 +

⎧⎨⎩3 exp
(︁

1
10(𝑟𝛼−0.2)(𝑟𝛼+0.2)

)︁
𝑟𝛼 < 0.2,

0 𝑟𝛼 ≥ 0.2;
. (6.3)

𝛼2 = 1.0− 𝛼1. (6.4)

Плотности задаются как:

𝜌1 = 1.0 + 5 ·

⎧⎨⎩108 (𝑟𝜌1 − 0.1)4 (𝑟𝜌1 + 0.1)4 𝑟𝜌1 < 0.1

0 𝑟𝜌1 ≥ 0.1
(6.5)

𝜌2 = 0.001 + 0.003 ·

⎧⎨⎩108 (𝑟𝜌2 − 0.1)4 (𝑟𝜌2 + 0.1)4 𝑟𝜌2 < 0.1

0 𝑟𝜌2 ≥ 0.1
(6.6)

Здесь введены следующие обозначения:

𝑟𝛼 =

√︁
(𝑥− 0.5)2 + (𝑦 − 0.5)2;

𝑟𝜌1 =

√︁
(𝑥− 0.4)2 + (𝑦 − 0.5)2;

𝑟𝜌2 =

√︁
(𝑥− 0.6)2 + (𝑦 − 0.5)2.

Тест 4. Рассматривается задача о взаимодействии распространяющейся по жидкости

ударной волны с расположенным в ней пузырьком из газа. Схематическая постановка

задачи о прохождении ударной волны через среду, содержащую пузырек, представлена

на рисунке 6.10. На поздних этапах расчета появляются неустойчивости Рихтмайера-

Мешкова. Начальные данные во внешней области представлены в таблице 6.3. Началь-

ные данные внутри пузыря заданы в таблице 6.3. Параметры уравнения состояния для

каждой из фаз представлены в таблице 6.3. Расчеты проводились в прямоугольной об-

ласти с размерами 𝐿𝑥 = 3.5 м и 𝐿𝑦 = 1.5 м. Шаг по времени составил 10−7 с. Число

ячеек по каждому направлению 𝑁𝑥 = 800, 𝑁𝑦 = 345. На рисунках 6.11 справа для

данного теста представлено значение численного шлирена по формуле

𝜓 = exp

[︂
− (10𝛼1 + 60𝛼2)

‖∇𝜌‖
𝜌

]︂
.
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Рис. 6.8. Тест 2. Профиль плотности(слева) и давления(справа) в момент времени 𝑡 =
0.01 с.

Рис. 6.9. Тест 3. Сравнение концентрации и плотности фазы 1 для базиса 1 (слева) и
базиса 2 (справа) в моменты времени (снизу вверх) 𝑡 = 0.0, 0.5, 1.0
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Рис. 6.10. Схематическое представление расчетной области для Тестов 4, 5, 8 — 10.

Распределение концентрации фазы 1 в разные моменты времени показано на рисун-

ках 6.11 слева. Результаты данного теста носят качественный характер и показывают

устойчивость представленных выше вычислительных алгоритмов для задач, предпола-

гающих наличие интенсивных ударных волн в жидкостях с существенно отличающи-

мися свойствами. В данном тесте использовалась полная неравновесная система урав-

нений Баера-Нунциато без учета релаксационных слагаемых и межфазных сил, поэто-

му сравнение с экспериментальными данными не представляется возможным. Решение

производилось с помощью разрывного метода Галеркина с алгебраическим восполнени-

ем решения первого порядка. Лимитирование осуществлялось с применением лимитера

WENO-S, а также лимитера, обеспечивающего нахождение объемной доли в интервале

(0, 1).

Тест 5. Рассматривается задача о взаимодействии распространяющейся по жидкости

ударной волны с расположенными в ней «пузырями» из газа. В результате ударная

волна разделяет газ с существенно отличными свойствами. Начальные данные, пара-

метры уравнения состояния и расчетной области совпадают с предыдущим тестом и

представлены в таблице 6.3.

Распределение концентрации фазы 1 в разные моменты времени показано на

рисунках 6.12 слева. Результаты данного теста носят качественный характер и пока-

зывают устойчивость представленных выше вычислительных алгоритмов для задач,

предполагающих наличие интенсивных ударных волн в жидкостях с существенно от-

личающимися свойствами.

6.2.2. Тестовые расчеты с релаксацией

В данном разделе представлены тесты с учетом релаксационных процессов, чис-

ленный алгоритм расчета которых описан в разделе 4.1.4. Тесты 6 и 7, предложенные

в [102], соответствуют одномерным задачам Римана о распаде разрыва и прохождении

ударной волны через контактную границу двух веществ при больших соотношениях
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Рис. 6.11. Тест 4. Концентрация фазы 1 (слева) и шлирен плотности смеси (справа) в
моменты времени 𝑡 = 0.0, 0.5, 1.0, 1.5, 2.0.
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Рис. 6.12. Тест 5. Концентрация фазы 1 (слева) и шлирен плотности смеси (справа) в
моменты времени 𝑡 = 0.0, 0.5, 1.0, 1.5, 2.0.
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плотностей и разных уравнений состояния (из легкого в тяжелое). Эти тесты допуска-

ют аналитическое решение в рамках однофазных уравнений газодинамики.

Тесты 8—10 исследуют прохождение ударной волны через пузырек криптона,

азота или гелия, содержащегося в воздухе. Сравнение полученных численных расчетов

проводится с экспериментальными данными [136], а также с численными расчетами,

полученными другими авторами [137]. В рамках расчетов с релаксацией для решения

применялся разрывный метод Галеркина с линейным алгебраическим восполнением

решения, а также комплексное лимитирование на основе лимитера WENO-S, лимитера,

обеспечивающего положительность объемных долей и плотностей, а также лимитера,

обеспечивающего положительность давления.

Тест 6. Тест характеризуется тем, что распад разрыва происходит на контактной

границе при больших соотношениях давлений (×1000). Уравнение состояния для первой

фазы соответствует воздуху, а второй — воде, и представлены в Таблице 6.5. Начальные

данные представлены в Таблице 6.5. Разрыв в начальный момент времени задан в точке

𝑥0 для всех переменных (см. Таблицу 6.5). Коэффициенты релаксации оцениваются по

формуле (4.23). Численные эксперименты проводились в расчетной области [0,1].

Результаты для численных экспериментов предcтавлены на Рис. 6.13 c 𝑁 = 2500

и для 𝑙 = 0, 1 на момент времени 𝑡 = 𝑡* (см. Таблицу 6.5). Видно, что численные ре-

зультаты достаточно хорошо воспроизводят аналитическое решение, а также на кривой

давления видно, что результаты с 𝑙 = 1 менее диссипативные чем результаты с 𝑙 = 0.

Удельная внутренняя энергия 𝑒, представленная на Рис. 6.13 и 6.14, рассчиты-

вается следующим образом:

𝑒 =
𝒰1𝛼1𝜌1 + 𝒰2𝛼2𝜌2
𝛼1𝜌1 + 𝛼2𝜌2

(6.7)

Tecт 7. В данном тесте ударная волна, сформированная в первой фазе, проходит че-

рез контактный разрыв. Таким образом, в отличие от предыдущего теста, контактный

разрыв и разрыв в давлении не совпадают в начальный момент времени. Задача Ри-

мана представлена для данных с начальным разрывом в точке 𝑥0 (см. Таблицу 6.5).

Параметры уравнения состояния для первой фазы соответствуют параметрам воздуха,

для второй фазы — железа. Начальные данные представлены в Таблице 6.5. На левой

границе устанавливаются следующие краевые условия:

𝛼1 = 0.9999, 𝛼2 = 10−4,

𝛼1𝜌1 = 0.1249875
кг

м3
, 𝛼2𝜌2 = 0.000782

кг

м3
,

𝛼1𝜌1𝑢1 = 0.288596
кг

м2 · с , 𝛼2𝜌2𝑢2 = 0.0018
кг

м2 · с .
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Таблица 6.5. Начальные данные тестов с релаксацией

Тест Начальные данные Тип УС Параметры

Тесты 1D

𝑥 < 𝑥0 𝑥 > 𝑥0

6

𝛼1 = 0.9999, 𝛼2 = 0.0001,
𝜌1 = 1000.0, 𝜌2 = 50.0,
𝑢1 = 0.0, 𝑢2 = 0.0,
𝑃1 = 109, 𝑃2 = 109

𝛼1 = 0.0001, 𝛼2 = 0.9999,
𝜌1 = 1000.0, 𝜌2 = 50.0,
𝑢1 = 0.0, 𝑢2 = 0.0,
𝑃1 = 106, 𝑃2 = 106

УС (3.11)

𝛾1 = 4.4,
𝜋1 = 6.0 · 108,
𝛾2 = 1.4,
𝜋2 = 0.0,
𝑥0 = 0.7,

𝑡* = 2.2 · 10−4

7

𝛼1 = 0.9999, 𝛼2 = 0.0001,
𝜌1 = 0.125, 𝜌2 = 7.82,
𝑢1 = 0.0, 𝑢2 = 0.0,

𝑃1 = 10−5, 𝑃2 = 10−5

𝛼1 = 0.0001, 𝛼2 = 0.9999,
𝜌1 = 0.125, 𝜌2 = 7.82,
𝑢1 = 0.0, 𝑢2 = 0.0,

𝑃1 = 10−5, 𝑃2 = 10−5

фаза 1:
УС (3.11)
фаза 2:
УС (3.12)

𝛾1 = 1.4,
𝜋1 = 0,

𝛾2 = 4.54777,
𝑐02 = 4.9,
𝑛 = 3,

𝜌02 = 7.82,
𝑥0 = 0.4,

𝑡* = 0.606323

Тесты 2D

8 — 10

состояние
до УВ

состояние
после УВ

состояние
внутри пузырька

𝛼1 = 0.9999,
𝛼2 = 0.0001,
𝜌1 — см. 6.6,
𝜌2 = 1.4,
𝑢1 = 0.0,
𝑢2 = 0.0,
𝑣1 = 0.0,
𝑣2 = 0.0,
𝑃1 = 105,
𝑃2 = 105

𝛼1 = 0.9999,
𝛼2 = 0.0001,
𝜌1 — см. 6.6,
𝜌2 = 1.92691,
𝑢1 = −114.42,
𝑢2 = −114.42,
𝑣1 = 0.0,
𝑣2 = 0.0,

𝑃1 = 1.0 · 105,
𝑃2 = 156980.0

𝛼1 = 0.0001,
𝛼2 = 0.9999,
𝜌1 — см. 6.6,
𝜌2 = 1.4,
𝑢1 = 0.0,
𝑢2 = 0.0,
𝑣1 = 0.0,
𝑣2 = 0.0,
𝑃1 = 105,
𝑃2 = 105

УС (3.11)

см. 6.6
𝑥𝑠ℎ = 0.252,
𝑥𝑏 = 0.18267,
𝑡* = 25 · 10−5

Тесты 3D

11 — 13

состояние
до УВ

состояние
после УВ

состояние
внутри пузырька

𝛼1 = 0.9999,
𝛼2 = 0.0001,
𝜌1 — см. 6.6,
𝜌2 = 1.4,
𝑢1 = 0.0,
𝑢2 = 0.0,
𝑣1 = 0.0,
𝑣2 = 0.0,
𝑤1 = 0.0,
𝑤2 = 0.0,
𝑃1 = 105,
𝑃2 = 105

𝛼1 = 0.9999,
𝛼2 = 0.0001,
𝜌1 — см. 6.6,
𝜌2 = 1.92691,
𝑢1 = −114.42,
𝑢2 = −114.42,
𝑣1 = 0.0,
𝑣2 = 0.0,
𝑤1 = 0.0,
𝑤2 = 0.0,

𝑃1 = 1.0 · 105,
𝑃2 = 156980.0

𝛼1 = 0.0001,
𝛼2 = 0.9999,
𝜌1 — см. 6.6,
𝜌2 = 1.4,
𝑢1 = 0.0,
𝑢2 = 0.0,
𝑣1 = 0.0,
𝑣2 = 0.0,
𝑤1 = 0.0,
𝑤2 = 0.0,
𝑃1 = 105,
𝑃2 = 105

УС (3.11)

см. 6.6
𝑥𝑠ℎ = 0.252,
𝑥𝑏 = 0.18267,
𝑡* = 25 · 10−5
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Рис. 6.13. Тест 6. Распределения для всех переменных (красная кривая — аналитическое
решение, черная кривая — численный расчет с 𝑙 = 1, штрихпунктирная черная кривая
— численный расчет с 𝑙 = 0).
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На правой границе устанавливаются условия симметрии. Численные эксперименты про-

водились в расчетной области [-1.4,1], а результаты расчетов представлены для расчет-

ной области [0,1]. Коэффициенты релаксации оцениваются по формуле (4.23).

Результаты численных экспериментов представлены на Рис. 6.14 на момент вре-

мени 𝑡 = 𝑡* (см. Таблицу 6.5) с 𝑁 = 5000 (l = 0,1) и 𝑁 = 40000 (l = 0). Видно, что

численные результаты с 𝑙 = 1 соответствуют решению, полученному значительно менее

диссипативной схемой, чем результаты с 𝑙 = 0 при одном и том же разбиении на ячей-

ки по пространству (𝑁 = 5000). При этом на контактном разрыве и в ударной волне,

распространяющейся в газе, результаты численных расчетов и аналитическое решение

практически совпадают, однако амплитуда ударной волны, распространяющейся в же-

лезе, описывается плохо. Такие результаты связаны с описанием недивергентного сла-

гаемого в численной схеме: как указывалось выше, соотношения Ренкина-Гюгонио для

модели Баера-Нунциато зависят от пути, вдоль которого интегрируется недивергентное

слагаемое. Таким образом, структура разрыва неявно задается с помощью введеного

в численную схему пути. Более того, первое дифференциальное приближение разност-

ной схемы будет зависеть не только от заданного пути, но и от численной вязкости.

Уравнение для определения структуры разрыва, которое используется для получения

аналитического решения, не совпадает с первым дифференциальным приближением

численной схемы. Отметим, что такие сложности существуют для любой численной

схемы, которая содержит численную вязкость.

Тесты 8 — 10. В данной серии экспериментов исследуется прохождение ударной

волны через пузырек гелия, азота или криптона диаметра 0.4 м, находящегося в удар-

ной трубе. Термодинамические свойства пузырька и окружающего воздуха приведены

в Таблице 6.6. Начальные данные для серии тестов представлены в Таблице 6.5. Схе-

матическое представление расчетной области представлено на Рис. 6.10. На твердых

стенках устанавливаются условия симметрии. Численные эксперименты проводились

на расчетной сетке: 𝑁1 = 900, 𝑁2 = 240, 𝑁3 = 1.

Таблица 6.6. Термодинамические свойства воздуха и пузырька.

Физические свойства Гелий Воздух Азот Криптон
Плотность 0.167 1.29 1.25 3.506

Скорость звука 1007 340 367 220
Показатель адиабаты 1.67 1.4 1.67 1.67

Динамика прохождения ударной волны через пузырек зависит от числа Атвуда

𝐴 = (𝜌𝑏−𝜌𝑠)/(𝜌𝑏+𝜌𝑠), где 𝜌𝑏 — плотность пузырька, 𝜌𝑠 — плотность окружающей среды.

После того как фронт ударной волны достигает газового пузырька, он перестает быть

плоским, так как одна часть волны взаимодействуют с пузырьком (в дальнейшем будем

называть ее проходящей ударной волной), а другая — нет (падающая ударная волна).

Если плотность газового пузырька больше, чем плотность окружающий среды (𝐴 > 0),

то ударная волна по газовому пузырьку распространяется медленнее. Соответственно,
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Рис. 6.14. Тест 7. Распределения для всех переменных (красная кривая — аналитическое
решение, черная сплошная (𝑙 = 1) и штрихпунктирная (𝑙 = 0) кривые — 𝑁 = 5000,
cиняя штрихпунктирная кривая — 𝑁 = 4000, 𝑙 = 0).
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если плотность газового пузырька меньше, чем плотность окружающий среды (𝐴 < 0),

то ударная волна по газовому пузырьку распространяется быстрее. Результаты чис-

ленных экспериментов по скорости распространения падающей и проходящей ударной

волны представлены на Рис. 6.15a (Криптон), Рис. 6.15c (Гелий) и Рис. 6.15e (Азот).

Видно, что скорость проходящей ударной волны для криптона меньше, чем скорость

падающей ударной волны (𝐴 = 0.4621), выше для гелия (𝐴 = −0.7708) и практически

совпадают для азота (𝐴 = −0.0157). Видно хорошее согласие полученных численных

результатов и экспериментальных данных по скорости распространения падающей и

проходящей ударной волны.

Эволюция газового пузырька исследуется путем отслеживания точек 1 и 2, свя-

занных с межфазной границей пузырька (см. Рис. 6.10). Экспериментальные данные

для точки 2 в [136] представлены только для Азота. Для обработки результатов числен-

ных расчетов по определению положения межфазной границы устанавливалось поро-

говое значение 𝛼cr. На Рис. 6.15 представлены результаты с 𝛼cr = 0.1 и 𝛼cr = 0.3. Видно

хорошее согласие полученных численных результатов и экспериментальных данных по

описанию эволюции газового пузырька. На Рис.6.16 представлены шлиры на примере

пузырька азота и криптона. На Рис. 6.16a видно, что проходящая ударная волна медле-

нее падающей ударной волны (случай A = 0.4621), а при прохождении ударной волны

через пузырек азота ее фронт практически не дефформируется (случай 𝐴 = −0.0157).

В работе [137] также получены численные результаты для рассматриваемых по-

становок. Указанная работа отличаются от настоящей тем, что в ней рассматривается

равновесная по скорости модель [4]. На Рис. 6.15 также видно согласие полученных

численных расчетов с результатами численных расчетов, полученных в работе [137].

Таким образом, представленные вычислительные алгоритмы воспроизводят рас-

четы, полученные в работе [137] и экспериментальные данные из [136], для задач про-

хождения ударной волны через пузырек.

Тест 11. В данной серии тестов рассматривается трехмерная постановка задачи о

прохождении ударной волны через среду, содержащую включения из азота для Раз-

рывного метода Галеркина с константным представлением решения в каждой ячейке, а

также с линейным алгебраическим восполнением решения. Серия тестов соответству-

ет двумерным тестам 8 —10. Термодинамические свойства пузырька и окружающего

воздуха приведены в Таблице 6.6. Начальные данные для серии тестов представлены в

Таблице 6.5. Данная серия тестов демонстрирует возможность применения указанных

алгоритмов в сложных трехмерных постановках задач. В первом расчете (линейное

восполнение решения) использовалась воксельная сетка размерами 600Х300X300. Во

втором расчете использовалась воксельная сетка размерами 400Х200Х200.

На рис. 6.19 представлена эволюция изменения формы пузырька для первого и

второго расчетов соответственно. На рис. 6.17 представлено положение пузырька азота
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Рис. 6.15. X—t диаграммы для падающей и проходящей УВ (слева, черные сплошные
кривые – численный расчет, круги и треугольники – эксперимент 1 и 2 [136], квадра-
ты – результаты численных расчетов [137], закрашенные символы — падающая УВ,
незакрашенные символы — проходящая УВ) и X—t диаграммы для точки межфазной
границы (справа, черные сплошные (𝛼cr = 0.3) и штрихпунктирные (𝛼cr = 0.1) кри-
вые — численный расчет, круги и треугольники – эксперимент 1 и 2 [136], квадраты –
результаты численных расчетов [137], закрашенные символы — точка 1, незакрашенные
символы — точка 2)
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Рис. 6.17. Тест 11. Положение пузырька азота на конечный момент времени

на конечный момент времени расчета, на рис. 6.18 представлено распределение давле-

ния внутри пузырька азота. Данные результаты получены с использованием разрывно-

го метода Галеркина с алгебраическим восполнением решения первого порядка, а также

с использованием метода конечных объемов для качественного сравнения результатов.

Также качественное сравнение результатов расчета, полученных с помощью схем пер-

вого и второго порядков аппроксимации по пространству, представлено на рис. 6.20.

Полученные результаты свидетельствуют, что разработанный алгоритм может

использоваться на сетках больших размерностей для решения вычислительно сложных

задач в реалистичных постановках.
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Давление в пузырьке. Решение с использова-
нием разрывного метода Галеркина.

Давление в пузырьке в разрезе. Решение с ис-
пользованием разрывного метода Галеркина.

Давление в пузырьке. Решение с использова-
нием метода конечных объемов.

Давление в пузырьке в разрезе. Решение с ис-
пользованием метода конечных объемов.

Рис. 6.18. Тест 11. Распределение поля давления в пузырьке гелия в конечный момент
времени
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Заключение

Данная работа посвящена математическому моделированию термомеханических

процессов в многофазных средах. В качестве численной схемы используется разрыв-

ный метод Галеркина, обобщенный на случай систем с неконсервативными слагаемы-

ми. Введено понятие обобщенного решения на случай неконсервативного слагаемого с

разрывным коэффициентом. Представлены варианты численных потоков на основе ме-

тода Годунова для случая схемы с неконсервативными слагаемыми. Описаны варианты

ограничителей для изложенных задач. Основными ограничителями, использующимися

в данной работе, являются ограничитель Криводоновой и ограничитель, построенный

на WENO-схемах.

В работе представлен вывод многофазной математической модели с учетом ги-

перупругого поведения фаз на основе процедуры Колмана-Нолла. Помимо этого, рас-

смотрены математические модели, являющиеся системами гиперболических уравнений

и описывающие динамику многофазных сред. Для модели Годунова-Роменского, опи-

сывающей гиперупругие среды, представлен вариант, включающий в себя неоднород-

ности среды. Таким образом, полученная итоговая модель гиперупругости описывает

динамику неоднородных сред с явно заданной «межфазной» границей. Для моделиро-

вания многофазных сред, в которых отсутствуют сдвиговые слагаемые в тензоре напря-

жений, используется модель Баера-Нунциато. Программный комплекс, разработанный

для применения разрывного метода Галеркина к системам гиперболических уравне-

ний, может использоваться для широкого круга задач. В данной работе он применялся

для задач гиперупругости и многофазных задач и показал гибкость в использовании и

эффективность применения.

Для каждой из представленных моделей проведены численные расчеты для ря-

да известных тестовых задач. По результатам численных экспериментов можно сделать

следующие выводы. Полученная численная схема позволяет эффективно решать моде-

ли, состоящие из гиперболических уравнений, содержащие консервативные и некон-

сервативные слагаемые. Полученные результаты демонстрируют ряд важных свойств

представленной численной схемы. Во-первых, она может быть эффективно использова-

на в рамках гиперупругих моделей. Во-вторых, она удовлетворяет критерию Абграля о

постоянстве межфазных слагаемых. В-третьих, при достаточно малых величинах рас-

четных физических полей они остаются положительными. В-четвертых, данная схема

позволяет устойчиво считать задачи с интенсивными ударными волнами в жидких сре-

дах.
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Основными результатами диссертационной работы являются:

� Математические модели для описания динамики многофазных сред с прямым

разрешением динамики раздела фаз, в том числе для сред с гиперупругим пове-

дением

� Комплекс вычислительных алгоритмов на основе разрывного метода Галеркина

для моделирования динамики многофазных сред

� Параллельная программная реализация разработанных алгоритмов

� Результаты расчетов, подтверждающие корректность реализованных моделей и

алгоритмов для целевого класса задач

Дальнейшее развитие представленных в диссертационной работе результатов связано

с:

� Обобщением предложенных в работе многофазных гиперупругих моделей с це-

лью учета реалистичной реологии фаз, в частности, учета упруго-пластических и

вязкоупругих эффектов.

� Разработкой вычислительных алгоритмов для решения уравнений гиперупругой

многофазной модели и их программная реализация в рамках параллельного про-

граммного комплекса.
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