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Введение

Объект исследования и актуальность работы

Компьютерные программы часто содержат ошибки. В современном
программирование при написании программы избежать ошибок практи-
чески невозможно. Размер промышленных программ начинается от де-
сятков тысяч строк кода, а большие промышленные системы достигают
миллионов строк кода. Мысленно охватить работу больших систем ни
один человек не в состоянии. Сложность разрабатываемого программ-
ного обеспечения подошла к границе его понимания и, следовательно,
управляемости.

Материальные последствия ошибок программного обеспечения могут
быть весьма значительными, порой приводящими к полному провалу до-
рогостоящих проектов и потере репутации.

Ошибки в сложных программных и аппаратных системах не являют-
ся чем-то особенным – они регулярно появляются в сложных системах.
Их причинами являются и некорректные спецификации, и неправильное
понимание спецификаций разработчиками, непредвиденные условия ра-
боты, несогласованность и многое другое. Правильность и корректность
поведения систем являются более важными свойствами, чем производи-
тельность, модифицируемость, скорость разработки и т.д.

Существует потребность в инструментах анализа программ
на предмет ошибок и соответствие спецификации.

Наиболее очевидным и широко распространенным методом провер-
ки правильности систем является тестирование - проверка построенной
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системы в различных ситуациях, при различных исходных данных. Наи-
более распространено модульное тестирование (unit testing). Инструмен-
ты для модульного тестирования существуют практически для любого
языка программирования [38]. При модульном тестировании рассматри-
вается некоторый компонент, например некоторый модуль (функция) f ,
принимающий на вход некоторый параметр X. Результатом работы мо-
дуля являются некоторые данные Y :

Y = f(X)

Проверяется, обладает ли ответ Y предполагаемыми свойствами, за-
ложенными в систему. Часто проверка этих свойств кодируется на том же
самом языке, на котором написана программа, в виде предиката (функ-
ции) p и считается, что на данных входных значениях модуль f работает
корректно, если предикат верен:

Y = f(X)

p(Y )

Или:
p(f(X))

Если при тестировании проверяется работа модуля на входных пара-
метрах X1, X2, . . . , Xn, то, соответственно, рассматривается выполнение
предикатов

p(f(X1)), p(f(X2)), . . . , p(f(Xn))

Зачастую предикат может сам зависеть от значений входного пара-
метра:

p(X, f(X))

Тогда рассматриваются выполнения предикатов

p(X1, f(X1)), p(X2, f(X2)), . . . , p(Xn, f(Xn))

Тестирование имеет множество преимуществ:
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• Рассматривается реальная система.

• Проверка может выполняться в реальной среде с реальными интер-
фейсами.

• Проверять можно наиболее опасные или часто используемые режи-
мы работы системы.

• Программист сам пишет тесты на том же языке, на котором напи-
сана программа.

В то же время у тестирования есть и недостатки:

• Тестированием можно проверить лишь немногие траектории вычис-
ления системы (их обычно бесконечное множество).

• Тестированием сложно проверить редко выявляющиеся ошибки, осо-
бенно ошибки в системах реального времени.

• Тестирование не может гарантировать правильность системы: “те-
стированием можно доказать только наличие ошибок”. (Дейкстра).

Другим подходом к проверке корректности программ является фор-
мальная верификация продукта. Формальная верификация программ –
приемы и методы формального доказательства (или опровержения) того,
что программа удовлетворяет заданной формальной спецификации. Од-
ним из распространенных методов формальной верификации программ
является проверка на моделях программ (model checking) [18]. Доказать,
что конкретная реализация продукта (программа) удовлетворяет некото-
рым формальным требованиям очень сложно, поэтому при проверке на
моделях проверяется не сама программа, а ее формальная модель. Фор-
мальная модель строится вручную. Обычно такая модель значительно
проще проверяемой системы, – это абстракция, которая отражает наибо-
лее существенные характеристики системы. Как и в случае тестирования,
при проверке на моделях при описании условий корректности записыва-
ется некоторый предикат (логическая формула) относительно модели, и
проверяется, будет ли заданная формула выполняться всегда на данной
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модели. Соответственно, есть различные языки описаний моделей и ло-
гических формул (темпоральные логики, структуры Крипке, бинарные
решающие диаграммы, и т.д.).

Проверка на моделях программ обладает следующими преимущества-
ми.

• Полнота. Для многих формализаций проверка на моделях программ
либо доказывает, что модель всегда удовлетворяет формуле, либо
находит ошибку.

• Проверка на моделях программ может находить логические ошибки,
так как работает с моделью программы, а не с реализацией.

• Можно проверять модель программы еще до написания самой про-
граммы.

Однако и у формальной верификации есть ряд недостатков:

• Проверяется не сама программа, а ее модель. Такая модель мо-
жет быть неадекватной. Таким образом, ценность верификации за-
висит от адекватности модели. Модель - некоторое неисполняемое
представление исполняемой программы. Модель в некотором смыс-
ле чужда программисту.

• Язык спецификации может быть неполным, недостаточным для фор-
мулировки всех требований.

• Процесс верификации автоматизирован, но модель программы пи-
шет человек. Требуется очень высокая квалификация персонала,
чтобы изготовить адекватную модель.

Существуют методы, в которых модель программы (вычислений) стро-
ится автоматически, – несущественные с точки зрения системы детали
отбрасываются, и затем происходит моделирование вычислений. Здесь
уместно упомянуть такие методы как символьное выполнение [55] и аб-
страктную интерпретацию [20]. В некоторых случая утверждения о кор-
ректности программ записываются практически на том же самом языке,
что и верифицируемая программа [131].
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Как было отмечено, главным недостатком тестирования предиката
p(X, f(X)) при конкретных условиях

p(X1, f(X1)), p(X2, f(X2)), . . . , p(Xn, f(Xn))

является неполнота. Успешное выполнение тестов не гарантирует отсут-
ствия ошибок.

Предикат p пишется обычно (и это правильно для тестирования) без
учета внутренней структуры программы f . Если приглядеться к проверя-
емому выражению p(X, f(X)), то легко увидеть, что оно является компо-
зицией двух функций – предиката и проверяемой функций f . Существуют
методы преобразований программ, способные упрощать композицию двух
функций. В случае выражения p(X, f(X)) преобразование специализиру-
ет предикат p для конкретной функции f . Результатом преобразования
будет некоторая функция p′

p′(X) = . . . ,

зависящая только от входного параметра X, но учитывающая особенно-
сти композиции конкретного предиката p и конкретной функции f . Если
преобразованная программа обладает более простой и ясной структурой
по сравнению с исходными программами p и f , то с помощью очень про-
стого анализа текста программы удается показать, что преобразованная
программа выдает только True, или найти такие входные параметры X,
когда она выдает False.

Одним из методов преобразований программ, способных упрощать
композицию функций, является суперкомпиляция. Одним из успешных
применений суперкомпиляции для проверки корректности программ яв-
ляется верификация с помощью суперкомпиляции реализаций (на язы-
ке РЕФАЛ) ряда протоколов кэш-когерентности, выполненная Андреем
Немытых [71] (при этом, в некоторых протоколах удалось найти ошибки).
Реализация протокола принимала в качестве входа конечную цепочку ко-
манд, и проверялось состояние памяти после выполнения этих команд.
Требования, которым должна удовлетворять реализация протокола, ко-
дировались в виде предиката, проверяющего состояния ячеек.
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Суть трансформационного анализа программ можно сформулировать
следующим образом: вместо того, чтобы анализировать исходную про-
грамму, эта программа вначале преобразуется в эквивалентную ей про-
грамму, и затем анализируется уже преобразованная программа. Если
используемый метод преобразования программ способен устранять мно-
гие избыточности исходной программы, то в некоторых случаях анализ
остаточной программы становится тривиальным [127, 40].

Подчеркнем, что если утверждения о корректности программы (спе-
цификация) закодированы на том же языке, что и сама программа, то
можно преобразовывать программу с учетом спецификации, – больше
шансов на то, что несущественные с точки зрения спецификации дета-
ли реализации будут отсутствовать в остаточной программе. Для пло-
дотворности такого подхода необходимо, чтобы рассматриваемый язык
программирования обладал достаточными изобразительными средства-
ми для написания высокоуровневых спецификаций и одновременно поз-
волял осуществлять глубокие преобразования программ с сохранением
семантики.

Функциональный язык программирования Haskell можно рассматри-
вать как язык исполняемых спецификаций [46]. Программы на языке
Haskell имеют, как правило, простую и ясную структуру и в то же время
достаточно хорошо поддаются упрощающим преобразованиям (с сохра-
нением семантики). Семантика языка Haskell детально формализована
[110]. Язык Haskell обладает мощными изобразительные средствами, ко-
торые облегчают написание на нем спецификаций:

• Функции высших порядков.

• Бесконечные структуры данных.

• Автоматический вывод и проверка типов.

Таким образом, существуют предпосылки для трансформационного
анализа программ, написанных на языке Haskell.

В данной работе исследовались возможности применения су-
перкомпиляции для трансформационного анализа программ на
языке Haskell.



12

Цели и задачи работы

Исторически главной целью суперкомпиляции была оптимизация про-
грамм. Работы последних лет по созданию суперкомпиляторов также ори-
ентированы на использование суперкомпиляции как средства оптимиза-
ции программ.

Целью данной работы является изучение возможностей применения
суперкомпиляции для трансформационного анализа программ.

Стоит отметить, что цели оптимизации программ и анализа программ
в некоторой степени противоречат друг другу. Главная цель оптимиза-
ции программы – получить небольшую и быструю программу, которая
может быть труднопонимаемой для человека, иметь запутанную и стран-
ную структуру. Более того, оптимизатор не обязательно выдает програм-
му, эквивалентную исходной! Если исходная успешно программа завер-
шается на некоторых входных данных и выдает осмысленный результат,
то, несомненно, оптимизированная программа также должна завершать-
ся и выдавать тот же результат. Однако, если исходная программа не
завершается, или завершается аварийно, оптимизированной программе
позволительно завершаться и выдавать некоторый произвольный резуль-
тат (особенно, если это позволяет ускорить программу или уменьшить ее
размер). Например, суперкомпилятор SCP4 [71, 72] часто осуществляет
преобразования функций с расширением области определения.

Если же некоторый метод преобразования программ используется не
для оптимизации программ, а для анализа программ, то не предпола-
гается выполнения преобразованных программ. Таким образом, размер
и скорость выполнения преобразованной программы больше не играют
главной роли. В частности, при преобразованиях позволительно дубли-
ровать код. Например, следующее выражение

let

p = f x y

in

g p q p r

определенно можно преобразовать в

g (f x y) q (f x y) r
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С другой стороны, желательно, чтобы преобразованная программа
имела тот же смысл (ту же семантику), что и исходная программа, когда
метод преобразования программ используется для анализа.

Суперкомпилятор, применяемый для трасформационного анализа про-
грамм должен удовлетворять следующим требованиям:

• Гарантированно сохранять семантику программы. В противном
случае выводы, сделанные из анализа остаточной программы мо-
гут быть необоснованными или ошибочными.

• Гарантированно завершаться на любой входной программе. Иначе
сложно распознавать ситуации, когда для суперкомпилятора требу-
ется дополнительное время и когда суперкомпилятор зациклился.

• Иметь доступный исходный код. Иначе нет возможности формаль-
но убедиться в корректности реализации суперкомпилятора.

Как показал анализ положения дел в суперкомпиляции (см. следую-
щую главу), такого суперкомпилятора на момент начала диссертацион-
ной работы (2007 год) не существовало1. В тоже время, как отмечено в
предыдущем разделе, существуют предпосылки для трансформационно-
го анализа программ, написанных на языке Haskell.

Поэтому автор поставил перед собой следующие задачи:

1. Разработать метод суперкомпиляции функциональных программ,
ориентированный на трансформационный анализ.

2. Разработать на базе метода алгоритм суперкомпиляции программ,
написанных на ядре языка Haskell, сохраняющий семантику про-
грамм и гарантированно завершающийся на любой входной про-
грамме.

3. Реализовать разработанный алгоритм в экспериментальном супер-
компиляторе.

4. Апробировать экспериментальный суперкомпилятор на модельных
задачах по выявлению и доказательству свойств программ.

1Вообще, а не только для языка Haskell.
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Научная новизна работы

Структура суперкомпилятора, предложенная в работе, допускает бо-
лее глубокие преобразования программ, чем методы суперкомпиляции,
ориентированные на оптимизацию, с помощью двух приемов:

1. Рассматривается операционная семантика вызова по имени (call-
by-name), а не семантика вызова по необходимости (call-by-need)2.
Непосредственно перед суперкомпиляцией все локальные определе-
ния (let-выражения) поднимаются на верхний уровень методом λ-
лифтинга, что позволяет существенно упростить дальнейший кон-
фигурационный анализ и агрессивно распространять информацию
о текущей конфигурации вниз по дереву процессов.

2. Частичное дерево процессов, напротив, преобразуется в программу
без глобальных определений, – одно самодостачное выражение, где
рекурсивные функции определяются в том же месте, где и исполь-
зуются. Вместе с первым приемом это позволяет приводить одина-
ковые по смыслу, но текстуально разные программы к одной и той
же синтаксической форме.

В отличие от других работ, где суперкомпилятор рассматривается как
фиксированная монолитная конструкция, в данной работе вначале опре-
деляется структура суперкомпилятора HOSC в виде отношения транс-
формации HOSC, – фиксируются методы (без деталей реализации) по-
строения частичного дерева процессов и преобразования частичного де-
рева процессов в остаточную программу, доказывается корректность от-
ношения трансформации HOSC. То есть доказывается корректность не
конкретного алгоритма, а множества алгоритмов, удовлетворяющих от-
ношению трансформации HOSC.

Доказательство корректности отношения трансформации HOSC опи-
рается на операционную теорию улучшений Дэвида Сэндса. Стандартный
способ доказать корректность трансформации – показать, что остаточ-
ная программа является улучшением исходной (в терминологии Сэндса).

2Конечные результаты работы программы при семантике вызова по имени и вызова
по необходимости совпадают
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В работе показана корректность трансформации HOSC в общем случае –
включая те случаи, когда остаточная программа не является улучшением
(в терминологии Сэндса) исходной программы.

Все определенные далее алгоритмы суперкомпиляции удовлетворяют
отношению трансформации HOSC и, следовательно, корректны.

Язык Haskell является функциональным языком высшего порядка. На
момент начала диссертационной работы методы и алгоритмы суперком-
пиляции для языков высшего порядка были слабо разработаны, – в су-
ществовавших работах использовались алгоритмы суперкомпиляции для
языка первого порядка, адаптированные для языков высшего порядка, не
учитывающие всех синтаксических и семантических особенностей языков
высших порядков.

В данной работе при разработке алгоритмов для суперкомпиляции
ядра языка Haskell была произведена ревизия классических алгоритмов
суперкомпиляции с учетом работы с функциями высших порядков:

1. Сделана ревизия обработки ситуации зацикливания, – использова-
ние λ-абстракций и функций как данных позволяет писать рекур-
сивные “функции” без явного использования рекурсии. Как резуль-
тат во время построения дерева процессов необходимо чаще делать
проверку на возможное зацикливание.

2. В выражениях присутствуют связанные переменные: сделаны реви-
зии гомеоморфного вложения и обобщения, учитывающие свойства
связанных переменных.

Классическое гомеоморфное вложение является вполне-квазиупорядо-
чением на всем множестве выражений языка при использовании конечно-
го числа конструкторов и функций. Уточненное гомеоморфное вложение
не является вполне-квазиупорядочением на всем множестве выражений
языка. Однако, как показано в работе, уточненное гомеоморфное вложе-
ние является вполне-квазиупорядочением множестве выражений, возни-
кающих при построении дерева процессов, что достаточно для доказа-
тельства завершаемости алгоритмов суперкомпилятора HOSC.

В результате выбранные методы и алгоритмы обеспечивают способ-
ность суперкомпилятора HOSC к нормализации выражений, что позво-
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ляет свести задачу распознавания эквивалентных программ к автомати-
ческому распознаванию синтаксической эквивалентности текстов преоб-
разованных суперкомпилятором программ.

В результате обобщения в дереве процессов появляются лишние трас-
сы и как результат в остаточной программе появляется недостижимый
код, который, как правило, затрудняет анализ остаточной программы.
Чем меньше в остаточной программе недостижимого кода, тем легче она
поддается анализу. Цель предложенного метода многоуровневой супер-
компиляции – получить в результате суперкомпиляции программу с как
можно меньшим объемом недостижимого кода. Средство достижения це-
ли – избежать (или как минимум отложить) обобщения конфигураций
(“уход из под свистка”) с помощью замены конфигурации, вынуждающей
суперкомпилятор сделать обобщение на эквивалентную ей, которая позво-
ляет продвинуться дальше без обобщений. Эквивалентные конфигурации
(для замены) распознаются методом нормализацией через суперкомпи-
ляцию. Корректность многоуровневой суперкомпиляции обеспечивается
тем, что конфигурация может заменяться только на “улучшение” (в тер-
минологии Сэндса).

Предложен алгоритм распознавания улучшающих лемм, основанный
на аннотировании остаточной программы дополнительной информацией
о том, насколько быстро исполнялась исходная программа. В результате
задача распознавания улучшающих лемм сводится к простому синтакси-
ческому сравнению двух остаточных программ.

Практическая значимость работы

Диссертационная работа дает положительный ответ на вопрос о воз-
можности использования суперкомпиляции для трансформационного ана-
лиза программ.

На основе разработанных алгоритмов и методов создан эксперимен-
тальный суперкомпилятор HOSC для ядра языка Haskell.

Показано, что распознавание эквивалентных выражений методом нор-
мализации суперкомпиляцией может происходить в полностью автомати-
ческом режиме. Распознавание улучшающих лемм с помощью суперком-
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пиляции происходит также в полностью автоматическом режиме.
На базе суперкомпилятора HOSC создан многоуровневый суперком-

пилятор TLSC, способный производить более глубокие преобразования
программ, в частности, улучшать асимптотику программ.
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Глава 1

Позитивная суперкомпиляция и анализ

программ

В данной работе исследуется возможности применения суперкомпиля-
ции для трансформационного анализа программ.

Суперкомпиляция является одним из методов метавычислений. Тео-
рия метавычислений занимается построением конструктивных и эффек-
тивных метапрограмм, способных осуществлять вычисление, преобразо-
вание и анализ программ.

Метапрограмма (суперкомпилятор) является метасистемой над про-
граммами. Процитируем В.Ф. Турчина:

Представим себе некоторую систему S. И представим, что какое-
то число систем S или систем типа S соединены в единое це-
лое и снабжены вдобавок какой-то управляющей ими систе-
мой. Образованную таким образом систему S+ назовем мета-
системой по отношению к системе S. Метасистема S+ содер-
жит ряд систем S в качестве своих подсистем и содержит так-
же средства, позволяющие управлять этими подсистемами –
в самом широком смысле: координировать их работу, моди-
фицировать их, генерировать и т. д. Переход от системы S к
метасистеме S+ мы называем метасистемным переходом.

В книге “Феномен науки” [124] утверждается, что метасистемный пе-
реход является квантом эволюции и любое качественное изменение явля-
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ется метасистемным переходом. Таким образом, предметом рассмотрения
метавычислений является автоматическая эволюция программ.

1.1 Исторический обзор

В данном кратком обзоре мы затрагиваем только работы, посвящен-
ные суперкомпиляции и оставляем в стороне работы, посвященные дру-
гим методам метавычислений.

1.1.1 Суперкомпиляция Рефала

Творческое наследие В.Ф. Турчина по суперкомпиляции (а более об-
ще – по метавычислениям) необычайно многогранно. Как показали даль-
нейшие исследования, в работах В.Ф. Турчина рассыпано множество пло-
дотворных идей, которые требует переосмысления. Многие концепции
описаны недостаточно формально или частично, и чаще всего в терми-
нах языка Рефал. Чрезвычайно интересно отделить эти идеи от языка
Рефал и рассмотреть их в контексте современных языков программиро-
вания. Эти концепции требуют дальнейшей разработки и ждут своего ис-
следователя. Поскольку для Турчина суперкомпиляция была неразрывно
связана с языком Рефал, в данном разделе мы рассматриваем только ос-
новные вехи работы В.Ф. Турчина по суперкомпиляции, не затрагивая
связь с Рефалом.

Первым шагом на пути к метасистемным переходам в программиро-
вании, по словам Турчина [125], явилось создание языка программирова-
ния, предназначенного для определения семантик других языков. Первая
версия такого языка называлась метаалгоритмическим языком [136, 138],
который затем стал называться Рефал [137]. Первый эффективный инте-
претатор языка Рефал был реализован в 1968 [141]. Компиляторы с языка
Рефал были созданы для большинства вычислительных машин того вре-
мени. Библиография работ, посвященных разработке и использованию
Рефала насчитывает более двухсот единиц [125].

В 1972 году выходят работы, описывающие преобразование Рефал-
программ [139, 140], в частности, в работе [140] описывается прогонка, –
главная составляющая суперкомпиляции.
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В конце 70-х - начале 80-х выходят публикации, описывающие идею
суперкомпиляции [112, 114].

В 1982 эксперименты с суперкомпилятором были описаны Турчиным
и его коллегами [123].

В 1986 году выходят статьи, описывающие в подробностях прогонку
[116, 115].

В работе [117] Турчин формулирует основания математики в терминах
теории метасистемных переходов.

В 1988 году выходит работа, посвященная проблеме завершаемости
суперкомпилятора, и описывается автоматический алгоритм обобщения
[118].

В 1989 году Турчин (совместно с Робертом Глюком) добился самопри-
менения суперкомпилятора [36].

В 1990 году Турчин (совместно с Робертом Глюком) в работе [37] про-
демонстрировал, что суперкомпилятор способен автоматически генериро-
вать из наивного распознавателя подстроки в строке KMP-алгоритм.

В 1993 Турчин описывает расширение суперкомпиляции [119]. В этом
расширении суперкомпилятор применяется не напрямую к функции, а к
метафункции (интерпретатору, который вычисляет функцию по ее опре-
делению и абстрактным данным).

В отчете [122] описывается работа с метакодом, поднятыми перемен-
ными1 и метасистемными прыжками, в отчете также вводится язык MST-
схем2. Рассмотрение плоского3 Рефала и метасистемных прыжков позво-
ляет добиться самоприменения суперкомпилятора [84].

В отчете [120] описываются различия между списками (данными язы-
ка LISP) и строками (данными языка Рефал) с точки зрения распознава-
ния вложения и обобщения.

В работе [121] описывается ориентированный на программирование
суперкомпилятора язык SPCL4. Язык SPCL позволяет более ясно и мо-
дульно разрабатывать суперкомпиляторы.

1elevated variables
2MST = MetaSystem Transition
3Разрешается использовать только хвостовую рекурсию
4a supercompilation language
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В [125] рассматривается совмещение суперкомпиляции и многократ-
ных метасистемных переходов.

В работе [83] продемонстрированы эксперименты по увеличению воз-
можностей суперкомпилятора методом, описанным в [119], – добавить ин-
терпретатор между суперкомпилятором и преобразуемой программой.

Суперкомпилятор SCP4 [80, 82] для языка Рефал-5, использует свой-
ства языка Рефал (ассоциативность конкатенации) и помимо методов
суперкомпиляции включает дополнительные инструменты: распознава-
ние частично рекурсивных константных функций, распознавание частич-
но рекурсивных мономов конкатенации, нахождение и анализ выходных
форматов. Мономы конкатенации описываются в [81]. Стоит отметить,
что суперкомпилятор SCP4 может расширять область определения про-
граммы в следующем смысле: если на каком-то входном данном исходная
программа завершалась с ошибкой или зацикливалась, то преобразован-
ная программа может завершаться и выдавать некоторое значение.

В работах [69, 71, 70, 72] задача верификации рассматривается как
задача параметризованного тестирования, и показывается, как парамет-
ризованное тестирование может быть осуществлено средствами суперком-
пиляции.

1.1.2 Суперкомпиляция функциональных языков первого по-
рядка

Изначально суперкомпиляция была неотделима от языка Рефал и фор-
мулировалась в его терминах.

Рефал является чистым функциональным языком с сопоставлением
по образцу. Для операций с символьной информацией Рефал использу-
ет R-выражения. Исследователи отмечают, что по сравнению с другими
функциональными языками в языке Рефал образец определяется доста-
точно сложным образом, одной из причин этой сложности является неор-
тогональность образцов, – алгоритм сопоставления с образцом зависит
от порядка их перечисления. Как следствие, алгоритмы сопоставления с
образцом и любые метаалгоритмы, рассматривающие Рефал-программы
как входные данные, сложно сформулировать и объяснить.

К сожалению, как отмечает Сёренсен, механизмы конкретизации и
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развертки, лежащие в основе прогонки, сильно зависят от сопоставления
с образцом. Таким образом, даже прогонка для Рефала формулировалась
достаточно сложным образом, не говоря об обобщении. Также, ни в одной
работе, посвященной суперкомпиляции Рефала, алгоритм суперкомпиля-
ции не приведен полностью. По этим причинам, несмотря на значитель-
ное количество опубликованных работ, к началу 1990-х суперкомпиляция
не обрела признания за пределами узкого круга экспертов. Более того,
практически все основные составляющие суперкомпиляции описывались
без должной доли формализма – зачастую неформально и расплывчато,

По мнению многих (в том числе западных) исследователей, основным
трудом, описывающим идеи суперкомпиляции является статья Турчина
1986 года “The concept of a supercompiler” [116]. Статья обобщает идеи
суперкомпиляции в достаточно сжатом виде. И, к сожалению, затрудня-
ет восприятие из-за отсутствия хорошо проработанной терминологии (и
формализации) для представления новых понятий5.

В упомянутой классической работе Турчина [116] используется до-
статочно сложный язык для представления конфигураций (в силу слож-
ности алгоритмов сопоставления с образцом в Рефале). Из-за неортого-
нальности образцов сильно усложняется и конфигурационный анализ, –
из графа конфигураций сложно вычленить конфигурацию как таковую, –
конфигурация определяется не только путем от начального узла до теку-
щего узла, – необходимо учитывать и структуру всего графа (следствие
того, что важен порядок задания образцов). В результате определяется
достаточно сложный обобщенный алгоритм сопоставления с образцом,
лежащий в основе прогонки.

Работа [33] Андрея Климова и Роберта Глюка о сущности прогонки
рассматривала в качестве входного языка S-Graph, который можно рас-
сматривать как подмножество языка программирования LISP, – по сути,
эта была одна из первых работ, нацеленных на понимание суперкомпиля-

5Например, в терминологии Турчина в результате прогонки получается граф состо-
яний и переходов. В результате суперкомпиляции также получается граф состояний и
переходов. Дальнейшие исследователи более тщательно проработали терминологию, –
в современных понятиях в результате прогонки получается дерево процессов, а целью
суперкомпиляции является превращение потенциально бесконечного дерева процессов
в конечное частичное дерево процессов (иногда таже называемое графом конфигура-
ций).
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ции как общего метода – без привязки к языку Рефал. В работе Климова
и Глюка показано, что если взять язык с более очевидным сопоставлением
с образцом (полный интерпретатор языка S-Graph занимает треть стра-
ницы6), то работа с конфигурациями сильно упрощается, – (1) можно вы-
членить рассмотрение конфигурации (обобщенного состояния) от дерева
процессов, (2) можно достаточно просто определить язык для конфигу-
раций и (3) обобщенный алгоритм сопоставления с образцом становится
тривиальным. В работе явным образом разделяются понятия дерева про-
цессов и графа процессов (частичного дерева процессов). Статья [33] яв-
ляется первой работой, где прогонка и суперкомпиляция (без обобщения)
описаны формально (в виде алгоритмов на языке Haskell). Конфигура-
ция представлена как место в программе (program point) и обобщенная
среда. Обобщенная среда состоит из связей (позитивной информации) и
рестрикций (негативной информации, ограничений на переменные).

В магистерская диссертация Морте Х. Сёренсена [103], рассматрива-
ется простой функциональный язык первого порядка (язык Miranda без
функций высшего порядка с семантикой вызова по имени). В работе Сё-
ренсена впервые целиком и формально описываются все составляющие
суперкомпиляции – прогонка, обобщение, генерация остаточной програм-
мы, и приводятся доказательство корректности суперкомпилятора и до-
казательство его завершаемости на любой входной программе. Особое
внимание уделяется языку M0, в котором при описании условий долж-
ны быть разобраны все случаи (нет if -выражений). В этом случае поня-
тие негативной информации не имеет смысла, и достаточно распростра-
нять только позитивную информацию. По сравнению с работой Климова
и Глюка конфигурации представляются еще более простым образом –
конфигурация является просто выражением языка со свободными пере-
менными. Также в работе Сёренсена дается хороший обзор исторических
взаимосвязей с другими методами метавычислений. Сёренсоном рассмат-
риваются языки M1/2 и M1, и суперкомпиляция описывается для них
только с распространением позитивной информации, – чтобы сохранить
простоту конфигурационного анализа. За таким видом суперкомпиляции
закрепилось название позитивная суперкомпиляция.

6Сложно представить себе интерпретатор языка Рефал такого размера
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Работы [33] и [103] открывают целую серию работ, направленных на
лучшее понимание суперкомпиляции и ее связь с другими методами ме-
тавычислений (преобразований программ).

В статьях [31, 32] иллюстрируется применение интерпретационного
подхода, описанного Турчиным в работе [119]: показано, как с помощью
добавления слоя интерпретации можно из частичного вычислителя полу-
чить дефорестатор и суперкомпилятор.

В работе [34] на основе анализа определений и принципов построения
показывается, что частичная дедукция логических программ аналогична
прогонке функциональных программ и обе техники имеют общий прин-
цип – распространение информации.

В статье [48] прогонка рассматривается с фундаментальной точки зре-
ния – с точки зрения семантики и без привязки к конкретному языку
программирования и структурам данным.

В работе [106] суперкомпиляция сравнивается с частичными вычис-
лениями, дефорестацией и обобщенными частичными вычислениями с
точки зрения количества информации, накапливаемой и используемой во
время преобразований.

В статье [104] подробно описывается использование гомеоморфного
вложения как синтаксического критерия для принятия решения о необ-
ходимости обобщения конфигураций. Использования отношения гомео-
морфного вложения сравнивается со стековым обобщением, предложен-
ным в [118].

Работа 1996 “A positive supercompiler” [107] обобщает суть позитивной
суперкомпиляции – рассматривается модельный суперкомпилятор для
простого функционального языка первого порядка. Рассматривается KMP-
тест – автоматический вывод эффективного алгоритма нахождения под-
строки в строке из наивного алгоритма.

Статья 1996 года “A Roadmap to Metacomputation by Supercompilation”
[35] рассматривает суперкомпиляцию в перспективе метавычислений и
три задачи метавычислений: специализацию программ, композицию про-
грамм и инверсное вычисление программ. Также суперкомпиляция срав-
нивается другими методами преобразования программ.

Работа 1998 “Introduction to Supercompilation” [105] помимо введения
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в суперкомпиляцию обозначивает, что разбиение узлов на локальные и
глобальные и последующая обработка такого разбиения повышает глу-
бину преобразования программ и во многих случаях помогает избежать
слишком поспешного обобщения.

В статье 1998 года “Convergence of Program Transformers in the Metric
Space of Trees” [108] рассматривается задача доказательства завершаемо-
сти преобразователя и разрабатывается соответствующий инструмента-
рий. Приводится пример использования разработанного инструментария
для доказательства завершаемости простого суперкомпилятора.

В 1999 Йенс Зехер завершает магистерскую диссертацию, посвящен-
ную перфектной суперкомпиляции – “Perfect Supercompilation” [100]. Пер-
фектный суперкомпилятор распространяет не только позитивную, но и
негативную информацию при прогонке. Отличия данной работы от преды-
дущих в следующем: (1) рассматривается типизированный (с поддержкой
полиморфных данных и функций) язык первого порядка, (2) конфигура-
ция теперь является выражением со свободными переменными и рестрик-
циями – вводится система рестрикций и алгебра работы с ними, (3) явным
образом определяется алгоритм генерации остаточной программы из ча-
стичного дерева процессов. Магистерская диссертация Зехера является
первой работой, в которой описан суперкомпилятор, учитывающий нега-
тивную информацию и доказана его завершаемость. Обзор диссертации
опубликован в виде статьи – [102].

В работе Зехера 2001 года “Driving in the Jungle” описывается вариант
позитивной прогонки со стратегией вычислений в схлопнутых джунглях
(collapsed jungle evaluation). Конфигурация представляет из себя уже не
выражение (дерево), а направленный ациклический граф (DAG).

Докторская диссертация Зехера “Driving-Based program transformation
in theory and practice” [101] рассматривает методы преобразования про-
грамм (в том числе и суперкомпиляцию) для случаев, когда выражения
представляются в виде направленного ациклического графа. Особого вни-
мания заслуживают определение вложения и обощения таких выражений.

В книге Абрамова и Пармёновой “Метавычисления и их применения.
Суперкомпиляция” [134] рассматривается суперкомпилятор для плоского
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функционального языка первого порядка TSG7, варианта языка S-Graph,
используемого в работе [33]. Приведены алгоритмы обнаружения вложе-
ния и обобщения. Можно сказать, что работа [134] является в некотором
смысле завершением работы [33].

В работе [56] Андрей Климов рассмативает суперкомпиляцию в общем
виде – как отношение специализации и исследует его свойства.

1.1.3 Суперкомпиляции императивных языков

Традиционно суперкомпиляция рассматривается как метод преобра-
завания функциональных программ.

Прогонка для языка простого императивного языка Flowchart рас-
сматривается в работе Нила Джонса [48].

Интересны работы Андрея Климова по применению идей суперкомпи-
ляции к специализации объектно-ориентированного языка Java [57], [58].

Отдельно стоит упомянуть работу Димитура Крустева [65], в кото-
рой рассматривается вопрос механической верификации суперкомпиля-
тора для простого императивного языка.

1.1.4 Суперкомпиляция функциональных языков высшего по-
рядка

В конце 2000-х годов возникает большой интерес к применению ме-
тодов суперкомпиляции для оптимизации программ на функциональных
языках первого порядка.

Питер Джонсон и Йохан Нордландер разрабатывают суперкомпиля-
тор для языка Timber (язык высшего порядка с семантикой вызова по
имени), алгоритмы суперкомпилятора представлены в серии работ, оза-
главленных “Positive Supercompilation for a Higher Order Call-By-Value
Language” [50, 51, 49, 52]. Главной задачей этих работ является обеспе-
чить полную эквивалентность исходной и остаточной программ (сохра-
нить свойства завершаемости) и одновременно обеспечить глубину пре-
образования, близкую к глубине преобразования программ с ленивой се-

7TSG = Typed S-Graph
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мантикой вычислений. Основное средство – использовать анализ завер-
шаемости при анализе конфигураций.

В 2008 году Митчел сообщил о суперкомпиляторе для языка Haskell
Supero [78], особенностью которого являлась работа с let-выражениями
(сохранение семантики вызова по необходимости). Другой особенностью
являлся отказ от тесного обобщения в случае, если верхняя конфигурация
вложена в нижнюю через погружение.

В статье “Rethinking Supercompilation” [77] изложено переосмысление
частей суперкомпилятора с целью создания быстро работающего и ро-
бастного суперкомпилятора. (1) Для представления конфигураций вы-
брано специальное синтаксическое подмножество ядра языка Haskell –
“Simplified Core”. На каждом шаге осуществляется преобразование те-
кущей конфигурации в “Simplified Core”8. (2) Отказ от использования
гомеоморфного вложения как синтаксического критерия для свистка, –
каждому выражению (конфигурации) ставится в соответствие мульти-
множество меток (tag-bag) и в качестве свистка используется сравнения
этих мультимножеств.

На практичность рассчитан и CHSC9, описанный в работе “Super-
compilation by Evaluation” [15]. Конфигурация представляется обобщен-
ным состоянием абстрактной машины Кривина - кучей, активным подвы-
ражением и стеком. В качестве свистка также используется упорядочение
над мультимножествами меток. Особенностью CHSC является отсутствие
обобщения с учетом истории вычислений – конфигурация обобщается без-
относительно истории вычислений. Также CHSC поддерживает суперком-
пиляцию рекурсивных let-выражений с сохранением семантики вызова по
необходимости.

Стоит также упомянуть работы [53], [54], [89], [75].
При суперкомпиляции делается однократная прогонка. Идея дистил-

ляции – осущетвлять двойную прогонку. Прогонка (построение дерева
процессов) в дистилляции происходит также как и в суперкомпиляции. А

8Хотя “Simplified Core” и является алгоритмически полным языком, не каждое
Haskell-выражение можно перевести в “Simplified Core” – поэтому реально рассмат-
риваются не любые программы. К счастью, непереводимые в “Simplified Core” Haskell-
программы экзотичны и достаточно редки.

9CHSC = Cambridge Haskell SuperCompiler
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вот при обработке возможного вложения и зацикливания используются
не сами конфигурации, а их суперкомпилированные версии. В статье [39]
показано, как дистилляция может изменять асимптотику программ. Фор-
мализм описания дистилляции находится пока еще в крайне сыром виде и
претерпевает существенные изменения от публикации к публикации. На-
пример, в работе [39] перед каждым шагом прогонки выражение супер-
компилировалось и дальше шаг прогонки осуществлялся относительно
суперкомпилированного выражения. В работе [41] зацикливание и обоб-
щение осуществляется не над выражениями, а над соответствующими им
(в общем случае бесконечными) деревьями процессов. В работе [42] срав-
ниваются не выражения, а графы процессов. В докладе по материалам
работы [42], представленном Гамильтоном на семинаре по метавычислени-
ям META’2010 сравнивались и обобщались системы переходов. Дистилля-
ция – многообещающее развитие идей суперкомпиляции, требующее пока
соответствующей формализации.

1.1.5 Другие работы

В 1970-х годах при разработке методов суперкомпиляции был пред-
ложен метод окрестностного анализа для аппроксимации алгоритмиче-
ски неразрешимой проблемы останова. Суть окрестностного анализа –
определить какая информация о тексте text была использована, и какая
информация о тексте text не была использована в некотором процессе
обработки текста text. Окрестностный анализ основан на прогонке.

Окрестностный анализ разрабатывается в работах Сергея Абрамова
“Metacomputation and program testing” [2], “Метавычисления и их при-
менение” [133]. В частности, показано, как окрестностный анализ может
использоваться для организации “предельно надежного тестирования”.

Задачу инвертирования программ (вычислений) можно определить
как нахождения входных данных (множества входных) по результату
вычисления. Проблемами инверсного вычисления детально занимались
Александр Романенко, Сергей Абрамов и Роберт Глюк, придерживаясь
идеи синтаксической инверсии программ. А. Романенко в работах “The
generation of inverse functions in Refal” [91], “Inversion and metacomputation”
[92] разрешает некоторые сложности текстуальной инверсии программ на
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Рефале.
Инверсный Рефал рассматривается в работе Абрамова “Метавычис-

ления и логическое программирование” [132] как язык логического про-
граммирования и сравнивается с другими языками логического програм-
мирования.

Технические вопросы организации инверсных вычислений для язы-
ка TSG исследуются в работах Сергея Абрамова и Роберта Глюка “The
Universal Resolving Algorithm: Inverse Computation in a Functional Langu-
age” [5], “Inverse Computation and the Universal Resolving Algorithm” [7],
“Principles of inverse computation and the universal resolving algorithm” [8],
“Faster Answers and Improved Termination in Inverse Computation of Non-
Flat Languages” [9].

Инверсное вычисления и окрестностный анализ, по сути, для данной
(стандартной) семантики языка определяют другие (нестандартные) се-
мантики вычислений. Нестандартные семантики и принципы работы с ни-
ми исследуются в работах Сергея Абрамова и Роберта Глюка “Semantics
modifiers: an approach to non-standard semantics of programming languages”
[3], “Combining Semantics with Non-standard Interpreter Hierarchies” [4],
“From standard to non-standard semantics by semantics modifiers” [6].

1.2 Суперкомпиляция функционального языка пер-
вого порядка

В качестве отправной точки рассмотрим, как устроена позитивная
суперкомпиляция для простого функционального языка SLL. Материал
этого разделан основан на работах [105, 107, 103, 62, 135].

Данные языка SLL – константы и простые структуры. Простая струк-
тура – это именованный конструктор с фиксированным и упорядоченным
набором полей. Каждое поле в свою очередь, – некоторые данные (кон-
структор или константа). Константа есть нуль-арный конструктор.

Вычисления в данном языке организованы через вызовы функций.
Каждая функция имеет строго заданное количество аргументов. Для ре-
ализации ветвления функциям разрешается заглядывать в первый ар-
гумент и, в зависимости от того, в какой конструктор обернут первый
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аргумент, – выполнять различные вычисления. Функция конструирует
результат вычислений из констант, конструкторов, вызовов функций и
аргументов. При заглядывании в первый аргумент функции становятся
доступны части этого аргумента. Тело функции – одно выражение.

Например, если рассматривать алфавит из двух букв (констант) – A и
B, то слова этого алфавита логично представлять в виде списка. Пустой
список - константа Nil, непустой список - структура из двух частей, пер-
вая часть - первый элемент списка, вторая часть - остальные элементы
(хвост). Непустые списки создаются с помощью бинарного конструктора
Cons(head, tail).

Тогда слова алфавита из двух букв представляются так:
Nil() - пустое слово “”
Cons(A(), Nil()) - слово “A”
Cons(A(), Cons(B(), Nil())) - “AB”
Cons(B(), Cons(B(), Cons(B, Nil()))) - “BBB”

Например функция, приписывающий элемент x к списку xs, записы-
вается так:

prepend(x, xs) = Cons(x, xs);

Функция app, конкатенирующая списки, записывается так:

app(Nil(), vs) = vs;

app(Cons(u, us), vs) = Cons(u, app(us, vs));

Здесь константа Nil используется для представления пустых списков.
Конструктор Cons(x, xs) представляет непустой список, где x – первый
элемент списка, а xs – остальная часть.

Для того, чтобы синтаксически различать функции и конструкторы,
принято следующее соглашение: имена конструкторов начинаются с за-
главной буквы, а функций – с прописной. Можно не писать скобки для
нуль-арных конструкторов (констант).

Конкатенация строк Cons(A, Cons(B, Nil)) и Cons(B, Cons(A, Nil))

происходит так:
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app(Cons(A, Cons(B, Nil())), Cons(B, Cons(A, Nil())))

Cons(A, app(Cons(B, Nil()), Cons(B, Cons(A, Nil()))))

Cons(A, Cons(B, app(Nil(), Cons(B, Cons(A, Nil())))))

Cons(A, Cons(B, Cons(B, Cons(A, Nil()))))

Состояние вычисления – выражение. Вычисление – последователь-
ность переходов между состояниями в соответствии с правилами, описан-
ными в программе. Порядок вычислений – ленивый (снаружи-внутрь).

1.2.1 Примеры суперкомпиляции

Пример 1

Допустим, что нам требуется получить результат конкатенации трёх
списков. Это можно сделать, вычислив выражение app(app(xs, ys), zs).
Однако, при этом элементы списка xs будут анализироваться два раза
(сначала - внутренним вызовом app, а потом - наружным). Покажем,
как с помощью суперкомпиляции можно получить более эффективное
вычисление. Начнем “символически” интерпретировать выражение (кон-
фигурацию) app(app(xs, ys), zs). Сначала попробуем раскрыть внут-
ренний вызов app(xs, ys). Однако, из-за того, что app проверяет, какой
вид имеет её первый аргумент - Nil() или Cons(u, us), нам придётся
рассмотреть два случая (или, выражаясь языком, принятым среди спе-
циалистов по суперкомпиляции, “расщепить конфигурацию”):
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Правую нижнюю конфигурацию теперь можно однозначно развер-
нуть – раскрыть наружный вызов app:
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Новое выражение содержит конструктор на верхнем уровне, – мы пе-
реходим к “символическому” вычислению аргументов конструктора:

app(app(xs, ys), zs)

app(Cons(u, app(us, ys)), zs)

Cons(    ,     )

app(app(us, ys), zs)u

app(ys, zs)

xs = Cons(u, us)xs = Nil()

В этот момент обнаруживается, что конфигурация в нижнем правом
узле получившегося дерева совпадает с конфигурацией в корне дерева
(с точностью до переименования переменных). Понятно, что нет смысла
второй раз пытаться вычислить ту же самую конфигурацию. Обозначим
конфигурацию в верхнем узле a3 и с помощью обратной дуги изобразим
совпадение конфигураций:
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app(app(xs, ys), zs)

app(Cons(u, app(us, ys)), zs)

Cons(    ,     )

app(app(us, ys), zs)u

app(ys, zs)

xs = Cons(u, us)xs = Nil()

a3

Повторяем те же операции для левого узла. После нескольких шагов
также обнаруживаем совпадение конфигураций в листе дерева с конфи-
гурацией в одном из предков. Обозначаем верхнюю конфигурация a2 и
также проводим обратную дугу:

app(app(xs, ys), zs)

app(Cons(u, app(us, ys)), zs)

Cons(    ,     )

app(app(us, ys), zs)u

app(ys, zs)

Cons(   ,   )

app(us, zs)u

zs

xs = Cons(u, us)

ys = Cons(u, us)ys = Nil()

xs = Nil()

a2

a3

Построение “дерева конфигураций” завершено: каждый лист дерева
содержит либо уже ранее встречавшуюся конфигурацию (с точностью до
переименования переменных), либо переменную, либо нуль-арный кон-
структор. Можно сказать, что построенное таким образом дерево пред-
ставляет все возможные пути вычисления выражения, находящегося в
корне дерева. Ветвления в дереве получаются из разбора возможных зна-
чений переменных.

Однако, в получившемся дерева есть избыточность – есть узел (с кон-
фигурацией app(Cons(u, app(us, ys)), zs)), через который трасса вы-
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числения проходит безусловно. Этот узел можно безопасно удалить и
спрямить входящую и выходящую из него дуги. В результате получится
упрощенное дерево:

app(app(xs, ys), zs)

Cons(    ,     )

app(app(us, ys), zs)u

app(ys, zs)

Cons(   ,   )

app(us, zs)u

zs

xs = Cons(u, us)

ys = Cons(u, us)ys = Nil()

xs = Nil()

a2

a3

Удаленный нами узел называется в терминологии суперкомпиляции
транзитным узлом. Удаление транзитных узлов – главный механизм оп-
тимизации с помощью суперкомпиляции.

В получившемся частичном дереве процессов достаточно информации
(в узлах и на дугах), чтобы превратить его в программу. В итоге получаем
следующую программу:

a3(Nil(), ys, zs) = a2(ys, zs);

a3(Cons(u, us), ys, zs) = Cons(u, a3(us, ys, zs));

a2(Nil(), zs) = zs;

a2(Cons(u, us), z) = Cons(u, a2(us, z));

Вычисление выражения a3(xs, ys, zs) в новой программе эффек-
тивнее, чем вычисление выражения app(app(xs, ys), zs) в первона-
чальной. При вычисления исходного выражения делалось O(2|xs|+ |ys|)
шагов вычислений, в то время, как для вычисления нового выражения
требуется O(|xs|+ |ys|) шагов вычислений, где |xs| – длина списка xs

Произведенный процесс преобразований можно рассматривать как со-
стоящий из трех этапов: символическое вычисление, поиск повторений и
построение новой программы.
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Пример 2

Однако, в большинстве случаев при построении частичного дерева
процессов таким образом будут возникать бесконечные ветви, на кото-
рых не будет точных повторений конфигураций. Рассмотрим вычисление
выражения app(app(xs, ys), xs) для программы из первого примера.
Повторяем те же самые шаги и получаем следующее дерево:

app(app(us, ys), Cons(u, us))

app(app(xs, ys), xs)

app(Cons(u, app(us, ys)), Cons(u, us))

Cons(    ,     )

u

app(ys, zs)

Cons(   ,   )

app(us, zs)u

zs

xs = Cons(u, us)

ys = Cons(u, us)ys = Nil()

xs = Nil()

Конфигурация в нижнем правом узле похожа на конфигурацию в
верхнем узле, но не совпадает с ней (нижнее выражение не является пе-
реименованием верхнего выражения). При продолжении символического
вычисления правого нижнего выражения не получится добиться, чтобы
конфигурация в листе совпала с конфигурацией в предках, и процесс по-
строения конечного дерева (используя только символическое вычисление
и поиск повторений) не завершится. Тот факт, что две конфигурации по-
хожи, но не совпадают является (эвристическим) сигналом10 того, что
дальнейшее построение ветви может не завершится. Обозначим это:

10исторически называемого в суперкомпиляции свистком
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app(app(us, ys), Cons(u, us))

app(app(xs, ys), xs)

app(Cons(u, app(us, ys)), Cons(u, us))

Cons(    ,     )

u

app(ys, zs)

Cons(   ,   )

app(us, zs)u

zs

xs = Cons(u, us)

ys = Cons(u, us)ys = Nil()

xs = Nil()

Причина возникновения бесконечной ветви – повторная переменная
xs в начальном выражении. Однако, как мы видели, если проигнори-
ровать повторную переменную и считать разные вхождения переменной
xs в начальной конфигурации разными переменными, процесс построе-
ния частичного дерева процессов завершается. Поэтому одним из выходов
из сложившейся ситуации является рассмотрение более общей начальной
конфигурации – обобщение. Будем рассматривать второе вхождение пе-
ременной xs как переменную zs, – для обозначения обобщения использу-
ются специальный let-узел. После обобщения и дальнейшего построения
дерева получается дерево, аналогичное дереву из первого примера:

app(app(xs, ys), zs)

app(Cons(u, app(us, ys)), zs)

Cons(    ,     )

app(app(us, ys), zs)u

app(ys, zs)

Cons(   ,   )

app(us, zs)u

zs

xs = Cons(u, us)

ys = Cons(u, us)ys = Nil()

xs = Nil()

a2

a3

let zs =    in 

xs

При генерации нового выражения и программы из полученного дере-
ва let-выражения могут быть устранены подстановкой соответствующего
нового выражения вместо переменной из привязки. В итоге получается
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Рис. 1.1 SLL: грамматика
P ::= d1 . . . dn программа

d ::= f(v1, . . . , vn) = e; f-функция
| g(p1, v1, . . . , vn) = e1; g-функция

. . .
g(pm, v1, . . . , vn) = em;

e ::= e ∈ EC∪F∪V , выражение
v v ∈ V , переменная

| C(e1, . . . , en) C ∈ C, конструктор
| f(e1, . . . , en) f ∈ F , вызов f-функции
| g(e1, . . . , en) g ∈ F , вызов g-функции

p ::= C(v1, . . . , vn) pattern

новое выражение a3(xs, ys, xs) и новая программа:

a3(Nil(), ys, zs) = a2(ys, zs);

a3(Cons(u, us), ys, zs) = Cons(u, a3(us, ys, zs));

a2(Nil(), zs) = zs;

a2(Cons(u, us), z) = Cons(u, a2(us, z));

Как и раньше, преобразование проходило в три этапа, но второй этап
(поиск повторений) был более сложным – при обнаружении “почти повто-
рения” мы заменяли целое поддерево на новый узел в результате обобще-
ния.

1.2.2 Синтаксис и семантика языка SLL

Рассмотрим теперь суперкомпиляцию для языка SLL более формаль-
но. Для этого нам необходимо вначале определить синтаксис и семантику
языка.

На Рис. 1.1 показан синтаксис языка SLL, рассматриваемого в работах
[103, 108].

SLL – ленивый функциональный язык первого порядка. В языке SLL
используется перечислимое множество символов для представления пе-
ременных v ∈ V , конструкторов C ∈ C, и имён функций f ∈ F и g ∈ F .
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Рис. 1.2 SLL: подстановка
vθ = e если v := e ∈ θ

= v в противном случае
h(e1, . . . , en)θ = h(e1θ, . . . , enθ)

Все символы имеют фиксированную арность. SLL-программы обрабаты-
вают данные, представляющие собой конечные деревья, построенные с
помощью конструкторов. Выражение языка SLL – либо переменная, либо
конструктор, либо вызов функции. Программа состоит из набора опре-
делений функций. Причем функции делятся на два класса: f -функции
и g-функции. Определение g-функции состоит из одного или нескольких
правил, при этом в каждом правиле присутствует образец, с помощью
которого анализируется структура первого аргумента. Определение f -
функции состоит из одного правила, в котором все аргументы являются
переменными. В левой части правила не допускаются повторные перемен-
ные. Все переменные, присутствующие в правых частях правил, должны
быть определены в левой части.

Как было отмечено раньше, синтаксически функции не отличаются
от конструкторов (единственное отличие – то, что имена конструкторов
начинаются с заглавной буквы, а функций – с прописной), поэтому далее
будем использовать запись h(e1, .., en) для обозначения и конструкторов,
и функций.

Определение 1 (SLL-подстановка). Подстановкой будем называть ко-
нечный список пар вида θ = {vi := ei}, каждая пара в котором связывает
переменную vi с ее значением ei. Область определения θ определяется как
domain(θ) = {vi}. Область значений θ определяется как range(θ) = {ei}.
Результат применения подстановки θ к выражению e записывается e θ.

Определение 2 (Применение SLL-подстановки). Результат применения
подстановки θ к выражению e, eθ вычисляется по правилам на Рис. 1.2.

Любое выражение языка SLL можно представить либо в виде наблю-
даемого выражения, либо в виде контекста редукции с помещенным в ды-
ру редексом. Грамматика такой декомпозиции представлена на Рис. 1.3.
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Рис. 1.3 SLL: декомпозиция выражений
obs ::= C(e1, . . . , en) | v
con ::= 〈〉 | g(con, . . .)
red ::= f(e1, . . . , en) | g(C(e1, . . . , en), . . .) | g(v, . . .)

Рис. 1.4 Операционная семантика SLL
con〈f(e1, . . . , en)〉 7→con〈e{v1 := e1, . . . , vn := en}〉

при f(x1, . . . , xn) = e
con〈g(C(e1, . . . , em), em+1, . . . , en)〉 7→con〈e{v1 := e1, . . . , vn := en}〉

при g(C(v1, . . . , vm), vm+1, . . . , vn) = e

Определение 3 (Слабая головная нормальная форма). Выражение e
языка SLL находится в слабой головной нормальной форме, если в нем
на верхнем уровне находится конструктор (то есть e = C(e1, . . . , en)).

Определение 4 (Шаг редукции). Шаг редукции 7→ – наименьшее от-
ношение на множестве SLL выражений, удовлетворяющее правилам на
Рис. 1.4.

Шаг редукции определяет семантику вычисления. Значением вычис-
ления является выражение в слабой головной нормальной форме (кон-
структор). В обычном случае вычисляются выражения без переменных
(объектные выражения). Обратите внимание, что если на каком-то шаге
вычисляемое выражение становится конструктором, то вычисления за-
канчиваются.

Определение 5 (Равенство SLL-выражений). Два выражения e1 и e2

считаются равными, если они различаются совпадают текстуально. Ра-
венство выражений e1 и e2 записывается как e1 ≡ e2.

Определение 6 (Частный случай SLL-выражения). Выражение e2 назы-
вается частным случаем выражения e1, e1 l e2, если существует подста-
новка θ такая, что e1θ ≡ e2. Для выражений языка SLL такая подстановка
является единственной и обозначается θ = e1 4 e2.

Определение 7 (Переименование SLL-выражения). Выражение e2 на-
зывается переименованием выражения e1, e1 ' e2, если e1 l e2, и e2 l e1.
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Другими словами, e1 и e2 различаются только именами свободных пере-
менных.

1.2.3 Обобщение и гомеоморфное вложение SLL-выражений

В данном разделе даются определения, необходимые для формулиров-
ки алгоритма построения частичного дерева процессов.

Определение 8 (Строгая декомпозиция SLL-выражения). Let-выражение

el = let vi = ei; in e0

называется строгой декомпозицией выражения e, el @ e если e0le, e0 6' e
и e = e0{vi := ei}.

Определение 9 (Обобщение SLL-выражений). Обобщением выражений
e1 и e2, называется тройка (eg, θ1, θ2), где eg – выражение, θ1 и θ2 – под-
становки, такие, что egθ1 ≡ e1 и egθ2 ≡ e2. Множество всех обобщений
для выражений e1 и e2 обозначается как e1 a e2.

Определение 10 (Тесное обобщение двух SLL-выражений). Обобщение
(eg, θ1, θ2) называется тесным обобщением выражений e1 и e2, если для
любого обобщения (e′g, θ

′
1, θ
′
2) ∈ e1 a e2 верно, что e′g l eg, т.е. eg является

частным случаем e′g. Мы предполагаем, что определена операция u такая,
что e1 u e2 = (eg, θ1, θ2).

Определение 11 (Несопоставимые выражения). Выражения e1 и e2 на-
зываются несопоставимыми, e1 ↔ e2, если e1 u e2 = (v, θ1, θ2), то есть
обощенное выражение является переменной.

Известным результатом является алгоритм нахождения тесного обоб-
щения выражений первого порядка без связанных переменных [66].

Определение 12 (Итеративный алгоритм обобщения SLL-выражений).
Тесное обобщение выражений e′ и e′′, e′ u e′′ находится с помощью при-
менений правил общего функтора и общего подвыражения (Рис. 1.5) к
начальному тривиальному обобщению (v, {v := e′}, {v := e′′}).
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Рис. 1.5 SLL: итеративное обобщение выражений e′ и e′′

Начальное тривиальное обобщение
(v, {v := e1}, {v := e2})

Правило общего функтора e
{v := h(e′1, . . . , e

′
n)} ∪ θ′

{v := h(e′′1 , . . . , e
′′
n)} ∪ θ′′

 ⇒
 e{v := h(v1, . . . , vn)}
{v1 := e′1, . . . , vn := e′n} ∪ θ′
{v1 := e′′1 , . . . , vn := e′′n} ∪ θ′′


Правило общего подвыражения e

{v1 := e′, v2 := e′} ∪ θ′
{v1 := e′′, v2 := e′′} ∪ θ′′

 ⇒
 e{v1 := v2})
{v2 := e′} ∪ θ′
{v2 := e′′} ∪ θ′′


Рис. 1.6 SLL: рекурсивный алгоритм обобщения
Тесное обобщение

• e′ u e′′ = s(e′ ũ e′′)

Правило общего функтора

• v ũ v = (v, {}, {})

• h(e′1, . . . , e
′′
n) ũ h(e′′1 , . . . , e

′′
n) = (h(e1, . . . , en),

⋃
θ′i,

⋃
θ′′i ), где

– (ei, θ
′
i, θ
′′
i ) = e′i ũ e′′i

• e1 ũ e2 = (v, {v := e1}, {v := e2})

Правило общего подвыражения

• s(e, {}, {}) = s(e, {}, {})

• s(e, {v1 := e′} ∪ θ′, {v1 := e′′} ∪ θ′′) = s′(s(e, θ′, θ′′)), где

– s′(e, θ′1, θ
′′
1 ) = (e{v1 := v2}, θ′1, θ′′1 ),

если ∃v2 : {v2 := e′} ∈ θ′1, {v2 := e′′} ∈ θ′′1
– s′(e, θ′1, θ

′′
1 ) = (e, {v1 := e′} ∪ θ′1, {v1 := e′′} ∪ θ′′1 )

в противном случае

Алгоритм 12 является традиционной ([104, 105, 108]) записью алго-
ритма обобщения в итеративной форме (определяется “малый шаг” обоб-
щения).

Однако, процесс обобщения удобнее (как мы увидим в дальнейшем)



43

Рис. 1.7 SLL: гомеоморфное вложение
Embedding

e′ E e′′ if e′ Ev e′′ or e′ Ed e′′ or e′ Ec e′′

Variables
v′ Ev v′′

Coupling
h(e′1, . . . , e

′
n) Ec h(e′′1 , . . . , e

′′
n) if ∀i : e′i E e

′′
i

Diving
e Ed h(e′1, . . . , e

′
n) if ∃i : e E e′i

определить напрямую через рекурсивные функции (семантика “большого
шага”):

Определение 13 (Рекурсивный алгоритм обобщения SLL-выражений).
e′ u e′′ = s(e′ ũ e′′), где операции ũ и s определены на Рис. 1.6.

Процесс нахождения обобщения происходит в 2 этапа: первый этап со-
ответствует применению правила общего выражения, – нахождение обоб-
щения (вычисление e1ũe2) двух совпадающих по оболочке выражений
сводится к задаче нахождения обобщений их частей. Второй этап (упро-
щение обобщения с помощью операции s) заключается в удалении из ре-
зультата повторяющихся частей и соответствует правилу общего подвы-
ражения. Правила применяются в порядке их перечисления.

Определение 14 (Гомеоморфное вложение E SLL-выражений). Про-
стое вложение HLL-выражений определяется индуктивно в соответствии
с правилами на Рис. 1.7.

Свойства вложения и обобщения SLL-выражений

Будем рассматривать SLL-выражения из множества EC∪F∪V , где C –
множество имен конструкторов, F – множество имен функций, V – мно-
жество имен переменных (см. Рис. 1.1).

Теорема 15 (Крускал, Хигман). Пусть C и F – конечные множества.
В любой бесконечной последовательности SLL-выражений e1, e2, . . . из
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множества EC∪F∪V найдутся ei и ej такие, что i < j и ei E ej.

Доказательство можно найти в [26].
ОтношениеEc также является вполне-квазиупорядочением на EC∪F∪V .
Если два SLL-выражения вложены через сцепление, то их тесное обоб-

щение нетривиально (не является переменной). Использование отноше-
ния Ec в качестве свистка имеет следующие плюсы:

1. Позволяет гарантировать завершаемость суперкомпилятора (в силу
Теоремы 15).

2. Позволяет в случае обобщения всегда учитывать историю вычисле-
ний.

Нам хотелось сохранить это свойство при определении гомеоморфного
вложения для выражение языка HLL.

Выражения со связанными переменными

В работе [104] рассматривается язык SLL, дополненный case-выраже-
ниями (со связанными переменными), но отношение вложения и алгоритм
обобщения приводятся только для случая выражений без связанных пере-
менных, – читателю предлагается самостоятельно расширить приведен-
ные соотношения на случай связанных переменных в case-выражениях,
поэтому в данном разделе мы не затрагиваем вопросы вложения и обоб-
щения выражений со связанными переменными.

1.2.4 Построение дерева процессов

Рассмотрим сначала, как строится дерево процессов для SLL-программ.
В случае плоского функционального языка, такого как S-Graph [33]

или TSG [134], где можно использовать только хвостовую рекурсию, по-
нятие дерева процессов для конфигурации c0 определяется достаточно
просто – метками дерева процессов являются конфигурации и на дугах
дерева процессов обозначены сужения конфигураций. Пути в дереве про-
цессов представляют множество трасс вычисления. Любому объектному
выражение e ∈ c0 из начальной конфигурации соответствует некоторый
путь в дереве процессов.
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Рис. 1.8 SLL: шаг прогонки
D[[v]] ⇒ [v]
D[[C(e1, . . . , en)]] ⇒ [e1, . . . , en]
D[[con〈f(e1, . . . , en)〉]] ⇒ [con〈e{v1 := e1, . . . , vn := en}〉]

f(x1, . . . , xn) = e ∈ P
D[[con〈g(C(e1, . . . , em), em+1, . . . , en)〉]]⇒ [con〈e{v1 := e1, . . . , vn := en}〉]

В программе есть предложение:
g(C(v1, . . . , vm), vm+1, . . . , vn) = e

D[[con〈g(v, e1, . . . , en)〉]] ⇒ [. . . , con〈e′i{v := pi, . . . , vn := en}〉, . . .]
В программе определяется:
g(pi, v1, . . . , vn) = e′i;

R[[con〈g(v, e1, . . . , en)〉]] ⇒ [v = pi;]
В программе определяется:
g(pi, v1, . . . , vn) = e′i;

Концептуально это означает, что дерева процессов для конфигурации
c0 достаточно для вычисления любого выражения e ∈ c0. То есть, в
некотором смысле, дерево процессов заменяет программу.

Для языка SLL дерева процессов для конфигурации c0 должно быть
достаточно для вычисления любого выражения e ∈ c0 в любом контек-
сте – обычное вычисление выражения завершается, когда на верхнем
уровне появляется конструктор, однако при вычислении этого выражения
в контексте нам может потребоваться вычислить аргумент конструктора.

Определение 16 (SLL-сужение). SLL-cужением называется пара (v, p),
где v – переменная, а p – образец. Для удобства SLL-cужение записыва-
ется как v = p.

Определение 17 (Дерево процессов для SLL-выражений). Дерево про-
цессов представляет собой ориентированное (возможно – бесконечное) де-
рево, каждому узлу n которого приписано некоторое выражение. Для
некоторых узлов всем исходящим из ним дугам приписаны сужения. Мы
будем обозначать выражение, помещенное в узел n, как n.expr. Пусть
дано SLL-выражение e. Дерево процессов pt для SLL-выражения e опре-
деляется следующим образом:

• Выражение e находится в корневом узле pt.



46

• В листьях pt находятся только переменные и нуль-арные конструк-
торы.

• Для каждого узла α, имеющего дочерние узлы βi выражение в узле
и выражения в дочерних узлах связаны как D[[α.expr]] = [βi.expr],
где оператор D (шаг прогонки) определен на Рис. 1.8.

• Если на дугах, исходящих из узла α имеются сужения ri, то [ri] =

R[[α.expr]], где оператор R определен на Рис. 1.8.

Дерево процессов строится однозначным образом и в общем случае
является бесконечным.

1.2.5 Построение частичного дерева процессов

Конечная цель суперкомпиляции – превратить дерево процессов в ко-
нечный (возможно, циклический) граф, который называется частичным
деревом процессов:

Определение 18 (Частичное дерево процессов). Частичное дерево про-
цессов – дерево процессов, в котором:

• допускаются специальные обратные дуги, проведенные от листьев
дерева к потомкам.

• узлы могут быть помечены let-выражениями (Определение 8).

Мы будем обозначать специальные обратные дуги как ⇒ в тексте и
штрихованными дугами на диаграммах.

Определение 19 (Обработанный лист). Узел β считается обработан-
ным, если выполняется одно из следующих условий:

• Узел уже “зациклен”: из узла выходит двойная дуга β ⇒ α,

• β.expr является нуль-арным конструктором,

• β.expr является переменной.

Определение 20 (Тривиальный узел). Узел β считается тривиальным,
если выполняется одно из следующих условий:
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Рис. 1.9 Операции над частичным деревом процессов
1. t = 4. absract(t, α, β) =

α.expr

β.expr

let x1 = e1 ... xn = en in e

2. drive(t, β) = 5. split(t, β) =

α.expr

β.expr

e1 en...

α.expr

let x1 = e1 ... xn = en in h(x1,...,xn)

3. abstract(t, β, α) = 6. fold(t, α, β) =

α.expr

let x1 = e1 ... xn = en in e

α.expr

β.expr

• Узел помечен let-выражением.

• Узел помечен конструктором.

Рассмотрим самый простой алгоритм построения частичного дерева
процессов для SLL-конфигурации.

Определение 21 (Алгоритм построения частичного дерева процессов).
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Рис. 1.10 Алгоритм построения частичного дерева процессов для кон-
фигурации c0

t =
�� ��c0

while incomplete(t) 6= • do
β = unprocessedLeaf(t)
α = find(β,E)
if α 6= • and α.expr ' β.expr then

t = fold(t, α, β)
else if α 6= • and α.expr l β.expr then

t = abstract(t, β, α)
else if α 6= • then

if α.expr ↔ β.expr then
t = split(t, β, β.expr)

else
t = abstract(t, α, β)

end

else
t = drive(t, β)

end

end

Частичное дерево процессов строится по алгоритму на Рис. 1.10. В са-
мом начале конструируется дерево t =

�� ��c0 из одного узла, в который
помещается рассматриваемая конфигурация.

В алгоритме используются следующие операции над частичным дере-
вом процессов:

• incomplete(t) – возвращает True, если есть хотя бы один необрабо-
танный лист дерева t.

• unprocessed – возвращает необработанный лист в дереве t.

• find(β, E) – находит среди предков узла β первый узел α такой,
что α.expr E β.expr.

• drive(t, β) – делает шаг прогонки выражения, находящегося в узле
β: подвешивает к узлу β дочерние узлы и помещает в них выраже-
ния D[[β.expr]].
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• abstract(t, α, β) – обобщает конфигурацию в узле α с учетом конфи-
гурации в узле β: заменяет выражение в α на выражение

let v′i := e′i in eg,

где α.expr u β.expr = (eg, {v′i := e′i}, {v′′i := e′′i }). Если узел α был
корнем некоторого поддерева, то это поддерево уничтожается.

• fold(t, α, β) – “зацикливает” α и β: конструирует специальную об-
ратную дугу – β ⇒ α.

• split(t, β) – делает декомпозицию текущей конфигурации: заменяет
находящееся в узле β выражение h(e1, . . . , en) на выражение

let v1 = e1 . . . vn = en in h(v1, . . . , vn)

Некоторый операции показаны схематично на Рис.1.9.

Теорема 22. Построение частичного дерева процессов по алгоритму на
Рис. 1.10 завершается.

Доказательство можно найти в [108].
Все операции и шаги в алгоритме строго формализованы и однознач-

ны. Алгоритм преобразования полученного частичного дерева процессов
в новое выражение и новую программу можно найти в [103, 100, 62]. Мы
не будем подробно останавливаться на этом алгоритме.

Рассмотренный алгоритм – самый простой. В литературе рассматри-
ваются приемы, повышающие глубину преобразований суперкомпилято-
ра. Перечислим следующие:

1. Использование Ec (см. Рис. 1.7) вместо E – тогда нет нужды в опе-
рации split, так как обобщение вложенных через сцепление конфи-
гураций нетривиально.

2. Разбиение всех конфигурации на конечное число классов и поиск
вложения только в своем классе.

3. Рассмотрение в некоторых случаях не всех предков, а лишь ближай-
ших (глобальный-локальный контроль).
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Рис. 1.11 Сравнение суперкомпиляторов

Эквива-
лентные
преоб-
разова-
ния

Функции
высших
поряд-
ков

Беско-
нечные
данные

Док-во
кор-
ректно-
сти

Док-во
завер-
шаемо-
сти

Исход-
ный
код

SCP4 - - - - - +

Positive SCP + - + + + -

TSG SCP + - - - - +

Jscp + - - - - -

Supero + + + - - +

Timber SCP + + - + + -

HOSC + + + + + +

Стоит отметить, что все эти дополнительные приемы не влияют на
завершаемость суперкомпилятора.

1.3 Анализ состояния дел в суперкомпиляции с точки
зрения трансформационного анализа программ

Суперкомпилятор, применяемый для трасформационного анализа про-
грамм, должен удовлетворять следующим требованиям:

• Гарантированно сохранять семантику программы. В противном
случае выводы, сделанные из анализа остаточной программы, могут
быть необоснованными или ошибочными.

• Гарантированно завершаться на любой входной программе. Логи-
чески это требование не является абсолютно необходимым, но весь-
ма важно с прагматической точки зрения.

• Иметь доступный исходный код. Без этого отсутствует сама воз-
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можность убедиться в корректности реализации суперкомпилятора.

Как было отмечено, использование трансформационного анализа пло-
дотворно, если язык предлагает изобразительные средства, облегчающие
написание спецификаций, такие как:

• Функции высших порядков. Появляется возможность иметь кванто-
ры по функциям в спецификациях.

• Работа с бесконечными данными. Признак ленивого языка – лени-
вые языки лучше поддаются преобразованиям.

Сравнение суперкомпиляторов по перечисленным критериям приведе-
но в таблице на Рис. 1.11.

К сожалению, на 2007 год не существовало суперкомпилятора, удовле-
творяющим даже обязательным требованиям. Поэтому в первую очередь
автор поставил перед собой задачу разработать такой суперкомпилятор
для языка Haskell.

1.4 Выводы

В главе рассмотрен позитивный суперкомпилятор для функциональ-
ного языка первого порядка SLL. Все алгоритмы суперкомпилятора пред-
ставлены полностью и формально. В работе [62] данный суперкомпилятор
приведен в виде программы.

Приведен анализ существовавших суперкомпиляторов с точки зрения
трансформационного анализа. Из анализа следует, что полноценного су-
перкомпилятора, пригодного для использования в трансформационном
анализе, не было.

С другой стороны, в последнее время появились суперкомпиляторы
для языков высших порядков, многие части которых описаны неформаль-
но или неполностью, что затрудняет воспроизвести описываемые автора-
ми результаты.

Поэтому автор поставил перед собой цель создать полноценный супер-
компилятор, ориентированный на трансформационный анализ программ
на языке высшего порядка (Haskell) и имеющий полное и формальное
описание своего устройства.
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Глава 2

Язык HLL: синтаксис и семантика

В данной главе формально описывается выбранный объект анализа –
язык HLL.

2.1 Формализация языка HLL

Одна из целей данной диссертации – полное и формальное описание
методов и алгоритмов суперкомпиляции функций высших порядков, ис-
пользуемых в суперкомпиляторе HOSC, вместе c полным и формальным
доказательством их корректности и завершаемости. Очевидно, что для
достижения этой цели необходимо четко и формально определить рас-
сматриваемый язык и описать его семантику.

Язык программирования Haskell обладает достаточно богатым син-
таксисом. Однако, из этого богатого синтаксиса выделяется так называ-
емое ядро языка Haskell (Haskell Kernel [110]), которое лежит в основе
практически любой реализации языка Haskell [111]. Ядро языка Haskell
достаточно высокоуровнево, чтобы быть реальным языком программиро-
вания. Программы на ядре Haskell читабельны и могут быть предметом
анализа.

В основе языка Haskell лежат алгебраические типы данных, при опре-
делении которых явным образом перечисляются конструкторы этих дан-
ных (всегда конечный набор конструкторов). Представленные в данной
работе методы и алгоритмы суперкомпиляции основаны на конечности
числа рассматриваемых конструкторов и распространении позитивной
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информации.
Однако, как и в любом практическом языке программировании в язы-

ке Haskell есть заранее определенные типы данных – символы, строки,
целые числа, действительные числа и т.д. (будем их называть далее для
краткости литералами). Количество объектов-литералов в принципе бес-
конечно. Также в языке Haskell есть заранее определенные стандартные
операции над литеральными объектами. Мы не рассматриваем лите-
ральные объекты и заранее определенные данные над ними.

Поддержка литеральных объектов и примитивных операциq концеп-
туально проста, но сильно увеличила бы формальное описание синтаксиса
языка, семантики, алгоритмов суперкомпиляции. То же самое относится
и к заранее определенным в языке функциям.

Haskell предусматривает возможность аварийного останова программ:
это может случиться явным образом, – инициирована исключительная
ситуация, или, например, из-за отсутствия разбора определенного случая
(образца) в программе. Мы не рассматриваем такие ситуации. Предпо-
лагается, что любая программа завершается естественным образом, ли-
бо зацикливается. Добавление поддержки аварийных завершений также
концептуально просто, но сильно бы затруднило задачу формального и
полного описания всех частей суперкомпилятора.

Таким образом, мы рассматриваем ядро языка Haskell без:

1. Литеральных объектов (чисел, символов, строк).

2. Заранее заданных функций (в том числе, выброс ошибок).

3. Неполного набора образцов в case-выражениях.

Можно сказать, что рассматривается “чистое” (pure) подмножество
языка Haskell. Это позволяет достаточно кратко описать методы и алго-
ритмы суперкомпиляции.

Мы намеренно добавили в язык HLL специальный вариант let-выражения
– letrec, чтобы иметь возможность различать рекурсивные и нерекур-
сивные локальные определения на синтаксическом уровне. Также для
простоты работы с языком, в HLL вводятся некоторые ограничения (let-
выражение не может быть рекурсивным). Это позволяет достаточно крат-
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ко формально описать семантику языка и обойтись без введения лишних
понятий при доказательстве корректности суперкомпилятора.

Язык HLL выбран таким образом, чтобы минимизировать количество
рассматриваемых сущностей в описании синтаксиса, семантики языка и
при доказательствах корректности и завершаемости, оставаясь в то же
время максимально приближенным к ядру языку Haskell.

Таким образом, любая HLL-программа является исполняемой Haskеll-
программой1. А любая программа на чистом ядре Haskell без труда пере-
водится в HLL.

В основе системы типизации языка Haskell лежит полиморфная ти-
пизация по Хиндли-Милнеру [22, 44]. Также Haskell поддерживает меха-
низм перегрузки имен с помощью классов, так называемый ad-hoc поли-
морфизм [129]. Однако ad-hoc полиморфизм легко транслируется в ядро
Haskell (с помощью таблиц функций). Поэтому мы будем рассматривать
только алгебраические типы данных, определяемые пользователем, и по-
лиморфную типизацию по Хиндли-Милнеру и не будем рассматривать
классы языка Haskell и ad-hoc полиморфизм.

Для полного и формального определения семантики и понятия экви-
валентных программ нам будет легче вначале рассмотреть бестиповый
вариант языка HLL, определить для него перечисленные понятия, а за-
тем сделать их ревизию с учетом типизации.

2.2 Синтаксис языка HLL

Синтаксис бестипового варианта языка HLL. представлен на Рис. 2.1.
Будем считать (вплоть до раздела 2.5) язык HLL бестиповым и игнори-
ровать определения типов и вопросы типизации.

Программа на языке HLL состоит из целевого выражения и определе-
ний верхнего уровня. Выражение – это локальная переменная, конструк-
тор, глобальная переменная, λ-абстракция, аппликация, case-выражение,
локальное рекурсивное определение (letrec-выражение), локальное опре-
деление переменных (let-выражение) или выражение в скобках.

1После простой механической замены letrec на let, замены свободных переменных в
целевой выражении на их значения и “оборачивания” целевого выражения в функцию
main.
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Рис. 2.1 Язык HLL (бестиповый)

prog ::= e where fi = ei; программа

e ::= v переменная
| c ei конструктор
| fg глобальная переменная
| λ vi → e λ-абстракция
| e1 e2 аппликация
| case e0 of {pi → ei;} case-выражение
| letrec f = e0 in e1 локальное определение
| let vi = ei; in e let-выражение
| (e) выражение в скобках

p :: = c vi образец

Выражение e0 в case-выражении называется селектором, выражения
ei – ветвями. Мы будем использовать две записи для обозначения аппли-
кации: e1 e2 и e0 ei. В первом случае e1 может быть любым выражением.
Во втором случае мы требуем, чтобы список аргументов ei был непустым,
а выражение e0 не было аппликацией.

Глобальное определение задает соответствие между глобальной пере-
менной и выражением в правой части. Локальные определения связыва-
ют локальную переменную с выражением в данном контексте. Образец
в case-выражении также связывает локальные переменные с частями со-
поставленного выражения.

Неотъемлемой частью описанных далее алгоритмов является работа
с переменными. Поскольку в HLL-выражениях присутствуют связанные
переменные, нам необходимо детально формализовать работу со связан-
ными переменными, а также ввести соглашения, уточняющие работу с
переменными.

Замечание 23 (Три типа переменных). В языке SLL переменные в вы-
ражениях не отличаются друг от друга. В выражениях языка HLL могут
встречаться переменные трех типов. Переменная является связанной пе-
ременной, если (1) она является аргументом объемлющей λ-абстракции,
либо (2) определяется в образце объемлющей ветви case-выражения или
(3) связана через let-выражение или letrec-выражение. Переменная fg
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Рис. 2.2 HLL: множество связанных переменных выражения
bv[[fg]] = {}
bv[[v]] = {}
bv[[c ei]] =

⋃
bv[[ei]]

bv[[λv → e]] = bv[[e]] ∪ {v}
bv[[e1 e2]] = bv[[e1]] ∪ bv[[e2]]
bv[[case e0 of {ci vik → ei;}]] = bv[[e0]] ∪ (

⋃
bv[[ei]]) ∪ (

⋃
vik)

bv[[let vi = ei; in e]] = bv[[e]] ∪ (
⋃
bv[[ei]]) ∪ (

⋃
vi)

bv[[letrec f = e1 in e2]] = bv[[e1]] ∪ bv[[e2]] ∪ {f}

считается глобальной, если в программе есть определение fg = e. Все
остальные переменные – свободные.

Неформальное разделение переменных на три типа в замечании 23
ведет к неоднозначностям, – приходится разделять понятие переменной
и вхождение переменной.

В приведенной ниже простой программе переменная bottom в целевом
выражении может считаться как глобальной, так и связанной.

let bottom = x in bottom

where

bottom = bottom;

Мы введем несколько соглашений, устраняющих неоднозначности в
вопросе классификации переменных и не требующих явного рассмотре-
ния областей видимости переменных. Для этого мы вначале формально
(и несколько волюнтаристски) определим как вычисляются множества
свободных, глобальных и связанных переменных выражения. Определе-
ния данных множеств также позволит просто и формально разделить
рекурсивные и нерекурсивные локальные определения.

Мы обозначаем переменную с индексом fg, если в программе есть
определение fg = e; и без индекса, v в противном случае.

Определение 24 (Множества связанных, глобальных и свободных пере-
менных выражения). Множества bv[[e]], gv[[e]], fv[[e]] связанных, глобаль-
ных и свободных переменных выражения e определяются по правилам,
представленных на Рис. 2.2, Рис. 2.3 и Рис. 2.4 соответственно.
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Рис. 2.3 HLL: множество глобальных переменных выражения
gv[[fg]] = {fg}
gv[[v]] = {}
gv[[c ei]] =

⋃
gv[[ei]]

gv[[λv → e]] = gv[[e]]
gv[[e1 e2]] = gv[[e1]] ∪ gv[[e2]]
gv[[case e of {ci vik → ei;}]] = gv[[e]] ∪ (

⋃
gv[[ei]])

gv[[let vi = ei; in e]] = gv[[e]] ∪ (
⋃
gv[[ei]])

gv[[letrec f = e1 in e2]] = gv[[e1]] ∪ gv[[e2]]

Рис. 2.4 HLL: множество свободных переменные выражения
fv[[fg]] = {}
fv[[v]] = {v}
fv[[c ei]] =

⋃
fv[[ei]]

fv[[λv → e]] = fv[[e]] \ {v}
fv[[e1 e2]] = fv[[e1]] ∪ fv[[e2]]
fv[[case e of {ci vik → ei;}]] = fv[[e]] ∪ (

⋃
fv[[ei]]\{vik})

fv[[let vi = ei; in e]] = (fv[[e]]\(
⋃
vi)) ∪ (

⋃
fv[[ei]])

fv[[letrec f = e1 in e2]] = fv[[e1]] ∪ fv[[e2]] \ {f}

Соглашение 25 (Именование переменных). Чтобы избежать возможно-
го конфликта имен, мы требуем, чтобы для любого выражения e множе-
ства bv[[e]], gv[[e]], fv[[e]] попарно не пересекались. Дополнительно, каждая
связанная переменная может быть определена в выражении не более од-
ного раза.

Соглашение 25 не только устраняет неоднозначность в классификации
переменных, но также накладывает дополнительное ограничение на let-
выражение: локальная переменная, введенная в let-выражении может
использоваться только в теле let-выражения и не может использоваться
в определении другой переменной того же let-выражения, – это гаран-
тирует независимость локальных переменных let-выражения друг от
друга.

Глобальные определения программы должны быть замкнутыми, то
есть множество свободных переменных правой части глобального опре-
деления должно быть пустым. Целевое выражение e в программе prog на
языке HLL может содержать свободные переменные.
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2.3 Подстановка

Определение 26 (HLL-подстановка). Подстановкой будем называть ко-
нечный список пар вида θ = {vi := ei}, каждая пара в котором связывает
переменную vi с ее значением ei. Область определения θ определяется как
domain(θ) = {vi}. Область значений θ определяется как range(θ) = {ei}.
Результат применения подстановки θ к выражению e записывается e θ.

Язык HLL основан на λ-исчислении. В λ-исчислении подстановка яв-
ляется фундаментальной операцией. Чтобы обеспечить корректность под-
становки, выражения рассматриваются с точностью до переименования
связанных переменных, то есть с точностью до ≡α ([12], 2.1.11). Таким
образом, операция подстановки должна быть корректной на классах ≡α -
эквивалентности ([12], Приложение C). То есть:

e ≡α e′, ei ≡α e′i ⇒ e{vi := ei} ≡α e′{vi := e′i}

Существуют различные способы решения этой задачи:

1. Можно рассматривать “канонические” безымянные выражения, где
связанные переменные не имеют имен [25]. В данном подходе це-
лый класс α-конгруэнтных обычных выражений соответствует ров-
но одному выражению с безымянными переменными. Такой подход
хорош для машинных преобразований, но затруднителен для вос-
приятия человеком.

2. Можно при применении операции подстановки заменять связанные
переменные на “свежие” переменные по мере необходимости, чтобы
избежать “захвата” связанных переменных [21, 109]. Такой подход
неудобен в случае, когда подстановка является результатом неко-
торой операции (например, обобщения), – нужно учитывать, что
какая-то составляющая подстановки реально не будет применяться.

3. Можно вообще избежать подстановок, используя механизм наподо-
бие явных подстановок [1, 94]. Однако в случае суперкомпиляции
применение такого подхода сильно бы усложнило конфигурацион-
ный анализ.
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Рис. 2.5 HLL: подстановка
vθ = e если v := e ∈ θ

= v иначе
fgθ = fg
(c ei)θ = c (eiθ)
(λv → e)θ = λv → (eθ)
(e1 e2)θ = (e1θ) (e2θ)

(case e of {pi → ei;})θ = case (eθ) of {pi → (eiθ);}
(let vi = ei; in e)θ = let vi = (eiθ); in (eθ)
(letrec f = e1 in e2)θ = letrec f = (e1θ) in (e2θ)

4. Можно расширить Соглашение 25 на случай применения подстанов-
ки – определить понятие корректной (или допустимой) подстановки
по отношению к выражению e и рассматривать только корректные
подстановки.

В контексте суперкомпиляции (точнее, – в контексте нахождения тес-
ного обобщения двух выражений) наиболее удобен последний вариант.

Определение 27 (Допустимая HLL-подстановка). HLL-подстановка θ

допустима по отношению к выражению e, если

1. bv[[e]] ∩ domain(θ) = ∅

2. ∀ei ∈ range(θ) : bv[[e]] ∩ fv[[ei]] = ∅

Соглашение 28 (Использование подстановок). В дальнейшем мы рас-
сматриваем только допустимые подстановки.

Соглашение 28 сродни так называемому соглашению Барендрегта ([12],
2.1.13). Использование соглашений 25 и 28 позволяет нам обеспечить кор-
ректность простого (“наивного”) применения подстановки:

Определение 29 (Применение HLL-подстановки). Результат примене-
ния подстановки θ к выражению e, eθ вычисляется по правилам на Рис. 2.5.

2.4 Семантика языка HLL

В данном разделе описывается семантика языка HLL с вызовом по
имени.
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Рис. 2.6 HLL: декомпозиция выражений
obs ::= v ei

| c ei
| (λv → e)

con ::= 〈〉
| con e
| case con of {pi → ei;}

red ::= fg
| (λv → e0) e1

| case v e′j of {pi → ei;}
| case c e′j of {pi → ei;}
| let vi = ei; in e
| letrec f = e1 in e2

Определение 30 (Замкнутое HLL-выражение). HLL-выражение назы-
вается замкнутым, если множество его свободных переменных пусто, т.е.

bv[[e]] = ∅

Определение 31 (Контекст). Контекст – выражение с дырой [ ] вме-
сто одного из подвыражений. C[e] - выражение, полученное из контекста
заменой дыры на выражение e.

Любое выражение языка HLL можно представить либо в виде наблю-
даемого выражения, либо в виде контекста редукции с помещенным в ды-
ру редексом. Грамматика такой декомпозиции представлена на Рис. 2.6.

Определение 32 (Оператор неподвижной точки). Оператор неподвиж-
ной точки определяется как специальная функция fix:

fix = λf → f(fix f);

Замечание 33 (Letrec). Мы рассматриваем letrec-выражения как мак-
рос (синтаксический сахар), который раскрывается следующим образом:

letrec f = e in e′
def
= (λf → e′)(fix (λf → e))

Определение 34 (Слабая головная нормальная форма). Выражение
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Рис. 2.7 Операционная семантика HLL
c ei 7→ c ei (E1)
λv0 → e0 7→ λv0 → e0 (E2)
con〈f0〉 7→ con〈unfold(f0)〉 (E3)
con〈(λv → e0) e1〉 7→ con〈e0{v := e1}〉 (E4)

con〈case cj e′k of {ci vik → ei;}〉 7→ con〈ej{vjk := e′k}〉 (E5)
con〈let vi = ei; in e〉 7→ con〈e{vi := ei}〉 (E6)
con〈letrec f = e in e′〉 7→ con〈(λf → e′)(fix (λf → e))〉 (E7)

e языка HLL находится в слабой головной нормальной форме, если в
нем на верхнем уровне находится конструктор (то есть e = c ei) или λ-
абстракция (то есть e = λv → e1).

Определение 35 (Шаг редукции). Шаг редукции 7→ – наименьшее отно-
шение на множестве замкнутых HLL выражений, удовлетворяющее пра-
вилам на Рис. 2.7.

Определение 36 (Сходимость). Замкнутое выражение e сходится к сла-
бой головной нормальной форме w, e ⇓ w, если e 7→∗ w.

e ⇓ обозначает, что существует w такое, что e ⇓ w.

Определение 37 (Аварийное завершение с ошибкой времени выполне-
ния). Вычисление замкнутого выражения e завершается с ошибкой вре-
мени выполнения, e ⇑ error, если e 7→∗ e′, e′ не является слабой головной
формой и к e′ не применимо ни одно из правил Рис. 2.7.

Определение 38 (Запуск HLL-программы). Запуск HLL-программы с
целевым выражением e состоит в задании такой подстановки θ, что eθ =

e′ – замкнутое выражение. Если eθ ⇓ w, то w является результатом за-
пуска.

Определение 39 (Аппроксимация). Выражение e1 является операци-
онной аппроксимацией выражения e2, e1 v e2, если в любом контексте
C, таком, что C[e1] и C[e2] – замкнутые выражения, из C[e1] ⇓ следует
C[e2] ⇓ и из C[e1] ⇑ error следует C[e2] ⇑ error.

Определение 40 (Эквивалентность). Выражение e1 операционно экви-
валентно выражению e2, e1

∼= e2, если e1 v e2 и e2 v e1.
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Рис. 2.8 Язык HLL (типизированный)

tDef ::= data tCon = dConi; определение типа
tCon ::= tn tvi конструктор типа
dCon ::= c typei конструктор данных
type ::= tv | tCon | type → type | (type) типовое выражение

prog ::= tDefi e where fi = ei; программа

e ::= e′ неявно типизированное
| e′ :: type явно типизированное

e′ ::= v переменная
| c ei конструктор
| fg глобальная переменная
| λ vi → e λ-абстракция
| e1 e2 аппликация
| case e0 of {pi → ei;} case-выражение
| letrec f = e0 in e1 локальное определение
| let vi = ei; in e let-выражение
| (e) выражение в скобках

p :: = c vi образец

2.5 Типизация

Типизированный вариант языка HLL представлен на Рис. 2.8.
Программа на языке HLL состоит из определений типов данных, це-

левого выражения и определений верхнего уровня.
Левая часть определения типа содержит имя типа (точнее, имя кон-

структора типа), за которым следует список типовых переменных. Пра-
вая часть – декларации конструкторов данных (разделенные вертикаль-
ной чертой, то есть dConi ⇒ dCon1 | . . . | dConn).

Мы требуем, чтобы в case-выражении были перечислены все конструк-
торы соответствующего типа данных – т.е. образцы в case-выражении
должны быть полны и ортогональны. Также для упрощения последую-
щих записей введем соглашение о порядке образцов в case-выражениях:

Соглашение 41 (Порядок образцов в case-выражениях). Будем счи-
тать, что в case-выражениях образцы перечислены в том же порядке,
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что и конструкторы в декларации соответствующего типа данных.

Язык HLL типизирован по Хиндли-Милнеру [22, 44, 110].
В HLL (как и в Haskell) программист может явно приписать тип вы-

ражению. При типизации по Хиндли-Милнеру это не является обязатель-
ным, – если программа корректно типизирована, то можно указать самые
общие (principal) типы для всех выражений в программе. В случае на-
личия явных типов у выражений, происходит дополнительная проверка
того, что указанные типы соответствуют выведенным типам. Однако, яв-
ное указание типов выражений и функций позволяет огранить контекст,
в котором выражение может быть использовано. (Это также, как мы уви-
дим, окажется необходимым для ограничения контекста, в котором может
использоваться остаточная программа.)

С учетом типизации необходимо уточнить семантику языка HLL.

Определение 42 (Аварийное завершение с ошибкой типизации). Вы-
числение замкнутого выражения e моментально завершается с ошибкой
типизации, e ⇑ typingError, если e не является корректно типизирован-
ным выражением.

В дальнейшем будем рассматривать только корректно типизирован-
ные программы. Корректно типизированная программа p может аварий-
но завершиться с ошибкой типизации, если пользователь указал означи-
вание θ для свободных переменных целевого выражения e программы p,
несовместимое по типам (выражение eθ нельзя корректно типизировать).
С другой стороны, типизация гарантирует, что типизированная програм-
ма не может аварийно завершится с ошибкой времени выполнения. Таким
образом, при рассмотрении эквивалентности выражений в соответствии с
определением 40 необходимо принимать во внимание только возможные
ошибки типизации выражений C[e1] и C[e2] и можно не рассматривать
ошибки времени выполнения этих выражений (так как они не могут про-
изойти в силу типизации).

Очевидно, что если все свободные переменные выражений e1 и e2 име-
ют одинаковый выведенный (или явно указанный) тип, то в любом кон-
тексте C из C[e1] ⇑ typingError следует C[e2] ⇑ typingError и наоборот.
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Как мы увидим далее, в результате суперкомпиляции может полу-
читься программа с более общими выведенными типами, нежели типы в
исходной программе.

Замечание 43. До раздела 4.5 “Типизация и корректность” мы рассмат-
риваем только неявно типизированные программы (в стиле Карри). И
считаем, что мы рассматриваем только такие контексты C для выраже-
ния e, что выражение C[e] корректно типизировано. В разделе 4.5 мы
уточним вопрос типизации и корректности.

2.6 Алгебра HLL-выражений

Определение 44 (Равенство выражений). Два выражения e1 и e2 счи-
таются равными, если они различаются только именами связанных пере-
менных. Равенство выражений e1 и e2 записывается как e1 ≡ e2.

Определение 45 (Частный случай выражения). Выражение e2 называ-
ется частным случаем выражения e1, e1le2, если существует подстанов-
ка θ такая, что e1θ ≡ e2. Для выражений языка HLL такая подстановка
является единственной и обозначается θ = e1 4 e2.

Определение 46 (Переименование выражения). Выражение e2 называ-
ется переименованием выражения e1, e1 ' e2, если e1 l e2, и e2 l e1.
Другими словами, e1 и e2 различаются только именами свободных пере-
менных.

Определение 47 (Строгая декомпозицией). Let-выражение

el = let vi = ei; in e0

называется строгой декомпозицией выражения e, el @ e если e0le, e0 6' e
и e = e0{vi := ei}.

Определение 48 (Обобщение). Обобщением выражений e1 и e2, называ-
ется тройка (eg, θ1, θ2), где eg – выражение, θ1 и θ2 – подстановки, такие,
что egθ1 ≡ e1 и egθ2 ≡ e2. Множество всех обобщений для выражений e1

и e2 обозначается как e1 a e2.
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Определение 49 (Тесное обобщение). Обобщение (eg, θ1, θ2) называет-
ся тесным обобщением выражений e1 и e2, если для любого обобщения
(e′g, θ

′
1, θ
′
2) ∈ e1 a e2 верно, что e′g l eg, т.е. eg является частным случаем

e′g. Мы предполагаем, что определена операция u такая, что e1 u e2 =

(eg, θ1, θ2).

2.7 Выводы

В данном разделе формально и полностью описаны синтаксис и се-
мантика языка HLL, близкого ядру языка Haskell.

При описании синтаксиса особое внимание уделено работе с перемен-
ными и применению подстановок. Вводятся простые соглашения об име-
нах переменных и подстановках, которые устраняют возможные неодно-
значности в описании дальнейших методов и алгоритмов.

Язык Haskell использует семантику вычислений “вызов по необходи-
мости”[110]. И если суперкомпиляция используется как инструмент оп-
тимизации, необходимо учитывать семантику “вызова по необходимости”,
как это делается в [78, 77, 15] и бережно рассматривать let-выражения.
Требование сохранения семантики “вызова по необходимости” накладыва-
ет определенные ограничения на возможные преобразования программы
и в некотором смысле уменьшает глубину преобразований программы.
Однако, при семантике вычислений “вызов по имени”, конечный резуль-
тат вычислений будет тот же самый, разница будет лишь во времени вы-
числений и использовании памяти. Поэтому нам удобнее определить се-
мантику вычислений “вызов по имени”, – благодаря этому в дальнейшем
мы сможем более агрессивно распространять позитивную информацию.

Операционная эквивалентность λ-выражений определена в [88] и рас-
сматривается более общо в [96] в контексте операционной теории улуч-
шений, используемой для доказательств корректности преобразований
программ. Операционная семантика языка HLL определяется с учетом
типизации и типизация учитывается при определении эквивалентности
программ.

Конструкции языка HLL специально выбраны таким образом, чтобы
язык HLL оставался как можно ближе к ядру языка Haskell и одновре-
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менно минимизировать количество рассматриваемых в дальнейшем сущ-
ностей.

В данной главе заложен фундамент для полного и формального опи-
сания рассматриваемых далее алгоритмов и методов.
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Глава 3

Структура суперкомпилятора HOSC

Суперкомпиляция является методом, а не алгоритмом. В конкретном
суперкомпиляторе помимо идей и методов суперкомпиляции могут ис-
пользоваться идеи и методы из других областей информатики.

Однако, сами методы суперкомпиляции достаточно абстрактны и их
необходимо уточнять применительно к рассматриваемому языку, оттал-
киваясь от целей, с которыми создается суперкомпилятор. Необходимо
уточнить, как представляются конфигурации, как строится частичное де-
рево процессов, как по частичному дереву процессов строится остаточная
программа.

В данной главе описывается методологическая основа суперкомпиля-
тора HOSC в виде отношения трансформации (а не конкретного алго-
ритма) и обосновываются выбранные методы с точки зрения выбранной
цели – трансформационного анализа программ.

3.1 Устранение локальных определений

Непосредственно перед суперкомпиляцией исходная программа p пре-
образуется методом λ-лифтинга [47] в программу p′, – в результате в про-
грамме p′ отсутствуют let-выражения. Решено устранять let-выражения
по следующим причинам:

1. Для выражений с let-выражениями понятия переименования, част-
ного случая и обобщения определяются гораздо сложнее, – нужно
учитывать возможность перестановки привязок в let-выражениях.
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2. Традиционно let-выражения используются в суперкомпиляции для
обозначения результата обобщения. Мы не будем отступать от этой
практики. Если не устранять let-выражения, то необходимо разли-
чать let-выражения исходной программы и результаты обобщения,
что приводит к излишним усложнения алгоритмов.

3. Поскольку суперкомпилятор HOSC предназначен для анализа про-
грамм, устранение let-выражений позволяет агрессивнее распро-
странять позитивную информацию, что обеспечивает более глубо-
кое преобразование программы. Поэтому в дальнейшем, если это
особо не оговорено, рассматриваются HLL-выражения без конструк-
ций let.

При разработке оптимизирующего суперкомпилятора для Haskell ([78,
77, 15]) устранять let-выражения таким образом недопустимо, так как
при таком подходе остаточная программа может дублировать вычисле-
ния выражений, которые вычислялись в исходной программе один раз, и
размер кода может сильно вырасти по сравнению с размером кода исход-
ной программы.

3.2 Представление множеств

Построение дерева процессов и построение частичного дерева процес-
сов являются метавычислениями. В метавычислениях рассматривают не
только одиночное состояние вычисления, но также множества состояний
вычислений. Как отмечено в [133], множества должны быть представлены
конструктивно – в виде выражений некоторого языка.

Мы будем представлять множество состояний вычисления HLL-выра-
жений в виде HLL-выражения со свободными переменными. Более точно,
HLL-выражение со свободными переменными называется конфигурацией,
а свободные переменные – конфигурационными переменными.

Соответственно, let-выражения представляет декомпозицию конфи-
гураций. Мы допускаем только такие декомпозиции, которые являются
строгими декомпозициями (см. Определение 47).

Существует и другие способы задания языка для представления кон-
фигураций, например в работе “Rethinking Supercompilation” [77] конфи-
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гурацией является только выражение в специальной форме. В работе
“Supercompilation by Evaluation” [15] в качестве конфигурации рассмат-
ривается состояние абстрактной машины, состоящее из кучи, стека и ак-
тивного выражения.

3.3 Построение частичного дерева процессов

Определение 50 (Дерево процессов для HLL-конфигурации). Деревом
процессов называется ориентированное (возможно бесконечное) дерево,
каждому узлу которого приписана HLL-конфигурация. Дуги дерева про-
цессов будем обозначать →.

В результате метавычислений в общем случае строится бесконечное
дерево процессов. Задача суперкомпиляции – превратить его в конечный
(возможно, циклический) граф, который называется частичным деревом
процессов.

Определение 51 (Частичное дерево процессов для HLL-конфигурации).
Частичное дерево процессов является расширением понятия дерева про-
цессов и отличается от обычного дерева процессов следующими свойства-
ми:

• В узлах частичного дерева процессов помимо конфигураций могут
присутствовать декомпозиции конфигураций.

• В частичном дереве процессов могут быть циклы: пусть лист β явля-
ется потомком узла α и выражение в узле β является переименова-
нием выражения в узле α (β.expr ' α.expr). Тогда можно провести
специальную дугу β ⇒ α из повторного (рекурсивного) узла β в
базовый (или функциональный) узел α. Из узла может выходить не
более одной специальной дуги ⇒.

Определение 52 (Обработанный лист). Лист дерева β называется обра-
ботанным, если находящееся в нем выражение β.expr является констан-
той, конфигурационной переменной или из него выходит специальная ду-
га ⇒.
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Рис. 3.1 Операции над частичным деревом процессов

incomplete(t) Возвращает true, если дерево t не является завершен-
ным.

trivial(node) Возвращает true или false в зависимости от того, яв-
ляется данный узел тривиальным или нет.

children(t, α) Возвращает упорядоченный список дочерних узлов
узла α дерева t

addChildren(t, β, es) Подвешивает к узлу β дерева t дочерние узлы и поме-
щает в них выражения es. Количество подвешенных
узлов совпадает с количеством элементов списка es.

replace(t, α, expr) Заменяет узел α на новый узел β такой, что β.expr =
expr. Поддерево, имеющее своим корнем α, удаляется.

ancestors(t, β) Возвращает узел всех предков узла β
find(ns, β, p) Находит первый среди узлов ns узел α, такой, что

верен предикат p(α.expr, β.expr).
fold(t, α, β) “Зацикливает” α и β: β ⇒ α.
abstract(t, α, β) = replace(t, α, let vi := ei; in eg), где (eg, θ1, θ2) =

α.expr u β.expr, egθ1 = eg{vi := ei} = let vi = ei; in eg.
dα ' te Возвращает все повторные узлы α, dα ' te = [βi] :

βi ⇒ α, или •, если α не является базовым узлом.
dα � te Возвращает базовый узел α, dα � te = β : α⇒ β, или

•, если α не является повторным узлом.
drive(t, α) = addChildren(t, α, D[[α.expr]]) - делает шаг прогон-

ки c распространением позитивной информации.
drive0(t, α) = addChildren(t, α, D0[[α.expr]]) - делает шаг прогон-

ки без распространения позитивной информации.
drive∗(t, α) = choice{drive0(t, α), drive(t, α)}
decompose(t, β) = replace(t, β, e1), где e1 – некоторая строгая деком-

позиция конфигурации β.expr.
unprocessedLeaf(t) Возвращает самый левый необработанный лист α де-

рева t, или •, если все листья обработаны.

Определение 53 (Завершенное частичное дерево процессов). Частичное
дерево процессов является завершенным, если все его листья являются
обработанными.

Операции над частичным деревом, которые нам понадобятся в даль-
нейшем, представлены на Рис. 3.1 в формальном виде. Схематическое
представление некоторых операций можно найти на Рис. 1.9. Некоторые
операции не используются в данной главе, но будут использоваться даль-
ше – в главе 5.
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Рис. 3.2 Шаг прогонки без распространения позитивной информации

D0[[v ei]] ⇒ [v, ei] (D0
1)

D0[[c ei]] ⇒ [ei] (D0
2)

D0[[λv0 → e0]] ⇒ [e0] (D0
3)

D0[[con〈f0〉]] ⇒ [con〈unfold(f0)〉] (D0
4)

D0[[con〈(λv0 → e0) e1〉]] ⇒ [con〈e0{v0 := e1}〉] (D0
5)

D0[[con〈case cj e′k of {ci vik → ei;}〉]] ⇒
[
con〈ej{vjk := e′k}〉

]
(D0

6)

D0[[con〈case v e′j of {pi → ei;}〉]] ⇒
[
v e′j , con〈ei〉

]
(D0

7)

D0[[let vi = ei; in e]] ⇒ [e, ei] (D0
8)

Рис. 3.3 Шаг прогонки с распространением позитивной информации

D[[v ei]] ⇒ [v, ei] (D1)

D[[c ei]] ⇒ [ei] (D2)

D[[λv0 → e0]] ⇒ [e0] (D3)

D[[con〈f0〉]] ⇒ [con〈unfold(f0)〉] (D4)

D[[con〈(λv0 → e0) e1〉]] ⇒ [con〈e0{v0 := e1}〉] (D5)

D[[con〈case cj e′k of {ci vik → ei;}〉]] ⇒
[
con〈ej{vjk := e′k}〉

]
(D6)

D[[con〈case v e′j of {pi → ei;}〉]] ⇒
[
v e′j , con〈ei〉{v e′j := pi}

]
(D7)

D[[let vi = ei; in e]] ⇒ [e, ei] (D8)

Остановимся подробно на операциях прогонки – drive0 и drive. Опе-
рация drive0 делает шаг прогонки без распространения позитивной ин-
формации. Оператор D0 (Рис. 3.2) принимает в качестве аргумента вы-
ражение, находящееся в листе, и возвращает ноль или более выражений
e1, . . . , ek. Результатом выполнения операции drive0(t, β) является подве-
шивание к листу β k дочерних узлов с выражениями e1, . . . , ek. Операция
drive отличается от операции drive0 только тем, что для получения вы-
ражений в дочерних узлах используется оператор D (Рис. 3.2).
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Рис. 3.4 HOSC: построение дерева процессов для конфигурации e0

t =
�� ��e0

while incomplete(t) do
β = unprocessedLeaf(t)
t = drive(t, β)

end

Рис. 3.5 HOSC: построение частичного дерева процессов для конфигу-
рации e0

t =
�� ��e0

while incomplete(t) do
β = unprocessedLeaf(t)
t = choice{drive∗(t, β), generalize(t, β), fold(t, β)}

end

Операторы D0 и D отличаются только седьмым правилом. При ис-
пользовании оператора D, когда необходимо сделать шаг прогонки для
выражения вида con〈case v e′j of {pi → ei;}〉, рассматриваются различ-
ные ветви с учетом того, что вычисление может достигнуть i-й ветви
case-выражения только в том случае, когда v e′j имеет вид pi, – инфор-
мация об этом распространяется в тело выбранной ветви. Оператор D0

не распространяет эту информацию. Особенностью оператора D0 являет-
ся то, что при применении седьмого правила все выражения в дочерних
узлах буду строго меньше по размеру, чем выражение в родительском уз-
ле – это факт будет использован в главе 5, для того, чтобы гарантировать
завершаемость суперкомпилятора.

Рассмотрим построение дерева процессов для конфигурации e0. Соот-
ветствующий алгоритм представлен на Рис. 3.4. Вначале создается дерево
t c единственным узлом, в который помещается стартовая конфигурация:
t =

�� ��e0 . Затем, пока есть хотя бы один необработанный узел, к нему при-
меняются правила прогонки. В большинстве случаев дерево процессов
будет бесконечным.

Перейдем к рассмотрению построения частичного дерева процессов
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для стартовой конфигурации e0. Недетерминированный алгоритм постро-
ения частичного дерева процессов для выражения e0 приведен на Рис. 3.5.
Оператор choice используется как оператор недетерминированного выбо-
ра – выполняется любая (допустимая) операция из аргументов оператора
choice.

Алгоритм построения частичного дерева процесса процессов является
расширением алгоритма построения дерева процессов – при построении
дерева процессов для необработанного узла осуществляется шаг прогонки
с распространением позитивной информации. При построении частичного
дерева процессов по алгоритму на Рис. 3.5 разрешается для необработан-
ного узла либо осуществить шаг прогонки с распространением позитив-
ной информации, либо осуществить шаг прогонки без распространения
позитивной информации, либо произвести декомпозицию конфигурации,
либо, если среди предков есть совпадающая конфигурация (с точностью
до переименования конфигурационных переменных), выбрать любую та-
кую конфигурацию и провести специальную дугу ⇒.

Можно рекурсивно перечислить все частичные деревья процессов, ко-
торые могут быть построены по данному недетерминированному алгорит-
му для стартовой конфигурации e0 – достаточно на каждом шаге рассмот-
реть все возможные выборы. Обозначим такое множество завершенных
частичных деревьев процессов как THOSC(e0). Отметим, что в общем слу-
чае среди всех возможных трасс выборов построение частичного дерева
процессов завершается только на малой части трасс.

3.4 Генерация остаточной программы

Любое частичное дерево процессов t ∈ THOSC(e0), построенное для
стартовой конфигурации e0, является достаточным для вычисления лю-
бого выражения e ∈ e0 (без свободных переменных) в любом контексте.
Дерево процессов t также можно преобразовать в остаточную программу.
Однако, как и при построении частичного дерева процессов, у нас есть
степени свободы – можно разными способами преобразовать частичное
дерево процессов в остаточную программу, которая будет эквивалентна
исходной.



74

Рис. 3.6 HOSC: генерация остаточной программы

C [[α]]t,Σ
⇒ letrec f ′ = λvi → (C′[[α.expr]]t,α,Σ′)θ

′ in f ′v′i если dα ' te 6= • (C∗1 )

где
[βi] = dα ' te, θi = α.expr 4 βi.expr,
v′i = domain(

⋃
θi), θ′ = {v′i := vi},

Σ′ = Σ ∪ (α, f ′ vi), f ′ и vi – новые
⇒ f ′sigθ если dα � te 6= • (C∗2 )

где
f ′sig = Σ(dα � te), θ = dα � te.expr 4 α.expr

⇒ C′[[α.expr]]t,α,Σ иначе (C∗3 )

C′[[let vi = ei; in e]]t,α,Σ ⇒ C[[γ
′]]t,Σ{vi = C[[γ′i]]t,Σ} (C′1)

C′[[v ei]]t,α,Σ ⇒ v C[[γi]]t,Σ (C′2)

C′[[c ei]]t,α,Σ ⇒ c C[[γi]]t,Σ (C′3)

C′[[λv0 → e0]]t,α,Σ ⇒ λv0 → C[[γ′]]t,Σ (C′4)

C′[[con〈case v e′j of {pi → ei;}〉]]t,α,Σ
⇒ case C[[γ′]]t,Σ′of{pi → C[[γ′i]]t,Σ′ ;} (C′5)

C′[[con〈(λv0 → e0) e1〉]]⇒ C[[γ′]]t,Σ (C′6)

C′[[con〈case c e′j of {pi → ei;}〉]]t,α,Σ ⇒ C[[γ
′]]t,Σ (C′7)

C′[[con〈f〉]]t,α,Σ ⇒ C[[γ
′]]t,Σ (C′8)

Чтобы уменьшить громоздкость правил, принято следующее соглашение. Если
в правой части правила используется γi, считается, что: [γi] = children(t, α), –
в этом случае все дочерние узлы рассматриваются единообразно. Если же в
правой части используются γ′ и γ′i, считается, что: [γ′, γ′i] = children(t, α), –
это соглашение используется в случае, когда дочерний узел заведомо один (в
правой части правила используется только γ′) или же первый дочерний узел
требует “особого рассмотрения”.

В данном разделе описывается детерминированный алгоритм преоб-
разования графа конфигураций t в программу на языке HLL.

Алгоритм (представленный на Рис. 3.6) определяется через два вза-
имно рекурсивных оператора (функции): C и C′. Остаточная программа
для графа конфигураций t определяется как

C [[t.root]]t,{}

Для построения остаточной программы мы обходим частичное дерево
сверху вниз (начиная, естественно, с корня). При обходе базового узла,
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генерируется определение рекурсивной функции в форме letrec-а. Соот-
ветствие между базовым узлом и сигнатурой заносится в Σ. Впоследствии
Σ используется для генерации рекурсивного вызова.

Алгоритм обладает следующими особенностями:

1. Остаточная программа является одним самодостаточным выраже-
нием без глобальных определений – все рекурсивные функции опре-
деляются локально.

2. В остаточной программе есть только рекурсивные функции.

3. При конструировании рекурсивных функций аргументами стано-
вятся только изменившиеся части конфигураций, что позволяет по-
низить арность рекурсивных функций в остаточной программе.

Как показывают эксперименты (см. главы 5, 7 и 8), эти особенности
положительно сказываются на способности суперкомпилятора HOSC к
распознаванию эквивалентности выражений и улучшающих лемм.

3.5 Отношение транформации HOSC

Определение 54 (Отношение трансформации HOSC). Исходная про-
грамма prog и остаточная программа prog′ связаны отношением транс-
формации HOSC (prog HOSC prog′), если существует частичное дерево
процессов t ∈ THOSC(prog) такое, что prog′ = C [[t.root]]t,{}, где C опреде-
ляется по правилам на Рис. 3.6.

Отношение трансформации HOSC задает для данной входной про-
граммы p множество остаточных программ. Как было отмечено ранее,
для целей анализа может быть полезно иметь несколько остаточных про-
грамм, – возможно, что некоторые остаточные программы будут легче
поддаваться анализу, чем другие.

В следующей главе будет показано, что если две программы связаны
отношением трансформации HOSC, то они эквивалентны.
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3.6 Выводы

В данной главе описана методологическая основа суперкомпилятора
HOSC в виде отношения трансформации (а не конкретного алгоритма) и
обоснованы выбранные методы с точки зрения выбранной цели – транс-
формационного анализа программ.

Отношение трансформации определяется как недетерминированный
алгоритм построения частичного дерева процессов для стартовой кон-
фигурации e0 и детерминированный алгоритм преобразования частич-
ного дерева процессов в остаточную программу. Недетерминированный
алгоритм задает множество частичных деревьев процессов THOSC(e0).
Соответственно, отношение HOSC определяет множество остаточных
программ для данной входной программы.

Суперкомпиляция как метод преобразования программ допускает раз-
личные конкретные реализации. Подавляющее большинство авторов рас-
сматривают суперкомпиляторы как конкретные алгоритмы (иногда до-
пускающие некоторую параметризацию). Отношение трансформации
HOSC также допускает множество конкретных алгоритмов, но фикси-
рует несколько существенных моментов:

1. Непосредственно перед суперкомпиляцией исходная программа пре-
образуется в программу без глобальных определений методом λ-
лифтинга.

2. Множество состояний вычисления представляется в виде HLL-вы-
ражения со свободными (конфигурационными) переменными.

3. Определяется шаг прогонки – его можно сделать как с распростра-
нением позитивной информации, так и без распространения пози-
тивной информации.

4. Разрешается зацикливать любые конфигурации.

5. Остаточная программа является самодостаточным выражением, где
присутствуют только локальные рекурсивные функции. Фиксирует-
ся алгоритм генерации остаточной программы из частичного дерева
процессов.
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Глава 4

Корректность суперкомпилятора HOSC

В данной главе доказывается корректность отношения трансформа-
ции HOSC. Любые две программы, связанные через отношение транс-
формации HOSC, операционно эквивалентны.

Для доказательства корректности мы пользуемся операционной тео-
рией улучшений Сэндса [95, 97], в основе которой лежит понятие стои-
мости вычисления и в качестве единицы стоимости используется вызов
функции. Говоря неформально, выражение e1 является улучшением вы-
ражения e0, если вычисление e1 обходится не дороже, чем вычисление
выражения e0. Выражение e1 является строгим улучшением выражения
e0, если e1 является улучшением e0 и e1 и e0 – эквивалентны.

Дефорестация [74] – техника преобразования программ, являющая-
ся подмножеством суперкомпиляции. В работе [96] была доказана кор-
ректность дефорестации функций высших порядков с помощью теории
улучшений (среди прочего, было показано, что результат дефорестации
является строгим улучшением исходной программы).

Ключевым (и очень существенным) моментом доказательства кор-
ректности дефорестации является то, что при дефорестации программы
свертка двух конфигураций c1 и c2 допускается только в случае, когда
c1 = con〈f〉 (то есть следующим шагом вычислений будет замена вызова
функции f на ее определение).

Отношение трансформации HOSC не имеет такого ограничения, – до-
пускается свертка любых конфигураций.

Рассмотрим вначале отношение HOSC0, допускающее свертку только
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узлов вида con〈f〉. HOSC0 отличается от дефорестации функций высших
порядков только наличием шага обобщения. Достаточно прямолинейно
доказывается утверждение, что любая остаточная программа, удовлетво-
ряющая отношениюHOSC0, является строгим улучшением исходной про-
граммы, и, следовательно, остаточная програма эквивалентна исходной.

Затем докажем более общие утверждения о корректности отношений
трансформации HOSC1/2 и HOSC.

4.1 Операционная теория улучшений

Определение 55 (Улучшение). Выражение e2 является улучшением вы-
ражения e1, e1 .˜ e2, если в любом контексте C, таком, что C[e1] и C[e2] –
замкнутые выражения, при завершении вычисления выражения C[e1] за
n вызовов функций, вычисление выражения C[e2] завершается не более
чем за n вызовов функций.

Определение 56 (Строгое улучшение). Выражение e2 является строгим
улучшением выражения e1, e1 .˜s e2, если e1 .˜ e2 и e1

∼= e2.

Определение 57 (Эквивалентность стоимости вычислений). Выраже-
ния e1 и e2 эквивалентны по стоимости вычислений e1 /.˜ e2, если e1 .˜ e2

и e2 .˜ e1.

Определение 58 (Преобразование определений). Пусть имеется про-
грамма с определениями {fi = ei; } и программа c определениями {gi =

e′i{fi = gi;}; }, где e′i не зависят от gi, а gi не зависят соответственно от fi.
Считается, что {gi = e′i{fi = gi;}; } – преобразование {fi = ei; }.

Теорема 59 (Теорема об улучшении [96]). Пусть {gi = e′i{fi = gi;}; } –
преобразование {fi = ei; } такое, что ei .˜ e′i, тогда fi .˜ gi.
Следствие 60. Пусть {gi = e′i{fi = gi;}; } – преобразование {fi = ei; }
такое, что ei .˜s e′i, то fi .˜s gi.
Теорема 61 (Теорема о локальном улучшении [96]). Если переменные h
и xi – это все свободные переменые выражений e0 и e1 и

letrec h = λxi → e0 in e0 .˜s letrec h = λxi → e0 in e1
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Рис. 4.1 HOSC0: построение частичного дерева процессов

t =
�� ��e0

while unprocessedLeaf(t) 6= • do
β = unprocessedLeaf(t)
t = choice{drive∗(t, β), decompose(t, β), fold0(t, β)}

end

то для всех выражений e справедливо

letrec h = λxi → e0 in e .˜s letrec h = λxi → e1 in e

Утверждение 62 (Леммы об улучшениях [96]). Справедливы следующие
утверждения:

1. Если e .˜s e′, то C[e] .˜s C[e′]

2. con〈case e of {pi → ei;}〉 /.˜ case e of {pi → con〈ei〉;}

3. con〈case e of {pi → ei{z := e};}〉 .˜s con〈case e of {pi → ei{z := pi};}〉

4. Если e 7→ e′, то C[e] .˜s C[e′]

5. Для всех выражений e и подстановок θ таких, что h 6∈ domain(θ),
если e0 7→ t, то

letrec h = λyi → t in e{z := e0θ} /.˜ letrec h = λyi → t in e{z := (h yi)θ}

Пусть e и e′ – целевые выражения программ prog и prog′ соответ-
ственно. В дальнейшем используется следующее соглашение: будем пи-
сать prog .˜s prog′, если e .˜s e′ и e ∼= e′, если prog ∼= prog′.

Под корректностью отношения трансформации T мы понимаем сле-
дующее:

prog T prog′ ⇒ prog ∼= prog′
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Рис. 4.2 HOSC0: генерация остаточной программы

C [[α]]t,Σ
⇒ letrec f ′ = λvi → (C′[[α.expr]]t,α,Σ′) in f

′vi если dα ' te 6= • (C1)

где
vi = fv(α.expr)
Σ′ = Σ ∪ (α, {f ′ := λvi → α.expr}),
f ′ – новая

⇒ f ′vi если dα � te 6= • (C2)
где

f ′ = domain(Σ(dα � te)), vi = fv(α.expr)
⇒ C′[[α.expr]]t,α,Σ иначе (C3)

C′[[let vi = ei; in e]]t,α,Σ ⇒ C[[γ
′]]t,Σ{vi = C[[γ′i]]t,Σ} (C′1)

C′[[v ei]]t,α,Σ ⇒ v C[[γi]]t,Σ (C′2)

C′[[c ei]]t,α,Σ ⇒ c C[[γi]]t,Σ (C′3)

C′[[λv0 → e0]]t,α,Σ ⇒ λv0 → C[[γ′]]t,Σ (C′4)

C′[[con〈case v e′j of {pi → ei;}〉]]t,α,Σ
⇒ case C[[γ′]]t,Σ′of{pi → C[[γ′i]]t,Σ′ ;} (C′5)

C′[[con〈(λv0 → e0) e1〉]]⇒ C[[γ′]]t,Σ (C′6)

C′[[con〈case c e′j of {pi → ei;}〉]]t,α,Σ ⇒ C[[γ
′]]t,Σ (C′7)

C′[[con〈f〉]]t,α,Σ ⇒ C[[γ
′]]t,Σ (C′8)

4.2 Корректность отношения трансформации HOSC0

Докажем вначале корректность отношения трансформации HOSC0,
позволяющего осуществлять свертку только узлов вида con〈f〉.

Это отношение представлено на Рис. 4.1 и Рис. 4.2. При генерации
остаточной программы по правилам на Рис. 4.2 осуществляется рекур-
сивный обход частичного дерева процессов. При этом обходе в таблицу
Σ заносятся соответствия базовых узлов и сигнатур новых рекурсивных
функций.

Определение 63 (Отношение трансформации HOSC0). Исходная про-
грамма prog и остаточная программа prog′ связаны отношением транс-
формации HOSC0 (prog HOSC0 prog

′), если среди реализаций частично-
го дерева процесса для программы prog по недетерминированному алго-
ритму на Рис. 4.1 существует дерево t такое, что prog′ = C [[t.root]]t,{}, где
C определяется по правилам на Рис. 4.2.
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При генерации остаточной программы по правилам на Рис. 4.2 все сво-
бодные переменные базовой конфигурации становятся аргументами новой
локальной рекурсивной функции.

Будем считать, что Σ(•) = {} (пустая сигнатура). Определим подста-
новку

ρΣ = range(Σ)

Теорема 64. Для любого дерева процесса t, построенного по правилам на
Рис. 4.1, при генерации остаточной программы по правилам на Рис. 4.2
для любого состояния обхода дерева верно:

α.expr .˜s (C[[α.expr]]t,α,Σ)ρΣ

Доказательство. Доказываем по индукции по структуре выражения α.expr.
Рассмотрим вначале правило (C3), – необходимо доказать, что

α.expr .˜s (C′[[α.expr]]t,α,Σ)ρΣ

• (C ′1) Требуется показать, что

e{vi = ei;} .˜s (C′[[let vi = ei; in e]]t,α,Σ)ρΣ

По правилу (C ′1):

(C′[[let vi = ei; in e]]t,α,Σ)ρΣ = (C[[γ′]]t,Σ{vi = C[[γ′i]]t,Σ})ρΣ

В силу построения ρΣ:

(C[[γ′]]t,Σ{vi = C[[γ′i]]t,Σ})ρΣ = (C[[γ′]]t,ΣρΣ)({vi = (C[[γ′i]]t,ΣρΣ)})

Таким образом, необходимо показать, что:

e{vi = ei;} .˜s (C[[γ′]]t,ΣρΣ)({vi = (C[[γ′i]]t,ΣρΣ)})

По построению дерева (правило D8 3.3): e = γ′.expr, ei = γ′i.expr.
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По гипотезе индукции:

e .˜s C[[γ′]]t,ΣρΣ, ei .˜s C[[γ′i]]t,ΣρΣ

Отсюда по лемме 62(1) следует:

e{vi = ei;} .˜s (C′[[let vi = ei; in e]]t,α,Σ)ρΣ

• (C ′2) Требуется показать, что

v ei .˜s (v C[[γi]]t,Σ)ρΣ = (v C[[γi]]t,ΣρΣ)

По гипотезе индукции:

ei .˜s C[[γi]]t,ΣρΣ

Отсюда по лемме 62(1) следует требуемое.

• (C ′3) Требуется показать, что

c ei .˜s (v C[[γi]]t,Σ)ρΣ = (c C[[γi]]t,ΣρΣ)

По гипотезе индукции:

ei .˜s C[[γi]]t,ΣρΣ

Отсюда по лемме 62(1) следует требуемое.

• (C ′4) Требуется показать, что

λv0 → e0 .˜s (λv0 → C[[γ′]]t,Σ)ρΣ = λv0 → (C[[γ′]]t,ΣρΣ)

По гипотезе индукции:

e0 .˜s C[[γ′]]t,ΣρΣ

Отсюда по лемме 62(1) следует требуемое.
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• (C ′5) Требуется показать, что

con〈case v e′j of {pi → ei;}〉 .˜s (case C[[γ′]]t,Σof{pi → C[[γ′i]]t,Σ;})ρΣ =

= case (C[[γ′]]t,ΣρΣ)of{pi → (C[[γ′i]]t,ΣρΣ);}

Здесь требуется рассмотреть два случая – шаг прогонки с распро-
странением позитивной информации и шаг прогонки без распро-
странения позитивной информации. Рассмотрим вначале первый слу-
чай. По построению дерева (правило D7 3.3):

γ′.expr = v e′j , γ′i.expr = con〈ei{v e′j := pi}〉

По гипотезе индукции:

v e′j .˜s C[[γ′]]t,ΣρΣ, con〈ei{v e′j := pi}〉 .˜s C[[γ′i]]t,ΣρΣ

Отсюда по леммам 62(1, 2, 3) следует требуемое. Правило прогонки
D0

7 3.2 рассматривается аналогично.

• (C ′6), (C ′7), (C ′8). В этих случаях

α.expr 7→ γ′.expr

По гипотезе индукции и лемме 62(4) следует требуемое.

Рассмотрим теперь правило (C2). Требуется показать, что

α.expr .˜s (C[[α.expr]]t,Σ)ρΣ = (f ′vi)ρΣ

По построению (операция fold0 на Рис. 3.1)

(f ′vi)ρΣ = (λvi → α.expr)vi

Из
(λvi → α.expr)vi /.˜ α.expr

следует требуемое.
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Рис. 4.3 Вспомогательная лемма
Лемма 65.

(C[[γ′.expr]]t,Σ′)ρΣ′ /.˜ letrec f ′ = λvi → γ′.expr in (C[[γ′.expr]]t,Σ′)ρΣ

Доказательство. Рассмотрим выражение

(C[[γ′.expr]]t,Σ′)ρΣ′

В соответствии с правилом (C2) все свободные вхождения f ′ находятся в
подвыражениях вида f ′v′i, Предположим что таких вхождений n штук –
f ′viθk, где θk – просто переименование переменных vi. Тогда

(C[[γ′.expr]]t,Σ′) = e′{zk := f ′viθk}

где f ′ 6∈ fv(e′). Значит,

(C[[γ′.expr]]t,Σ′)ρΣ′ ≡ (C[[γ′.expr]]t,Σ′)ρΣ{f ′ := λvi → α.expr}

/.˜ e′{zk := f ′viθk}ρΣ{f ′ := λvi → α.expr} /.˜ e′{zk := (α.expr)θk}ρΣ

Так как α.expr 7→ γ′.expr, то по лемме 62(5)

e′{zk := (α.expr)θk}ρΣ

/.˜ letrec f ′ = λvi → γ′.expr in e′{zk := f ′viθk}ρΣ

≡ letrec f ′ = λvi → γ′.expr in (C[[γ′.expr]]t,Σ′)ρΣ

Осталось рассмотреть правило (C1). По построению надо показать,
что

α.expr .˜s (letrec f ′ = λvi → (C[[γ′.expr]]t,Σ′) in f
′vi)ρΣ

Что равносильно

α.expr .˜s letrec f ′ = λvi → (C[[γ′.expr]]t,Σ′)ρΣ in f ′vi

Так как
α.expr 7→ γ′.expr

то по лемме 62(5)

letrec f ′ = λvi → γ′.expr in α.expr /.˜ letrec f ′ = λvi → γ′.expr in f ′vi
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Так как f ′ 6∈ fv(α.expr), то

α.expr /.˜ letrec f ′ = λvi → γ′.expr in f ′vi

Таким образом, достаточно показать, что

letrec f ′ = λvi → γ′.expr in f ′vi .˜s
.˜s letrec f ′ = λvi → (C[[γ′.expr]]t,Σ′)ρΣ in f ′vi

По теореме 61 достаточно показать, что

letrec f ′ = λvi → γ′.expr in γ′.expr .˜s
.˜s letrec f ′ = λvi → γ′.expr in (C[[γ′.expr]]t,Σ′)ρΣ

Исходя из того, что letrec f ′ = λvi → γ′.expr in γ′.expr = γ′.expr и
леммы 65, достаточно показать, что

γ′.expr .˜s (C[[γ′.expr]]t,Σ′)ρΣ′

что соответствует гипотезе индукции.

4.3 Корректность отношения трансформации HOSC1/2

Трансформация HOSC0 позволяет делать свертку только конфигу-
раций вида con〈f〉. В данном разделе покажем, что отношение транс-
формации HOSC1/2, позволяющее делать свертку любых конфигураций,
корректно.

Определение 66 (Отношение трансформацииHOSC1/2). Исходная про-
грамма prog и остаточная программа prog′ связаны отношением транс-
формации HOSC1/2 (prog HOSC1/2 prog′), если среди реализаций ча-
стичного дерева процесса для программы prog по недетерминированному
алгоритму на Рис. 3.5 существует дерево t такое, что prog′ = C [[t.root]]t,{},
где C определяется по правилам на Рис. 4.2.
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Теорема 67 (Корректность HOSC1/2). Для любого дерева процесса t,
построенного по правилам на Рис. 4.1, при генерации остаточной про-
граммы по правилам на Рис. 3.6 верно: e ∼= SC1/2[[e]]

Доказательство. Для доказательства корректности отношенияHOSC1/2

применяется следующий прием: рассмотрим в частичном дереве процес-
сов t, допускаемом трансформацией HOSC1/2, свернутые конфигурации
c1, c2, . . ., декомпозиция которых не соответствует виду con〈f〉. Мы вста-
вим непосредственно сверху узлов с конфигурациями c1, c2, . . . узлы с
конфигурациями c′1, c′2, . . . вида con〈g〉, где g – некоторая новая функция
и c′i → ci, и перенесем свертку со старых конфигураций на новые конфи-
гурации. Мы анализируем историю появления конфигураций c1, c2, . . .,
и находим подвыражения в исходной программе e1, e2, . . ., которые при
прогонке трансформировались в конфигурации c1, c2, . . .. Заменяем най-
денные выражения ei на g e′i. Следует отметить, что для этого, возможно,
потребуется привести части исходной программы к суперкомбинаторному
виду [85] с абстракцией максимально свободных выражений (см. пример
в разделе 4.3.1).

Повторяем это преобразование, пока в частичном дереве процессов
остаются свернутые конфигурации, не допускаемые HOSC0. В итоге по-
лучаем частичное дерево процессов t′ и новую программу prog′. В силу
построения, остаточные программы, сгенерированные по деревьям t и t′

будут совпадать. Обозначим эти программы prog′′. Также в силу постро-
ения, дерево t′ допустимо трансформацией HOSC0. По определению ei

является строгим улучшением g e′i (так как g e′i → ei), то есть prog явля-
ется строгим улучшением prog′ (по теореме об улучшениях). Имеем:

prog′ .˜s prog, prog′′ = SC0[[prog′]]

Отсюда (в силу того, что трансформация HOSC0 – строго улучшающая)
следует:

prog′ .˜s prog′′
По определению строгого улучшения

prog ∼= prog′′
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Рис. 4.4 Программа prog

data Stream = S Stream;

case x of {S y1 → (S (id1 y1));} where

id1 = λx → case (id x) of { S y → S (id1 y);};

id = λx → x;

Рис. 4.5 Программа prog′

data Stream = S Stream;

g x where

id1 = λx → g (id x);

g = λx → case x of {S y → S (id1 y);};

id = λx → x;

Но с другой стороны
prog′′ = SC1/2[[prog]]

Следовательно
prog ∼= SC1/2[[prog]]

4.3.1 Пример сведения отношения HOSC1/2 к отношению HOSC0

Рассмотрим простую программу prog на Рис. 4.4. На Рис. 4.7 показано
частичное дерево процессов t, построенное для этой программы транс-
формацией HOSC1/2 (для уменьшения размеров дерева, тривиальная β-
редукция пропущена). Отношение трансформации HOSC1/2 позволяет
нам сделать свертку конфигураций с case-выражениями. Результат та-
кой суперкомпиляции является программа prog′′, показанная на Рис. 4.6.

Используя прием, описанный ранее, строим программу prog′. Про-
грамма prog является улучшением программы prog′, показанной на Рис. 4.5.
Видно, что при построении prog′, нам пришлось абстрагировать подвы-
ражение id x внутри определения функции id1. На Рис. 4.7 показано
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Рис. 4.6 Программа prog′′

data Stream = S Stream;

letrec f = λp → case p of {S y → S (f y);} in f x

Рис. 4.7 Частичное дерево процессов для prog по HOSC1/2

case x of {S y1 -> S (id1 y1);}

S (id1 y1)

id1 y1

case (id y1) of {S z -> S (id1 z);}

case y1 of {S v -> S (id1 v);}

Рис. 4.8 Преобразование дерева HOSC1/2 в дерево HOSC0

g x

case x of {S w -> S (id1 w);}

S (id1 w)

id1 w

let v = (id w) in g v

id w

w

g v

case v of {S w -> S (id1 w);}

совмещение дерева t′, построенного для prog′ трансформацией HOSC0, и
дерева t. Обратные дуги дерева t обозначены пунктиром, обратные дуги
дерева t′ обозначены сплошной линией. Очевидно, что остаточные про-
граммы для деревьев t и t′ совпадают. Это является иллюстрацией того,
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Рис. 4.9 russel (MkU russel): исходная программа

data Bool = True | False;

data U = MkU (U → Bool);

russel (MkU russel) where

russel = λu → case u of {MkU p → p u;};

что prog′′ ∼= prog.

4.4 Корректность отношения трансформации HOSC

Теорема 68 (Корректность HOSC1/2). Для любого дерева процесса t,
построенного по правилам на Рис. 3.5, при генерации остаточной про-
граммы по правилам на Рис. 3.6 верно: e ∼= SC1/2[[e]]

Доказательство. Отношение между SC1/2[[prog]] и SC[[prog]] есть ничто
иное, как частный случай λ-отбрасывания (λ-dropping [24]).

SC1/2[[prog]]
λ−dropping
=======⇒ SC[[prog]]

В [23, 99] показана корректность λ-отбрасывания. То есть,

prog ∼= SC1/2[[prog]] SC[[prog]] ∼= SC1/2[[prog]]

Отсюда следует корректность отношения трансформации HOSC:

prog ∼= SC[[prog]]

4.5 Типизация и корректность

Если рассматривать только неявно типизированные программы, то
отношение трансформации HOSC не является корректным.
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Рис. 4.10 russel (MkU russel): остаточная программа

data Bool = True | False;

data U = MkU (U → Bool);

(letrec f=f in f)

Рис. 4.11 russel (MkU russel): остаточная программа с явной типиза-
цией

data Bool = True | False;

data U = MkU (U → Bool);

(letrec f=f in f) :: Bool

Выведенные типы для остаточной программы могут быть более об-
щими, нежели для исходной. Таким образом, суперкомпиляция может
расширять область определения (в смысле типизации) при неявной ти-
пизации по Хиндли-Милнеру.

Рассмотрим программу на Рис. 4.9. Выведенный тип ее целевого вы-
ражения:

(russel (MkU russel)) :: Bool

Самый простой вариант суперкомпиляции этой программы приведен
на Рис. 4.10. Выведенный тип для остаточного выражения:

(letrec f=f in f) :: a

Как видно, выведенный тип остаточного выражения является более
общим, чем тип исходного выражения, а значит, существуют контексты,
в которых второе выражение может находится без ошибок типизации, а
первое – нет.

То, что выводимая типизация по Хиндли-Милнеру не сохраняется при
β-редукции, является известным фактом ([79]).

Эквивалентность двух выражений подразумевает, что эти два выра-
жения в программах можно безопасно взаимозаменять.

Чтобы достичь безопасной взаимозаменяемости исходной и остаточ-
ной программы для типового варианта HLL, необходимо, чтобы типиза-
ция остаточной программы совпадала с типизацией исходной программы.
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Чтобы исходное выражение e и остаточное выражение e′ оставались
эквивалентными с учетом ошибок типизации, необходимо, чтобы в любом
контексте C либо C[e] и C[e′] корректно типизируемы, либо оба выраже-
ния C[e] и C[e′] содержат ошибку типизации.

Можно достичь этого достаточно простым способом. Приписываем яв-
но выведенные типы остаточному выражению (совпадает с типом исход-
ного выражения) и каждой свободной переменной в остаточном выраже-
нии.

Остается тонкий случай, когда в остаточной программе нет некоторых
переменных из исходной программы, – для полной корректности доста-
точно добавить искусственные аппликации λ-абстракций только для того,
чтобы передать в остаточную программу информацию об устраненных
переменных.

Возвращаясь к примеру суперкомпиляции программы на Рис. 4.9. На
Рис. 4.11 показано явное приписывание типов в остаточной программе.

4.6 Выводы

Новизна материала, изложенного в данной главе, заключается в сле-
дующем:

• Суперкомпилятор HOSC описан в общем виде - в виде отношения
трансформации. Показана корректность трансформации. В работах
[78, 52, 75] описаны конкретные детерминированные реализации су-
перкомпиляции.

• HOSC, в отличие от суперкомпиляторов [78, 52] осуществляет сверт-
ку любых узлов – показана корректность такой свертки. Благодаря
сворачиванию любых узлов увеличивается способность суперком-
пилятора к нормализации выражений, что полезно для применения
суперкомпиляции как средства анализа программ.

• В [53] указано, что преобразование статического аргумента (гене-
рация letrec-выражений со свободными переменными, [98]) может
быть иногда полезно для оптимизации программ, но не показана
корректность такого преобразования. Мы показали, что генерация
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letrec-выражений со свободными переменными корректна для отно-
шения трансформации HOSC.

• В работах [78, 49] предполагается типизация по Хиндли-Милнеру (в
стиле Карри), но не рассматривается вопрос о корректности супер-
компиляции в смысле типизации. Мы показали, что суперкомпиля-
ция может расширять область определения выражения, выводимые
типы в остаточном выражении могут быть более общими, нежели в
исходном. Через явное приписывание типов в остаточной программе
можно сузить область определения до исходной.

• Мы показали корректность отношения трансформации HOSC с по-
мощью теории операционных улучшений, что позволило показать,
что трансформация HOSC0 дает на выходе более эффективную
программу. В [75] доказательство корректности проведено с помо-
щью бисимуляции, что не позволяет сказать как относятся исходная
и остаточная программа в смысле производительности. Мы работа-
ли с полной (sound) типизацией по Хиндли-Милнеру. В [75] рассмат-
ривается потенциально неполный (unsound) вариант системы F .
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Глава 5

Схема суперкомпилятора HOSC

В главе 3 суперкомпилятор HOSC рассматривался в самом общем ви-
де – в виде отношения трансформации. В главе 4 была доказана кор-
ректность отношения трансформации HOSC.

Однако, суперкомпилятор, использующийся для анализа программ,
должен быть полностью и формально описан. В данной главе полностью и
формально рассматривается несколько алгоритмов суперкомпиляции для
языка HLL, удовлетворяющих отношению трансформации HOSC. Алго-
ритм суперкомпилятора HOSC обосновывается на ряде примеров на ос-
нове сравнения с другими алгоритмами.

5.1 Язык HLL: вложение и обобщение

Определение 69 (Несопоставимые HLL-выражения). Выражения e1 и
e2 называются несопоставимыми, e1 ↔ e2, если e1 u e2 = (v, θ1, θ2), то
есть обобщенное выражение является переменной.

Алгоритм нахождения тесного обобщения для выражений первого по-
рядка хорошо описан в литературе. Один из вариантов такого алгоритма
(в рекурсивной форме) представлен на Рис. 1.6. Однако, как было отме-
чено в главе 1 в работах, описывающих суперкомпиляторы для языков
высшего порядка ([78, 50]), вопрос нахождения тесного обобщения выра-
жений со связанными переменными обходится стороной.

Если рассматривать λ-абстракции и case-выражения как специальные
конструкторы и “наивным” образом расширить алгоритм на Рис. 1.6, то
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Рис. 5.1 HLL: алгоритм обобщения
Тесное обобщение

• e′ u e′′ = s(e′ ũ e′′)

Правило общего функтора

• v ũ v = (v, {}, {})

• c e′i ũ c e′′i = (c ei,
⋃
θ′i,

⋃
θ′′i ), где

– (ei, θ
′
i, θ
′′
i ) = e′i ũ e′′i

• e′1 e′2 ũ e′′1 e′′2 = (e1 e2, θ
′
1 ũ θ′2, θ′′1 ũ θ′′2 ), где

– (ei, θ
′
i, θ
′′
i ) = e′i ũ e′′i

• λv′ → e′ uλv′′ → e′′ = (eg, θ
′, θ′′), если θ′ и θ′′ допустимы для eg, где

– eg = λv → e

– (e, θ′, θ′′) = e′{v′ := v} ũ e′′{v′′ := v}

• case e′0 of {ci v′ik → e′i;} ũ case e′′0 of {ci v′′ik → e′′i ;} = (eg,
⋃
θ′i,

⋃
θ′′i ),

если все θ′i и θ′′i допустимы eg, где

– eg = case e0 of {ci vik → ei;}
– (e0, θ

′
0, θ
′′
0 ) = e′0 ũ e′′0

– (ei, θ
′
i, θ
′′
i ) = e′i{v′ik := vik} ũ e′′i {v′′ik := vik}

• e1 ũ e2 = (v, {v := e1}, {v := e2})

Правило общего подвыражения

• s(e, {}, {}) = s(e, {}, {})

• s(e, {v1 := e′} ∪ θ′, {v1 := e′′} ∪ θ′′) = s′(s(e, θ′, θ′′)) где

– s′(e, θ′1, θ
′′
1 ) = (e{v1 := v2}, θ′1, θ′′1 )

если ∃v2 : {v2 := e′} ∈ θ′1, {v2 := e′′} ∈ θ′′1
– s′(e, θ′1, θ

′′
1 ) = (e, {v1 := e′} ∪ θ′1, {v1 := e′′} ∪ θ′′1 )

в противном случае

в обобщении, найденном таким образом, могут появляться некорректные
подстановки (см. Определение 27). В результате обобщения должна по-
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Рис. 5.2 HLL: простое гомеоморфное вложение
Вложение
e′ E e′′ если e′ Ev e′′, e′ Ec e′′ или e′ Ed e′′

Вложение переменных
fg Ev fg
v Ev v′

Сцепление (Coupling)
c e′i Ec c e

′′
i если ∀i : e′i E e

′′
i

λv′ → e′ Ec λv′′ → e′′ если e′ E e′′
e′1 e

′
2 Ec e

′′
1 e
′′
2 если ∀i : e′i E e

′′
i

case e′ of {ci v′ik → e′i;} Ec case e′′ of {ci v′′ik → e′′i ;}
если e′ E e′′ и ∀i : e′i E e

′′
i

Погружение (Diving)
e Ed c ei если ∃i : e E ei
e Ed λv0 → e0 если e E e0

e Ed e1 e2 если ∃i : e E ei
e Ed case e0 of {ci vik → ei;} если ∃i : e E ei

лучиться такая тройка (eg, θ1, θ2), где θ1 и θ2 – допустимые по отношению
к eg подстановки. В свете выбранных нами соглашений о переменных и
подстановках, алгоритм нахождения тесного обобщения должен гаранти-
ровать корректность подстановок, полученных в результате обобщения.

Обобщение λ-абстракций и case-выражений необходимо рассматри-
вать особым образом – если в результате решения подзадач обобщения со-
ответствующих подвыражений возникает некорректная подстановка, это
означает, что обобщением рассматриваемых выражений является пере-
менная.

Определение 70 (Рекурсивный алгоритм обобщения HLL-выражений).
e′ u e′′ = s(e′ ũ e′′), где операции ũ и s определены на Рис. 5.1.

Алгоритм 70 применим для нахождения тесного обобщения двух лю-
бых выражений языка HLL и учитывает требования соглашений 25 и 28.
Правила применяются в порядке их перечисления. Переменные v и vik в
3-м, 4-м и 5-м правилах общего подвыражения – новые, ранее не встре-
чавшиеся, переменные. Наиболее интересные детали алгоритма, учиты-
вающие новые обстоятельства, подчеркнуты. Отметим, что алгоритм 70
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сформулирован в рекурсивной форме. В литературе по суперкомпиля-
ции алгоритм обобщения традиционно описывается в итеративной фор-
ме. Сформулировать алгоритм обобщения выражений со связанными пе-
ременными в итеративной форме представляется крайне затруднительно.

В литературе по суперкомпиляции языков высшего порядка использу-
ется классическое гомеоморфное вложение, “адаптированное” для выра-
жений со связанными переменными, – λ-абстракции и case-выражения
рассматриваются как специальные конструкторы и связанные перемен-
ные и свободные переменные не различаются.

Определение 71 (Простое гомеоморфное вложение E). Простое вложе-
ние HLL-выражений определяется индуктивно в соответствии с правила-
ми на Рис. 5.2.

Однако, в контексте суперкомпиляции, простое гомеоморфное вложе-
ние обладает существенным недостатком: несопоставимые выражения мо-
гут вкладываться через сцепление: e1 Ec e2. В результате нам придется
делать декомпозицию одного из выражений без учета истории построения
частичного дерева, что противоречит принципу обобщения в суперкопи-
ляции (см. [118]).

Однако, если различать свободные и связанные переменные и потребо-
вать, чтобы связанные переменные могли вкладываться только соответ-
ствующие связанные переменные, то можно сформулировать уточненное
гомеоморфное вложение, не допускающее вложение через сцепление несо-
поставимых выражений.

При проверке двух HLL-выражений на уточненное вложение исполь-
зуется таблица соответствия связанных переменных ρ:

ρ = {(v′1, v′′1 ), . . . , (v′n, v
′′
n)}

Определение 72 (Уточненное гомеоморфное вложение E∗). Уточнен-
ное вложение HLL-выражений определяется индуктивно в соответствии
с правилами на Рис. 5.3.

Напомним, что для SLL-выражений (раздел 1.2.3) верно следующее:
если e1 Ec e2, то обобщение e1 u e2 = (eg, θ1, θ2) – нетривиально (eg - не
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Рис. 5.3 HLL: уточненное гомеоморфное вложение
Вложение
e′ E∗ e′′

def
= e′ E∗ e′′ |{}

e′ E∗c e′′
def
= e′ E∗c e′′ |{}

e′ E∗d e′′
def
= e′ E∗d e′′ |{}

Вложение с учетом таблицы связанных переменных
e′ E∗∗ e′′ |ρ если e′ E∗∗v e′′|ρ, e′ E∗∗d e′′|ρ или e′ E∗∗c e′′ |ρ
Вложение переменных
f E∗∗v f
v′ E∗∗v v′′ |ρ если (v′, v′′) ∈ ρ
v′ E∗∗v v′′ |ρ если v′ /∈ domain(ρ) и v′′ /∈ range(ρ)
Сцепление (Coupling)
c e′i E

∗∗
c c e′′i |ρ если ∀i : e′i E

∗∗ e′′i |ρ
λv′ → e′ E∗∗c λv′′ → e′′ |ρ если e′ E∗∗ e′′ |ρ∪{(v′,v′′)}
e′1 e

′
2 E
∗
c e
′′
1 e
′′
2 |ρ если ∀i : e′i E

∗ e′′i |ρ
case e′ of {ci v′ik → e′i;} E∗∗c case e′′ of {ci v′′ik → e′′i ;} |ρ

если e′ E∗∗ e′′ |ρ и ∀i : e′i E
∗∗ e′′i |ρ∪{(v′ik,v′′ik)}

Погружение (Diving) только если fv(e) ∩ domain(ρ) = ∅
e E∗∗d c ei |ρ если ∃i : e E∗∗ ei |ρ
e E∗∗d λv0 → e0 |ρ если e E∗∗ e0 |ρ∪{(•,v0)}
e E∗∗d e0 ei |ρ если ∃i : e E∗∗ ei |ρ
e E∗∗d case e′ of {ci vik → ei;} |ρ

если e E∗∗ e′ |ρ или ∃i : e E∗∗ ei |ρ∪{(•,vik)}

переменная). Это свойство сохраняется для уточненного гомеоморфного
вложения E∗c HLL-выражений.

5.2 Параметризованный HLL суперкомпилятор

Уточненное вложение E∗ (Рис. 5.3) является достаточно сильным
усложнением адаптированного вложения E (Рис. 5.2). Чтобы обосновать
практичность уточненного гомеоморфного вложения применительно к ис-
пользованию суперкомпилятора для трансформационного анализа, рас-
смотрим различные варианты суперкомпилятора (как с использованием
адаптированного вложения, так и с использованием уточненного вложе-
ния) и сравним их на модельной задаче – доказательстве эквивалентности
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Рис. 5.4 HLL: расщепление конфигурации
split(t, β, e1e2) = replace(t, β, es), где

es = let v1 = e1; v2 = e2; in v1v2

split(t, β, case v of {pi → ei;}) = addChildren(t, β, [v, ei])
split(t, β, case e of {pi → ei;}) = replace(t, β, es), где

es = let v = e in case v of {pi → ei;}
split(t, β, e) = drive(t, β)

выражений.
Поскольку при использовании адаптированного вложения E несопо-

ставимые выражения могут вкладываться через сцепление, нам придется
делать декомпозицию текущей конфигурации. В случае языка SLL это
делается достаточно просто – текущей конфигурацией является вызов
функции, и мы отдельно рассматриваем аргументы функции. Такая де-
композиця обладает важным свойством, что размеры всех компонент по-
лучившейся декомпозиции меньше размера обобщаемого выражения, что
критически важно для того, чтобы гарантировать завершаемость.

В случае HLL-выражений операция расщепления конфигурации, несо-
поставимой с вложенной конфигурацией, усложняется из-за наличия
case-выражений, – необходимо учитывать связанные переменные. Одно-
временно, желательно, чтобы размер выражений в дочерних узлах был
строго меньше размера расщепляемого выражения, – чтобы гарантиро-
вать завершаемость суперкомпилятора.

Определение 73 (Операция декомпозиции конфигурации split). Опера-
ция split осуществляется в соответствии с правилами на Рис. 5.4.

Особенность определенной операции split состоит в работе с case-
выражениями. Если селектор case-выражения является переменной, то
делаем шаг, похожий на прогонку, – рассматриваем ветви, но не распро-
страняем позитивную информацию – таким образом, размер выражений
в новых дочерних узлах будет строго меньше размера расщепляемого вы-
ражения (это важно для завершаемости суперкомпилятора). Если селек-
тор не является переменной, то мы обобщаем селектор.

Рассмотрим алгоритм построения частичного дерева процессов, пред-
ставленный на Рис. 5.5. Концептуально, этот алгоритм является обобще-



99

Рис. 5.5 HLL суперкомпилятор

t =
�� ��c0

while unprocessedLeaf(t) 6= • do
β = unprocessedLeaf(t)
relAncs = computeRelAncs(β)
α = find(relAncs, β, whistle)
if α 6= • and α.expr ' β.expr then

t = fold(t, α, β)
else if α 6= • and α.expr l β.expr then

t = abstract(t, β, α)
else if α 6= • then

if α.expr ↔ β.expr then
t = split(t, β, β.expr)

else
t = abstract(t, α, β)

end
else

t = drive(t, β)
end

end

Рис. 5.6 Типы выражений
expClass(let vi = ei in e) = 0
expClass(v ei) = 0
expClass(c ei) = 0
expClass(λv → e) = 0
expClass(con〈(λv → e0) e1〉) = 1
expClass(con〈fg〉) = 2
expClass(con〈case c e′j of {pi → ei;}〉) = 3
expClass(con〈case v e′j of {pi → ei;}〉) = 4

нием алгоритма на Рис. 1.10 и отличается от него двумя деталями:

1. При поиске кандидата на зацикливание рассматриваются не все
предки, а только computeRelAncs(β).

2. Рассматривается любой предикат whistle в качестве свистка.

Прежде чем перейти к рассмотрению конкретных функций whistle и
computeRelAncs, нам необходимо ввести несколько определений.
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Определение 74 (Классы HLL-выражений). Все выражения языка HLL
разбиваются на 5 классов в соответствии с правилами на Рис. 5.6.

Определение 75 (Тривиальный узел). Узел β называется тривиальным,
если находящееся в нем выражение β.expr является наблюдаемым или
let-выражением. (expClass(β.expr) = 0)

Определение 76 (β-транзитный узел). Узел β называется β-транзит-
ным, если β.expr = con〈(λv0 → e0) e1〉. (expClass(β.expr) = 1)

Определение 77 (Глобальный узел). Узел β называется глобальным,
если β.expr = con〈case v e′j of {pi → ei;}〉. (expClass(β.expr) == 4)

Определение 78 (Локальный узел). Все узлы за исключением глобаль-
ных считаются локальными.

Определение 79 (Кандидат на зацикливание). Кандидатом на зацикли-
вание являются все узлы, за исключением тривиальных и β-транзитных
узлов. (expClass(β.expr) > 1)

Замечание 80 (Обоснование выбора кандидатов). Если включать β-
транзитные узлы в число кандидатов на зацикливание, то все рассматри-
ваемые далее суперкомпиляторы показывают неудовлетворительные ре-
зультаты. Исключение β-транзитных узлов из списка кандидатов являет-
ся безопасным для завершаемости суперкомпилятора – типизация гаран-
тирует, что в частичном дереве процессов не будет бесконечной ветки, на
которой нет ни одного кандидата.

Определение 81 (Релевантные с учетом контроля предки-кандидаты).
Пусть β – узел-кандидат. Релевантные с учетом контроля предки-канди-
даты узла β определяются следующим образом:

• все глобальные предки αi узла β, являющиеся кандидатами, если
β – глобальный узел

• все локальные предки αi узла β, являющиеся кандидатами, такие,
что на пути от αi до β не встречается глобальный узел, если β –
локальный узел
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5.2.1 Конкретные HLL суперкомпиляторы

Рассмотрим конкретизацию алгоритма – алгоритм SCijk. Алгоритм
SCijk зависит от трех параметров:

1. i - Какое гомеоморфное вложение использовать: E∗c (+) или Ec (−)?

2. j - Разделять ли узлы на глобальные и локальные при поиске реле-
вантных кандидатов [105] (+) или не разделять (−)?

3. k - Разделять ли выражения на классы в соответствие в типом ре-
декса (+) или нет (−)?

Более формально:

• i = −:
w′(α, β) = α.expr Ec β.expr.

• i = +:
w′(α, β) = α.expr E∗c β.expr.

• j = −:
computeRelAncs – предки-кандидаты.

• j = +:
computeRelAncs – предки-кандидаты с учетом контроля.

• k = −:
whistle(α, β) = w′(α, β).

• k = +:
whistle(α, β) = w′(α, β) и expClass(α.expr) = expClass(β.expr).

Таким образом, алгоритм SCijk описывает восемь вариантов супер-
компилятора.

Теорема 82 (Корректность). Все представленные суперкомпиляторы
SCijk корректны в смысле операционной эквивалентности исходной и
остаточной программы.

Доказательство. Все алгоритмы удовлетворяют отношению суперком-
пиляции HOSC.
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Рис. 5.7 Тесты
length (concat xs) ∼= sum (map length xs) (1)
map f (append xs ys) ∼= append (map f xs) (map f ys) (2)
filter p (map f xs) ∼= map f (filter (compose p f) xs) (3)
map f (concat xs) ∼= concat (map (map f) xs) (4)
iterate f (f x) ∼= map f (iterate f x) (5)
map (compose f g) ∼= compose (map f) (map g) (6)
map f xs ∼= join xs (compose return f) (7)

Рис. 5.8 Сравнение суперкомпиляторов на тестах
Sc−−− Sc−+− Sc−−+ Sc−++ Sc+−− Sc++− Sc+−+ Sc+++

(1) - - - - - + - +

(2) - + + + - + + +

(3) - + - + - + - +

(4) - - - - - + - +

(5) - - + + - - + +

(6) - + + + - + + +

(7) + + + + + + + +

5.3 Сравнение суперкомпиляторов

В некоторых работах, вышедших в последние годы, исследуется, как
различные аспекты алгоритма суперкомпилятора влияют на качество оп-
тимизации программ. Однако никто ранее не исследовал на практике, как
различные детали суперкомпилятора влияют на способность к трансфор-
мационному анализу.

Для сравнения восьми вариантов суперкомпилятора используется мо-
дельная задача: доказательство эквивалентности выражений [63]. Рас-
сматриваемые тестовые примеры используют функции высших порядков
и оперируют потенциально бесконечными данными. Функции над пара-
ми, списками и числами, используемые в тестах, показаны на Рис. 5.9.
Сами тесты представлены на Рис. 5.7. Тест считается пройденным супер-
компилятором, если он сумел привести оба выражения к одной и той же
синтаксической форме, и не пройденным в противном случае. Результаты
эксперимента, представленные на Рис. 5.8, показывают, что наилучшим
сочетанием параметров является использование уточненного гомеоморф-
ного вложения, разделения узлов на локальные и глобальные и разделе-
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Рис. 5.9 Определения функций для тестов

data List a = Nil | Cons a (List a);

data Nat = Z | S Nat;

data Boolean = True | False;

data Pair a b = P a b;

compose = λf g x → f (g x);

outl = λp → case p of { P a b → a;};

outr = λp → case p of { P a b → b;};

uncurry = λf p → case p of {P x y → f x y;};

curry = λf b c → f (P b c);

cond = λp f g a → case (p a) of {True → f a; False → g a;};

foldn = λc h x → case x of {

Z → c;

S x1 → h (foldn c h x1);

};

plus = foldn (λx → x) (λf y → S (f y));

foldr = λc h xs → case xs of {

Nil → c;

Cons y ys → h y (foldr c h ys);

};

concat = foldr Nil append;

sum = foldr Z plus;

filter = λp → foldr Nil

(curry (cond (compose p outl) (uncurry (λx xs → Cons x xs)) outr));

iterate = λf x → Cons x (iterate f (f x));

length = foldr Z (λx y → S y);

join = λm k → foldr Nil (compose append k) m;

return = λx → Cons x Nil;

map = λf → foldr Nil (λx xs → Cons (f x) xs);

append = λxs ys → case xs of {

Nil → ys;

Cons x1 xs1 → Cons x1 (append xs1 ys);

};

ние выражений на классы в соответствии с типом редекса.
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Рис. 5.10 HLL: уточненное гомеоморфное вложение, учитывающее ар-
ность аппликации
Вложение
e′ E∗∗ e′′

def
= e′ E∗∗ e′′ |{}

e′ E∗∗c e′′
def
= e′ E∗∗c e′′ |{}

e′ E∗∗d e′′
def
= e′ E∗∗d e′′ |{}

Вложение с учетом таблицы связанных переменных
e′ E∗∗ e′′ |ρ если e′ E∗∗v e′′|ρ, e′ E∗∗d e′′|ρ или e′ E∗∗c e′′ |ρ
Вложение переменных
f E∗∗v f
v′ E∗∗v v′′ |ρ если (v′, v′′) ∈ ρ
v′ E∗∗v v′′ |ρ если v′ /∈ domain(ρ) и v′′ /∈ range(ρ)
Сцепление (Coupling)
c e′i E

∗∗
c c e′′i |ρ если ∀i : e′i E

∗∗ e′′i |ρ
λv′ → e′ E∗∗c λv′′ → e′′ |ρ если e′ E∗∗ e′′ |ρ∪{(v′,v′′)}
e′0 e

′
i E
∗∗
c e′′0 e

′′
i |ρ если ∀i : e′i E

∗∗ e′′i |ρ
case e′ of {ci v′ik → e′i;} E∗∗c case e′′ of {ci v′′ik → e′′i ;} |ρ

если e′ E∗∗ e′′ |ρ и ∀i : e′i E
∗∗ e′′i |ρ∪{(v′ik,v′′ik)}

Погружение (Diving) только если fv(e) ∩ domain(ρ) = ∅
e E∗∗d c ei |ρ если ∃i : e E∗∗ ei |ρ
e E∗∗d λv0 → e0 |ρ если e E∗∗ e0 |ρ∪{(•,v0)}
e E∗∗d e0 ei |ρ если ∃i : e E∗∗ ei |ρ
e E∗∗d case e′ of {ci vik → ei;} |ρ

если e E∗∗ e′ |ρ или ∃i : e E∗∗ ei |ρ∪{(•,vik)}

5.4 Усиление уточненного вложения с учетом типи-
зации

Вложение E∗ рассматривает аппликацию как бинарный конструктор.
Однако, вложение E∗ можно усилить – рассматривать аппликацию как n-
арный конструктор, первый аргумент которого не является аппликацией.

Определение 83 (Уточненное гомеоморфное вложение E∗∗, учитываю-
щее арность аппликации). Вложение HLL-выражений E∗∗ определяется
индуктивно в соответствии с правилами на Рис. 5.10.

Как будет показано в следующей главе, вложениеE∗∗ является вполне-
квазиупорядочением на множестве выражений, возникающих при постро-
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ении частичного дерева процессов для программы p, типизированной по
Хиндли-Милнеру. Что делает его пригодным для использования в каче-
стве свистка при суперкомпиляции программ на языке Haskell.

Однако, есть широко распространенные расширения языка Haskell,
предлагающие более общую систему типизации (например, экзистенци-
альные типы), для таких расширений вложение E∗∗ уже не является
вполне-квазиупорядочением на множестве выражений, возникающих при
построении частичного дерева процессов. Однако, вложение E∗ остается
вполне-квазиупорядочением, что делает его более универсальным.

Будем рассматривать в качестве первого параметра суперкомпилято-
ра SCijk (см. Раздел 5.2.1) i = ∗, означающий, что в качестве свистка
используется отношение E∗∗c .

Таким образом, у нас появляются 4 новых варианта суперкомпилято-
ра: SC∗−−, SC∗−+, SC∗+−, SC∗++. Все эти варианты также являются
корректными, так как удовлетворяют отношению трансформации HOSC.

В некоторых случаях использование отношения E∗∗ позволяет избе-
жать преждевременного обобщения.

Далее под суперкомпилятором HOSC понимается суперкомпилятор
SC∗++.

5.5 Выводы

В данной главе полностью и формально описано внутреннее устрой-
ство суперкомпилятора HOSC.

Впервые сформулирован алгоритм нахождения тесного обобщения
для любых двух выражений со связанными переменными.

Рассмотрено три варианта гомеоморфного вложения для HLL выра-
жений.

Предложено 12 вариантов суперкомпилятора.
Произведено сравнение 8 вариантов суперкомпилятора, показываю-

щее плодотворность использования уточненного гомемоморфного вложе-
ния в суперкомпиляторе, предназначенном для трансформационного ана-
лиза программ.
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Глава 6

Завершаемость суперкомпилятора HOSC

В предыдущей главе были определены 12 вариантов суперкомпилято-
ра HOSC. Мы покажем завершаемость всех 12 вариантов суперкомпиля-
тора.

Вначале мы докажем теорему о завершаемости суперкомпилятора
SC∗−−. Из нее сразу следуют теоремы о завершаемости суперкомпиля-
торов SC∗−+ и SC∗++, откуда следует завершаемоcть всех остальных
суперкомпиляторов.

Мы используем инструментарий для доказательства завершаемости
абстрактных преобразователей программ, разработанный Морте Сёрен-
сеном [108], поскольку суперкомпилятор НОSC можно рассматривать как
абстрактный преобразователь программ (частичных деревьев процессов).

Построение для данной программы частичного дерева процессов су-
перкомпилятором SC∗−− можно неформально описать так [59]: построе-
ние начинается с того, что в корень дерева помещается исходное (целевое)
выражение. Затем к листьям дерева добавляются дочерние узлы, пока все
листья не станут обработанными.

Пусть β - необработанный лист строящегося дерева:

1. Если β является тривиальными узлом, “метавычисляем” β.expr – де-
лаем один шаг прогонки.

2. Если у β есть предок α такой, что α.expr ' β.expr, то делаем узел
α базовым узлом β – проводим специальную дугу из β в α: β ⇒ α,
тем самым лист β становится обработанным.
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3. Если у β есть предок α такой, что α.expr l β.expr, то обобщаем
β.expr.

4. Если у β есть предок α такой, что α.expr E∗∗c β.expr, то обобщаем
α.expr.

5. В противном случае “метавычисляем” β.expr – делаем шаг прогонки.

Результатом шага прогонки является подвешивание к узлу β дочерних
узлов и помещение в них результата метавычисления β.expr.

Теорема 84 (Завершаемость суперкомпилятора HOSC). Суперкомпиля-
тор SC∗−− завершается на любой входной программе.

Идея доказательства состоит в следующем:

• Шаг 1 может выполниться подряд только конечное число раз, так
как при прогонке тривиального узла, выражения в дочерних узлах
будут строго меньше по размеру.

• Шаг 2 не влияет на завершаемость, так как не изменяет узлы дерева
и для конечного дерева может выполниться конечное число раз.

• Таким образом, любая последовательность шагов 1 и 2 конечна. Пред-
положим, что HOSC выполняет шаг 3 или шаг 4, обобщая выражение
в узле. Мы покажем, что обобщения не могут продолжаться беско-
нечно, так как обобщение уменьшает “размер выражения”.

• Остается показать, что выполнение шага 5 не может повторяться
бесконечно. Это следует из того, что E∗∗ (взятое за основу для E∗∗c ) –
вполне-квазиупорядочение (см. ниже). Поэтому любая бесконечная
последовательность шагов 5, включает шаг 4.

Наиболее сложной и трудоёмкой задачей будет показать, что отноше-
ниеE∗∗ является вполне-квазиупорядочением на множестве HLL-выраже-
ний, возникающих при построении частичного дерева процессов.

6.1 Абстрактные преобразователи программ

В данном разделе кратко излагается теория абстрактных преобразо-
вателей программ, изложенная в [108].
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Определение 85 (Квазиупорядочение). Пусть на множестве S задано
отношение ≤. (S,≤) называется квазиупорядочением (quasi-order), если
≤ транзитивно и рефлексивно. Мы пишем s < s′, если s ≤ s′ и s′ 6≤ s.

Определение 86 (Вполне фундированное квазиупорядочение). Пусть
(S,≤) – квазиупорядочение. (S,≤) является вполне фундированным ква-
зиупорядочением (well-founded quasi-order), если не существует бесконеч-
ной последовательности s0, s1, . . . ∈ S такой, что s0 > s1.

Определение 87 (Вполне-квазиупорядочение). Пусть (S,≤) – квазиупо-
рядочение. (S,≤) является вполне-квазиупорядочением (well-quasi-order),
если для любой бесконечной последовательности s0, s1, . . . ∈ S существу-
ют i < j такие, что si ≤ sj .

Определение 88 (Дерево над множеством выражений). Пусть L – неко-
торое множество выражений. Частичное дерево процессов t из [59] явля-
ется деревом над множеством L если ∀γ ∈ t : γ.expr ∈ L.

Множество всех деревьев над L будем обозначать как T (L)

Определение 89 (Абстрактный преобразователь программ). Абстракт-
ный преобразователь программ на L – отображение M : T (L)→ T (L).

Определение 90 (Завершаемость преобразователя программ). (1) Аб-
страктный преобразователь программ M на L завершается на t ∈ T (L),
если M i(t) = M i+1(t) для некоторого i. (2) Преобразователь M на L за-
вершается, если он завершается на всех деревьях t ∈ T (L), состоящих из
одного узла.

Для удобства будем обозначать t0 – начальное преобразуемое дерево,
ti – дерево после i шагов работы преобразователя.

Утверждение 91 (Преобразователь Коши). Пусть (L,≤) – вполне фун-
дированное квазиупорядочение. Абстрактный преобразователь программ
M на L является преобразователем Коши, если в ходе его работы:

ti+1 = ti{γ := t′}

для некоторого узла γ и выполняется одно из следующих условий:
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• γ ∈ leaves(ti) и γ.expr = t′.root.expr,

• γ.expr > t′.root.expr.

Утверждение 92 (Конечный непрерывный предикат). Пусть {L1,L2} -
разбиение L, (L1,≤1) – вполне-квазиупорядочение, (L2,≤2) – вполне фун-
дированное квазиупорядочение. Тогда p: T (L)→ B, определенное как

p(t) =


0 если ∃α, β : α - предок β,

α.expr, β.expr ∈ L1 и α.expr ≤1 β.expr

0 если ∃α, β : α→ β, α.expr, β.expr ∈ L2 и α.expr 6 >2β.expr

1 в противном случае

является конечным непрерывным предикатом.

Определение 93 (Внутренность дерева). Корневой узел дерева t и все
его узлы за исключением листьев – внутренность дерева t.

Внутренность t обозначается t0

Утверждение 94. Пусть p : T (L) → B – конечный непрерывный пре-
дикат, тогда q, определяемое как q(t) = p(t0), – также непрерывный
конечный предикат.

Теорема 95 (Сёренсен). Пусть абстрактный преобразователь программ
M : T (L)→ T (L) сохраняет предикат p : T (L)→ B. Если

1. M – преобразователь Коши и

2. p – непрерывный конечный предикат,

то M завершается.

Нам потребуется различать HLL-выражения без let-выражений (при-
сутствующие как в текстах входных программ на языке HLL, так и в
узлах деревьев процессов) и let-выражения (которые могут появляться
только в узлах дерева процессов).

• E обозначает множество HLL выражений без let-выражений,

• L обозначает множество E , дополненное множеством let-выражений.



110

Любое HLL-выражение e ∈ E считается эквивалентным let in e.
Суперкомпилятор SC∗−− является абстрактным преобразователем

программ на L, где L – множество всех HLL выражений, расширенное
let-выражениями.

6.2 Гомеоморфное вложение E∗∗

Самой сложной частью любого суперкомпилятора является алгоритм
обобщения, который гарантирует завершаемость суперкомпилятора на
любой программе, предотвращая построение бесконечного дерева про-
цессов. Самой сложной задачей является принятие решение о том, какое
выражение нужно обобщить. В суперкомпиляции эта часть алгоритма
обобщения исторически называется свистком [116, 118].

Не только в суперкомпиляции, но и в других методах преобразования
программ в качестве свистка хорошо себя зарекомендовало отношение
гомеоморфного вложения [67, 68]. Свисток, основанный на гомеоморф-
ном вложений, сравнивает выражение в текущем узле с выражениями в
предках. Если свисток обнаруживает, что два выражения синтаксически
похожи, то суперкомпилятор обобщает одно из двух выражений, чтобы
предотвратить появление бесконечных ветвей в частичном дереве процес-
сов. Таким образом, существенным свойством свистка является то, что
он срабатывает на последовательности выражений, порождаемых прогон-
кой. Говоря формально, свисток основан на вполне-квазиупорядочении.

В разделе 1.2.3 показано, что гомеоморфное вложение E для SLL-
выражений (см. Теорему 15) является вполне-квазиупорядочением на
EC∪F∪V при условии, что множества F и C конечны.

6.2.1 Связанные переменные

В отличие от языка первого порядка, рассматриваемого Сёренсеном,
суперкомпилятор HOSC работает с языком HLL (с функциями высше-
го порядка). В HLL-выражениях присутствуют связанные переменные
в в λ-абстракциях и case-выражениях. Концептуально связанные пере-
менные в case-выражениях не отличаются от связанных переменых в λ-
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абстракциях. Поэтому в дальнейшем проблемы, относящиеся к связан-
ным переменным, рассматриваются только для λ-абстракций.

λ-абстракцию можно рассматривать как “особый” конструктор при
проверке на гомеоморфное вложение. Однако, при упрощенном подходе
во время суперкомпиляции могут возникнуть трудности, так как вложе-
ние через сцепление не подразумевает наличие нетривиального обобще-
ния. Действительно, если не различать связанные переменные, то следу-
ющие выражения “наивно” сцеплены, но нет нетривиального обобщения:

λx y → Pair x y

λx y → Pair y x

Однако, если различать связанные переменные, данные выражения не
вкладываются. Несмотря на синтаксическое сходство двух выражений,
соответствующие безымянные функции различаются по смыслу. Поэто-
му в определении расширенного вложения E∗ используется таблица ρ

для записи соответствия связанных переменных. Пусть E1 – вложение E,
учитывающее соответствие связанных переменных.

Однако, E1 еще достаточно грубо сравнивает выражения, поскольку
существуют выражения, сцеленные через E1, для которых отстутствует
нетривиальное обобщение. Например, следующие выражения:

λx → x

λx → (S x)

Поэтому в определениях вложений E∗ и E∗∗ вводится дополнительное
требование: выражение, свободные переменные которого уже есть в таб-
лице соответствия ρ, не может быть погружено в другое выражение –
условие для погружения одного выражения в другое. Обозначим через
E2 – вложение E∗.

6.2.2 Высший порядок и арность

Теорема Крускала и Хигмана применима для отношения E SLL-вы-
ражений, так как арность функторов (функций и конструкторов) фикси-
рована, множество функторов в исходной программе конечно, и во время
прогонки не могут появиться функторы, отсутствующие в исходной про-
грамме.
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Однако, в случае языка высшего порядка, функция может быть ча-
стично применена, поэтому, потенциально, во время прогонки могут по-
являться вызовы функций произвольной “арности”: f, f x, f x y и т.д.
Вдобавок, аргументами функций могут быть значения-функции. Поэто-
му логично рассматривать имена функций как переменные, а не функто-
ры, и ввести специальный конструктор для представления аппликации.
Это можно сделать двумя способами:

1. Ввести только один бинарный конструктор App, первый аргумент
которого – голова аппликации (которая может быть аппликацией),
а второй – аргумент аппликации. Обозначим такую кодировку A2.

2. Не допускать аппликации быть в голове аппликации – ввести множе-
ство различных конструкторов App2, App3 . . . разной арности. Обо-
значим такую кодировку A∗.

Выражение f x y будет представимо следующими способами:

1. f x y = App(App(f, x), y)

2. f x y = App3(f, x, y)

В обоих случаях, если выражения e1 и e2 вложены через сцепление
E2, то существует их нетривиальное обобщение. Также ясно, что при ко-
дировке A2 свисток будет свистеть чаще, чем при A∗.

В принципе, в суперкомпиляторе может быть использован любая из
кодировок. Однако в некоторых случаях первый подход (отношение E∗)
приводит к избыточному обобщению из-за того, что если во время прогон-
ки встречается λ-абстракция, то HOSC начинает преобразовывать тело
это абстракции.

Рассмотрим прогонку выражения iterate (λn →S n). После несколь-
ких шагов получится дерево, показанное на Рис. 6.1.

При использовании кодировки A2 верхнее выражение будет вложено
через сцепление в правое нижнее выражение:

App(iterate, λn→ S n) E∗c App(App(iterate, λn→ S n), App(λn→ S n, u))

Верхнее выражение будет обобщено до

let f = iterate in f (λn→ S n)
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Рис. 6.1 Прогонка выражения iterate (λn →S n)

iterate (λn → S n)

(λv u → Cons u (iterate v (v u))) (λn → S n)

(λu → Cons u (iterate (λn → S n) ((λn → S n) u)))

Cons Z (iterate (λn → S n) ((λn → S n) u)))

u iterate (λn → S n) ((λn → S n) u))

и функция iterate не будет проспециализирована относительно своего
первого аргумента.

Использование кодировки A∗ приведет к специализации вызова функ-
ции iterate, и в общем случае предоставляет больше возможностей для
специализации. Именно поэтому определение вложения в [59] основано
(неявно) на использовании кодировки A∗. Будем обозначать через E3 вло-
жение E∗∗.

6.3 Вполне-квазиупорядочение E∗∗

Цель данного раздела – показать, что отношение E∗∗ (оно же – E3) яв-
ляется вполне-квазиупорядочением на любой последовательности выра-
жений получаемых при прогонке во время суперкомпиляции. Напомним,
что отношение E3 – это отношение E, с наложенными на него ограниче-
ниями. В следующих разделах мы покажем, что несмотря на дополни-
тельные ограничения, E3 остается вполне-квазиупорядочением последо-
вательности выражений, возникающих в процессе метавычислений.

Определение 96 (Выражения, достижимые метавычислениями). Пусть
дана программа prog. Выражение e достижимо для метавычислений, ес-
ли оно находится в дереве процессов, удовлетворяющее отношению транс-
формации HOSC. Множество выражений, достижимых метавычисления-
ми программы prog, обозначаетсяM(prog).
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В следующих разделах мы покажем что отношение E3 является квази-
упорядочением наM(prog). Это достигается заменой представления свя-
занных переменных таким образом, что теорема Крускала будет приме-
нима.

Вначале избавимся от связанных переменных в λ-абстракциях и case-
выражениях.

6.3.1 Замена case-выражений на конструкторы

Избавимся от связанных переменных в case-выражениях. Это мож-
но сделать, представив case-выражение в виде композиции специального
конструктора и λ-абстракцй. Имя конструктора определяется типом се-
лектора, первый аргумент конструктора – селектор, остальные – ветви,
представленные λ-абстракциями. Ветви упорядочены в соответствии с по-
рядком перечисления конструкторов в декларации типа.

Например, следующее выражение

case x of {Z → Z; S y → S y;}

кодируется так:

CaseNat(x, Z, λy → S y)

Пусть дана программа prog. Поскольку prog конечна, количество де-
клараций типов данных в prog также конечно. Таким образом, количе-
ство возможных case-конструкторов тоже конечно. В процессе прогонки
не могут возникать новые case-конструкторы, так как case-выражения в
M(prog) либо устраняются в результате шага редукции, либо вводятся
при разворачивании определения функции. Таким образом, множество
case-конструкторов, присутствующих вM(prog), конечно.

6.3.2 Замена имен переменных на индексы де Брюина

К сожалению, в результате прогонки может возникнуть (потенциаль-
но) неограниченное количество связанных переменных в λ-абстракциях.
Однако, от них можно избавиться с помощью индексов де Брюина [25], –
натуральных чисел, где число k означает “переменная, связанная k-й
охватывающей λ-абстракцией”.
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При проверке на гомеоморфное вложение, можно считать индексы де
Брюина специальными константами. Будет показано, что, в отличие от
имен переменных, множество индексов де Брюина наM(prog) конечно.

После замены именованных переменных на индексы де Брюина, преды-
дущее выражение принимает вид:

CaseNat(x, Z, λ S 1)

Результат кодирования выражения e с помощью case-конструкторов и
индексов де Брюина обозначается E1[[e]], результат кодирования програм-
мы prog – E1[[prog]]

Лемма 97 (E1, E, E1). e1 E1 e2 ⇔ E1[[e1]] E E1[[e2]]

Доказательство. Структурная индукция по парам исходных выражений
и их кодировкам.

Лемма 98. Индексы де Брюина ограничены наM(prog).

Доказательство. Индексы де Брюина, встречающиеся в E1[[prog]] (а сле-
довательно, и в закодированном целевом выражении), ограничены в силу
конечности E1[[prog]]. Индекс вME1(prog) ограничен наименьшей верхней
гранью индексов в E1[[prog]], поскольку, если выражение e′ возникло на
шаге прогонки выражения e, то индексы в E1[[e′]] не могут быть больше
индексов в E1[[e′]] и E1[[prog]]. Действительно, рассмотрим правила прогон-
ки (Рис. 3.3, Рис. 3.2).

• D1, D2, D8 - шаг прогонки не затрагивает индексы де Брюина.

• D3. Индекс де Брюина, соответствующий примененной λ-абстракции
пропадает (становится свободной переменной), остальные индексы
не изменяются

• D4 - индексы в контексте сохраняются. Индексы в подставленном
определении функции ограничены в силу конечности программы.

• D5 - В силу нормального порядка β-редукции, осуществляемой при
прогонке, после шага редукции индекс де Брюина, соответствующий
v0, исчезнет, все остальные индексы останутся неизменными.

• D6, D7, D0
7 – аналогично D5.
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При любом варианте декомпозиции индексы де Брюина в let-выражении
не превышают максимальный индекс де Брюина в исходном выражении.

Лемма 99. (M(prog),E1) – вполне-квазиупорядочение.

Доказательство. Число конструкторов в ME1(prog) ограничено в силу
леммы 98. Следовательно, (ME1(prog),E) – вполне-квазиупорядочение.
Из леммы 97 следует, что (M(prog),E1) – вполне-квазиупорядочение.

Важно отметить, что при шагах прогонки по правилам D5, D6, D7

максимальный индекс не увеличивается из-за нормального порядка β-
редукции. Однако, при полной β-редукции (которую HOSC не делает),
максимальный индекс может увеличиваться:

(λx → (λy z → y) (λv → x)) w ⇒ (λx z v → x) w

При кодировке с индексами де Брюина:

( λ → ( λ λ → 2) ( λ → 2)) w ⇒ ( λ λ λ → 3) w

6.3.3 Расширенные индексы де Брюина

Пересмотрим кодировку E1 так, чтобы она учитывала дополнитель-
ное требование, накладываемое E2: выражение, свободные переменные
которого уже зарегистрированы в таблице ρ не может быть погружено в
другое выражение.

Это требование может быть учтено с помощью добавления к каждому
индексу де Брюина подиндекса k, такого, что k есть число конструкторов
(включая λ-абстракций) между переменной и соответствующей связыва-
ющей конструкцией.

Индекс де Брюина отражает только структуру λ-абстракций, в то вре-
мя, как подиндекс учитывает структуру λ-абстракций и структуру всех
остальных конструкторов.

Обозначим через E2 кодировку E1, учитывающую подиндексы. Приве-
дем 2 примера:
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e E2[[e]]

λx → x λ → 11

λx → S x λ → S 12

Равенство двух расширенных индексов естественным образом опреде-
ляется как равенство индексов и подиндексов. При проверке на гомео-
морфное вложение будем считать различные расширенные индексы де
Брюина различными конструкторами.

Лемма 100 (E2, E, E2). e1 E2 e2 ⇔ E2[[e1]] E E2[[e2]]

Доказательство. Структурная индукция по парам исходных выражений
и их кодировкам (аналогично 97)

Лемма 101. Подиндексы де Брюина ограничены наME2(prog).

Доказательство. Аналогично доказательству леммы 98.

Лемма 102. (M(prog),E2) – вполне-квазиупорядочение.

Доказательство. Количество конструкторов в ME2(prog) ограничено в
силу лемм 98 и 101. Значит, (ME2(prog),E) – вполне-квазиупорядочение.
Из леммы 100 следует, что (M(prog),E2) – вполне-квазиупорядочение.

6.3.4 Проблема арности

В кодировке E2 аппликации были представлены с помощью бинарных
кострукторов (представление A2 из пункта 6.2.2). Рассмотрим кодировку
E3, в которой, в отличие от E2, аппликации представлены набором кон-
структоров различной арности (кодировка A∗ из пункта 6.2.2).

Типизация по Хиндли-Милнеру находит главные типы (principal types)
выражений в программе. Главный тип может содержать типовые пере-
менные, которые в разных контекстах могут инстанциироваться различ-
ными конкретными типами. Рассмотрим простую функцию id:

id :: a → a;

id = λx → x;
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Функция id имеет тип id :: ∀a.a→ a. Поскольку типовая переменная a
под квантором инстанциируется в зависимости от контекста, мы ничего не
можем сказать об арности символа id. В действительности арность сим-
вола id в конкретном контексте может быть насколько угодно большой.
Например, id можно применить к скольки угодно аргументам, каждый
из которых тоже является id!

id

id id

id id id

...

id id id id ...

Это можно сделать в силу того, что функция id - полиморфная.
То есть, если тип некоторого выражения e0 (более узко - переменной)

является полиморфным, то в принципе можно сконструировать коррект-
но типизированное выражение e = e0 e1 . . . en с любой арностью n.

Однако, если тип t0 выражения e0 не содержит типовых переменных
(мономорфный), то легко показать, что возможны только такие коррект-
но типизированные выражения e = e0 e1 . . . en, где арность n ограничена.

Если рассмотреть idA, конкретизацию функции id для конкретного
типа A, то арность символа idA не может превышать 1. Поскольку idA e ::

A, и не является функцией.
Следующие примеры показывают, почему типизации по Хиндли-Мил-

неру не допускает появление выражений неограниченной арности:

f = λx → f f x;

h = λx → h x h;

f1 = λx y → f1 (x y) y;

f2 = λx y → f2 x (y x);

Приведенные функции неограниченно увеличивают число аргументов
аппликации, но не являются корректно типизированными.

Определение 103 (Арность аппликации). Арность аппликации a[[e]] вы-
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Рис. 6.2 Грамматика типов HLL

t ::= τ (типовая переменная)
| t→ t (стрелка)
| TyCon ti (типовый конструктор)

ражения определяется следующим образом:

a[[v]] = 0
a[[f ]] = 0
a[[λv0 → e0]] = 0
a[[c ei]] = 0
a[[case e0 of {ci vik → ei;}]] = 0
a[[e0 e1 . . . en]] = n

Лемма 104 (E3, E, E3). e1 E3 e2 ⇔ E3[[e1]] E E2[[e2]]

Доказательство. Структурная индукция по парам исходных выражений
и их кодировкам (аналогично доказательству лемм 97 и 100).

Язык HLL типизован по Хиндли-Милнеру [22]. Синтаксис типов по-
казан на Рис. 6.2.

Определение 105 (Мономорфный тип). Тип называется мономорфным,
если в нем отсутствуют типовые переменные.

Определение 106 (Арность типа). Арность типа A(t) определяется по
индукции следующим образом:

A[[α]] = 0
A[[t1 → t2]] = 1 +A(t2)

A[[TyCon ti]] = 0

ME3(prog) обозначает {E3[[e]] | e ∈M(prog)}.
Нам нужно показать, что теорема Крускала выполняется наME3(prog).

Если мы покажем, что арность типов выраженийME3(prog) ограничена,
из этого будет следовать ограниченность арности выраженийME3(prog).
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То есть, все аппликации в ME3(prog) кодируются с помощью конечного
числа конструкторов. Следовательно, теорема Крускала применима.

К сожалению, арность полиморфных типов сложно оценивать, так как
типовые переменные полиморфного типа могу инстанциироваться функ-
циональными типами, увеличивая таким образом арность типа. С другой
стороны, арность мономорфных типов задана раз и навсегда, поскольку
в них отсутствуют типовые переменные.

Мы покажем, что для мономорфно типизированной программы ар-
ность выражений, возникающих во время прогонки, ограничена в силу
ограниченности арности соответствующих типов.

Тонкость, однако, заключается в том, что алгоритм суперкомпиляции,
реализованный в HOSC, учитывает, что входная программа корректно
типизирована, но явным образом не рассматривает конкретные типы.

Таким образом, можно воспользоваться следующим приемом. Пусть
дана программа prog с полиморфными типами, мы можем заменить ее на
мономорфно типизированную программу progm, такую, что HOSC строит
одинаковые деревья процессов для prog и progm. Значит, если арности ап-
пликаций наME3(progm) ограничены, то они ограничены и наME3(prog),
посколькуME3(progm) =ME3(prog).

В следующем разделе мы опишем процедуру мономорфизации исход-
ной программы prog.

Мономорфизация

При типизации по Хиндли-Милнеру мы строим граф зависимостей вы-
зовов функций [86, 110]. В результате получаем направленный граф, со-
стоящий из строго связанных компонент, отсортированных в обратном то-
пологическом порядке. Внутри каждой компоненты (рекурсивные) функ-
ции, принадлежащей данной компоненте, являются мономорфными в том
смысле, что каждое вхождение имени функции, определяемой в данной
компоненте, имеет один и тот же тип (возможно, содержащий типовые
переменные). Функции из компоненты SCCi не зависят от функций из
компонент SCCj при i < j. Введем специальную связанную компоненту
SCC0, соответствующую целевому выражению.

Мономорфизация строит из программы prog новую программу progm,
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операционно эквивалентную исходной. Вначале progm совпадает с prog.
Предполагаем, что каждому подвыражению и функции в progm явно при-
писан его тип.

Пусть A - некоторый зафиксированный базовый тип, например:

data A = A;

Мономорфизация шаг за шагом строит новую программу, уменьшая
на каждом шаге граф зависимомостей строго связанных компонент.

1. Если в типе в целевом выражении или его подвыражениях встреча-
ется типовая переменная, то заменяем ее на базовый тип A, превра-
щая таким образом целевое выражение в мономорфное. После этого
компонента SCC0 становится мономорфной.

2. Выбираем компоненту с SCCi c минимальным i > 0. Если такой
нет – мономорфизация завершена.

3. Если в SCC0 нет ссылок на символы, определенных в SCCi – уда-
ляем SCCi из графа зависимостей и переходим к шагу 2.

(a) Встраиваем конкретизацию компоненты SCCi в компоненту
SCC0: берем одно вхождение какой-либо функции f из SCCi.
Вхождение f в SCC0 имеет мономорфный тип в силу того, что
SCC0 уже мономорфизована. Заменяем это вхождение на fi, где
fi – новое имя. Копируем определения f . . . g из SCCi в SCC0 с
переименованиями fi . . . gi. Если в компоненте SCCi есть имена
функций, типы которых содержат типовые переменные, которые
не зависят от контекста, то конкретизируем эти типовые пере-
менные базовым типом A. После этого шага компонента SCC0

останется мономорфной: вхождение f в SCC0 было мономорф-
ным, значит (в контексте данного вхождения) мы однозначно
приписываем мономорфные типы всем (под)выражениям в ско-
пированной компоненте.

Если в расширенной компоненте SCC0 остались вхождения символов
из SCCi, – повторяем шаг 3(a), иначе – переходим к шагу 2.

Лемма 107. Мономорфизация программы завершается за конечное чис-
ло шагов.
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Доказательство. Количество вершин (строго связанных компонент) и
дуг (зависимостей вызовов) в изначальном графе конечно. Шаг 1 выпол-
няется один раз и не изменяет количество вершин и дуг в графе. Шаг 2
также не меняет количество вершин и дуг. На шаге 3 удаляется вершина
графа – уменьшается количество вершин. Для SCCi шаг 3(a) выполня-
ется пока есть вхождение символов из SCCi в SCC0. Но число таких
вхождений конечно и каждый шага 3(a) устраняет одно из них.

Другими словами, мономорфизация программы завершается, так как
в графе зависимостей нет циклов, выходящих за пределы одной компо-
ненты, и в пределах одной компоненты каждое вхождение символа, опре-
деляемого в данной компоненте имеет один и тот же тип.

Лемма 108. Частичное дерева процессов, построенное для мономор-
физованной программы, совпадает с частичным деревом процессов, по-
строенным для исходной программы, с точностью до индексов, возник-
ших в результате мономорфизации.

Доказательство. Определения мономорфизованных функций f1, . . . , fi

совпадают с исходным определением f (с точностью до индексов). С дру-
гой стороны, алгоритм прогонки HOSC не зависит от конкретных имен
функций. Поэтому если стереть индексы в дереве процессов, порожден-
ном прогонкой мономорфизованной программы progm, то получится де-
рево, порожденном прогонкой исходной программы.

Конечность арности

Лемма 109. Арность аппликации любого подвыражения, возникающего
при построении частичного дерева процессов для программы prog, огра-
ничена максимальной арностью типа подвыражения в мономорфизован-
ной программе progm.

Доказательство. Рассмотрим дерево частичное дерево процессов для про-
граммы progm. Выражение в любом узле дерева является мономорфным.
Поэтому достаточно показать, что ограничена арность типа любого под-
выражения, порождаемого прогонкой. Это верно для выражения в корне
дерева, являющимся целевым выражением программы progm. Покажем,
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что каждый шаг прогонки сохраняет ограниченность арности апплика-
ций.

• D1, D2, D3, D8 - при переходе к подвыражениям максимальная ар-
ность типа подвыражения не может увеличиться.

• D4 - максимальная арность после завершения шага не больше мак-
симальной арности до шага и максимальной арности подвыражений
в определении f0.

• D5, D6, D7, D0
7 - максимальная арность типа подвыражения не уве-

личивается, так как type(v0) = type(e0), type(vik) = type(e′k),
type(v e′j) = type(pi) соответственно.

При декомпозиции максимальная арность типа подвыражения не может
увеличиться. Поскольку арность аппликации во время построения ча-
стичного дерева процессов для программы progm ограничена, то по лемме
108 она ограничена и при построении частичного дерева процессов для
программы prog.

Из леммы следует, что в кодировке ME3(prog) количество конструк-
торов App2, . . . , Appn ограничено.

Следствие 110. Множество конструкторов App2, . . . , Appn, появляю-
щихся вME3(prog), конечно.

Теорема 111. (M(prog),E3) – вполне-квазиупорядочение.

Доказательство. Множество конструкторов в ME3(prog) ограничено в
силу лемм 98, 101 и 109. Значит, (ME3(prog),E) – вполне-квазиупоря-
дочение. По лемме 104 (M(prog),E3) – вполне-квазиупорядочение.

Следствие 112. Так как E3 совпадает с E∗∗, мы показали, что отно-
шение E∗∗ – вполне-квазиупорядочение наM(prog).

Следствие 113. Отношение E∗∗c – вполне-квазиупорядочение на
M(prog).

Доказательство. Следует из теоремы 111 и леммы Хигмана [26].
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Рис. 6.3 Примеры кодирования

e E3[[e]]

map f App2(map, f)

map (compose f g) App2(map, App3(compose, f, g))

λx → Cons x Nil λ → Cons(12, Nil)

case x of
{Z → x; S b → f (g b);}

CaseNat(x, x, λ→ App2(f, App2(g, 13)))

6.3.5 Кодировка E3

В разделе 4.5 в [59] приведены примеры вкладывающихся и не вкла-
дывающихся по E∗∗c выражений. Некоторые выражения из этих примеров
в кодировке E3 приведены на Рис. 6.3.

Близкая к E3 кодировка использовалась в [74] для решении проблемы
конфликта имен при дефорестации.

Если кодировать выражения через E3, то нет нужды в использовании
таблицы соответствия ρ при проверке на расширенное вложение E∗∗c .

6.4 Завершаемость суперкомпилятора SC∗−−

Все теоремы и доказательства этого раздела повторяют (с незначи-
тельными модификациями) материал из [108].

Идея – показать, что выполняются условия теоремы 95.
Мы не будем явно рассматривать операцию fold, так реально она ис-

пользуется только для удобства записи алгоритма построения остаточной
программы, – просто будем считать, что узел β является обработанным
в то числе и если выполняется условие для совершения операции fold.

Лемма 114. Суперкомпилятор SC∗−− - преобразователь Коши.

Доказательство. Определим отношение � на множестве L как: let x′1 =

e′1, . . . , x
′
m = e′m in e′ � let x1 = e1, . . . , xn = en in e ⇔ m = 0 & n ≥ 0.

Просто показать, что � – вполне фундированное квазиупорядочение. По-
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кажем, что для на любом шаге построения частичного дерева процессов

ti+1 = ti{γ := t′}

для некоторого узла γ и выполняется одно из следующих условий:

• γ ∈ leaves(ti) и γ.expr = t′.root.expr (прогонка),

• γ.expr � t′.root.expr (обобщение).

Достаточно проанализировать возможные операции на каждом шаге:

1. ti+1 = drive(ti, β) = ti{β := t′}, где β ∈ leaves(ti) и t′ = β.expr →
e1, . . . , en. Значит:

β.expr = t′.root.expr

2. ti+1 = abstract(ti, β, α) = ti{β := let x1 = e1, . . . , xn = en in e →
}, где α = ancestor(t, β, l), α.expr 6' β.expr, β – нетривиальный
узел, α.expr, β.expr ∈ E , α.expr l β.expr, (e, {}, θ) = α.expr u β.expr,
β.expr = eθ. Тогда α.expr ≡ e и β.expr ≡ α.exprθ, но α.expr 6' β.expr,
то есть n > 0. Таким образом:

β.expr � let x1 = e1, . . . , xn = en in e = t′.root.expr

3. ti+1 = abstract(ti, α, β) = ti{α := let x1 = e1, . . . , xn = en in e →},
где α = ancestor(t, β, E∗∗c ), α.expr 6 lβ.expr, β – нетривиальный
узел, α.expr, β.expr ∈ E , α.exprl β.expr, (e, θ1, θ2) = α.expr u β.expr,
α.expr = eθ1. Тогда α.expr 6≡ e, но α.expr = eθ1, то есть n > 0. Таким
образом:

α.expr � let x1 = e1, . . . , xn = en in e = t′.root.expr

Лемма 115. Суперкомпилятор SC∗−− при построении частичного де-
рева процессов сохраняет конечный непрерывный предикат.

Доказательство. Определим l : L → E :

l(let vi = ei; in eg) = eg{vi := ei}
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Определим w на множестве L:

e1 w e2 ⇔ (S[[l(e1)]] > S[[l(e2)]]) ∨ (S[[l(e1)]] = S[[l(e2)]] ∧ l(e1) m l(e2))

Так как l – вполне фундированное квазиупорядочение, то v – вполне
фундированное квазиупорядочение. Рассмотрим предикат q : T (l) → B,
определенный как

q(t) = p(t0)

где t0 - внутренность t, а предикат p : T (l)→ B:

p(t) =


0 если ∃α, β : α = ancestor(t, β,E∗∗c ) и α, β - нетривиальные
0 если ∃α, β : α→ β, α, β - тривиальные и α.expr 6A β.expr
1 в противном случае

Множества тривиальных и нетривиальных выражений представляют раз-
биение множестваM(prog). E∗∗c – вполне-квазиупорядочение на нетриви-
альных выраженияхM(prog) и v – вполне фундированное квазиупорядо-
чение на тривиальных выражениях M(prog). Следовательно (см. утвер-
ждение 94), p и q – конечные непрерывные предикаты. Осталось показать,
что SC∗−− сохраняет предикат q.

Пусть дано дерево t и узел β, будем считать β корректным в дереве t,
если выполняются оба следующих условия: (i) β – нетривиальный узел,
β не является листом дерева t ⇒ ancestor(t, β,E∗∗c ) = •
(ii) ∃α : α→ β и α – тривиальный узел ⇒ α.expr A β.expr

Дерево считается корректным, если все его узлы – корректные.
Легко видеть, что q(t) = 1, если t – корректное. Достаточно показать,

что на каждом шаге i ti - корректное. Доказываем по индукции по i.
Для i = 0, (i)-(ii) выполняются.
Для i > 0, предполагаем, что ti - корректное. Для ti+1 рассмотрим

различные операции этого шага:

1. ti+1 = drive(ti, β) = ti{β := t′}, где β ∈ leaves(ti) и t′ = β.expr →
e1, . . . , en и e1, . . . , en = D[[β.expr]]. Необходимо показать, что β и
children(ti+1, β) – корректные в ti+1.
Рассмотрим β: (1) если β – нетривиальный узел, алгоритм гаранти-
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рует, что для β выполнено условие (i), условие (ii) верно по гипотезе
индукции, (2) если β – нетривиальный узел, то для β условие (i) вы-
полнено тривиальным образом, и условие (ii) верно по гипотезе.
Рассмотрим children(ti+1, β): (1) если β – нетривиальный узел, усло-
вия (i) и (ii) выполнены тривиальным образом для children(ti+1, β),
(2) если β – тривиальный узел, то условие (i) выполнено тривиаль-
ным образом, а условие (ii) выполняется, т. к. ∀i : β.expr A ei, – здесь
очень важно, что при прогонке тривиального выражения, размер вы-
ражения уменьшается (см. 6.5).

2. ti+1 = abstract(ti, β, α) = ti{β := let x1 = e1, . . . , xn = en in e →
}, где α = ancestor(t, β, l), α.expr 6' β.expr, β – нетривиальный
узел, α.expr, β.expr ∈ E , α.expr l β.expr, (e, {}, θ) = α.expr u β.expr,
β.expr = eθ. Необходимо показать, что β – корректен в ti+1.
Условие (i) выполняется тривиальным образом. Из гипотезы индук-
ции и факта, что l(βi.expr) = l(let x1 = e1, . . . , xn = en in e) =

l(βi+1.expr), следует выполнение условия (ii).

3. ti+1 = abstract(ti, α, β) = ti{α := let x1 = e1, . . . , xn = en in e →},
где α = ancestor(t, β, E∗∗c ), α.expr 6 lβ.expr, β – нетривиальный
узел, α.expr, β.expr ∈ E , α.expr l β.expr, (e, θ1, θ2) = α.expr u β.expr,
α.expr = eθ1. Необходимо показать, что α – корректен в ti+1.
Условие (i) выполняется тривиальным образом. Из гипотезы индук-
ции и факта, что l(αi.expr) = l(let x1 = e1, . . . , xn = en in e) =

l(αi+1.expr), следует выполнение условия (ii).

Следствие 116. Построение дерева частичных процессов суперкомпи-
лятором SC∗−− завершается.

Доказательство. Из лемм 114, 115 следует, что выполняются условия
теоремы 95.

6.5 Пересмотр обработки ситуации зацикливания

В случае суперкомпилятора для языка первого порядка [104, 107] нетри-
виальными узлами считаются только узлы вида con〈f〉 и con〈case v of{. . .}〉.



128

Рис. 6.4 Оператор неподвижной точки c глобальным определением

data D = F (D → D);

λf → apply (F (λx → f (apply x x)))(F (λx → f (apply x x)))

where

apply = λx → case x of { F f → f; };

Рис. 6.5 Оператор неподвижной точки без глобального определения

data D = F (D → D);

λf → (λy → case y of { F g → g; })

(F (λx → f ((λy → case y of { F g → g; }) x x)))

(F (λx → f ((λy → case y of { F g → g; }) x x)))

И действительно, в случае языка первого порядка, в частичном дереве
процессов не может возникнуть бесконечная последовательность идущих
подряд тривиальных узлов. Однако, если такое же разбиение узлов на
тривиальные и нетривиальные использовать для суперкомпилятора язы-
ка HLL, то на некоторых примерах он может не завершаться.

Пусть SC0 - суперкомпилятор SC∗−−, в котором нетривиальными уз-
лами являются только узлы с выражениями вида con〈case v of{. . .}〉 и
con〈f〉.

На Рис. 6.4 показано определение оператора неподвижной точки без
использования явной рекурсии. Суперкомпиляция данного выражения
завершается суперкомпилятором SC0, так как при построении дерева
процессов встречаются нетривиальные выражения вида

apply (F (λx → f (apply x x)))(F (λx → f (apply x x)))

Однако, если заменить вызов функции apply на ее определение, то SC0

не завершится! Причина заключается в том, что прогонка измененной
программы (Рис. 6.5) будет порождать только тривиальные выражения,
которые не проверяются на вложение.

Суперкомпилятор SC∗−− завершается на этой программе.
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6.6 Завершаемость остальных суперкомпиляторов

Пусть рассмотрим отношение E• - отношение, выполняющееся для
выражений e1 и e2, если e1 E∗∗ e2 и expClass(e1) = expClass(e2).

Лемма 117 (Вполне-квазиупорядочение E•). (M(prog),E•) – вполне-
квазиупорядочение.

Доказательство. От противного. Предположим, что существует после-
довательность из выраженийM(prog), на которой E• не является вполне-
квазиупорядочением. Поскольку типов редексов конечное число, то най-
дется подпоследовательность из выражений с одинаковым типом редекса.
На ней E• будет вполне-квазиупорядочением. Противоречие.

Следствие 118 (Завершаемость суперкомпилятора SC∗−+). Из леммы
117 следует, что суперкомпилятор SC∗−+ завершается на любой вход-
ной программе.

Теорема 119 (Завершаемость суперкомпилятора SC∗++). Суперкомпи-
лятор SC∗++ завершается на любой входной программе.

Доказательство. От противного. Предположим, что суперкомпилятор
SC∗++ зацикливается на некоторой программе p. Тогда в строящемся
дереве процессов есть бесконечный путь. На этом пути не может быть
бесконечной подпоследовательности глобальных узлов, т.к. такая подпо-
следовательность не допускается отношением E• с учетом глобальных и
локальных узлов, следовательно, на этом пути есть бесконечная цепочка
из подряд идущих локальных узлов. Но это также невозможно в силу
использования отношения E• с учетом глобальных и локальных узлов.
Противоречие.

Утверждение 120 (Завершаемость суперкомпилятора SCijk). Если су-
перкомпилятор SC∗++ завершается на входной программе p, то супер-
компилятор SCijk с любыми рассмотренными параметрами также за-
вершается на программе p.
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6.7 Выводы

Таким образом, в данной главе была показана завершаемость всех
суперкомпиляторов SCijk.

Первое полное описание суперкомпилятора с доказательством завер-
шаемости можно найти в магистерской работе Сёренсена [103]. Суперком-
пилятор Сёренсена работает с ленивым функциональным языком первого
порядка. Затем Сёренсеном был разработан инструментарий для доказа-
тельство завершаемости преобразователей программ, работающих с де-
ревьями [108].

Митчелл и Рансиман описали суперкомпилятор Supero для подмно-
жества функционального языка с ленивой семантикой Haskell [78]. Дока-
зательство завершаемости Supero не опубликовано.

Джонссон и Нордландер описали суперкомпилятор для функциональ-
ного языка с функциями высших порядков с семантикой вызовов по зна-
чению [52] и показали его завершаемость [51].

Данная работа отличается от [78, 52] в следующем:

• При проверке на гомеоморфное вложение HOSC различает связан-
ные переменные (вкладываются только соответствующие связанные
переменные). Поэтому свисток HOSC срабатывает реже, чем свисток
в [78, 52], и происходит меньше переобобщений.

• HOSC проверяет только вложение через сцепление – это гарантирует
наличие нетривиального тесного обобщение. HOSC однозначно стро-
ит обобщение. В [78, 52] свисток срабатывает и при погружении –
в данном случае может отсутствовать наиболее тесное обобщение и
возникает неоднозначность при построении обобщения.

• В [78, 52] глобальные функции имеют фиксированную арность и каж-
дый вызов глобальной функции должна быть насыщенным по аргу-
ментам. Поэтому в [78, 52] иногда в программу приходится искус-
ственно вставлять λ-абстракции, чтобы избежать частичного приме-
нения глобальной функции. HOSC не имеет такого ограничения и
допускает любые (корректно типизированные) частичные апплика-
ции.

Главной новизной данной главы является доказательство того, что
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уточненное гомеоморфное вложение, различающее связанные перемен-
ные, все равно остается вполне-квазиупорядочением на множестве выра-
жений возникающих во время суперкомпиляции (а не на всем множестве
выражении). Однако, этого достаточно для завершаемости суперкомпи-
лятора. Вдобавок, использование более утонченного вложения позволяет
в некоторых случая избежать переобобщения.
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Глава 7

Распознавание эквивалентности выражений

Программирование в функциональном стиле позволяет разработчи-
кам писать модульные, поддерживаемые и элегантные программы. Одна-
ко, за эти преимущества приходиться платить скоростью работы функ-
циональных программ. Использование промежуточных структур данных,
функций высшего порядка, ленивого порядка вычислений и композиций
функций может существенно увеличить накладные расходы на исполне-
ние такой программы. Первоначально суперкомпиляция разрабатывалась
как средство оптимизации программ, написанных на функциональном
языке Рефал [113, 116].

Оказалось, что суперкомпиляцию можно применять не только для оп-
тимизации программ, но и для анализа программ и для верификации.

А именно: в результате преобразования программы средствами супер-
компиляции может получиться программа, эквивалентная исходной про-
грамме, но с более простой структурой, такой, что не совсем очевидные
свойства исходной программы могут стать очевидными и легко доказуе-
мыми для остаточной программы.

Более того, если некоторое знание можно формально представить в
виде программы, суперкомпиляцию можно использовать для анализа за-
кодированного знания, а также для того, чтобы выявить и явным обра-
зом выразить нетривиальные, скрытые факты (свойства) закодированно-
го знания.

Таким образом, в анализе программ суперкомпиляция может играть
роль (по крайней мере, потенциально) рентгена в радиографии.



133

7.1 Моделирование знаний в виде программ

Предположим, что мы хотим закодировать некоторое знание в виде
программы, чтобы подвергнуть ее анализу с помощью суперкомпиляции.
Какой язык программирования можно считать пригодным для данных
целей? Можно утверждать, что:

1. Семантика языка должна быть чётко определена.

2. Желательно, чтобы суперкомпилятору было относительно легко об-
рабатывать программы на этом языке, особенно если требуется стро-
гое сохранение семантики программы.

3. Язык должен быть удобен для представления знаний в виде про-
грамм. В частности, поддержка бесконечных структур данных удоб-
на для для представления бесконечной последовательности событий
и тому подобного.

4. Желательно иметь возможность работать с функциями как с данны-
ми. Это полезно для формулировки и доказательства утверждений
“высшего порядка” – с функциями, стоящими под кванторами.

Первый аргумент уместен, поскольку мы заинтересованы в анализе
программ, что достаточно затруднительно для языка с неясной семанти-
кой. Таким образом, функциональный язык программирования является
подходящим вариантом в силу прозрачной и простой семантики.

Второе требование легче выполнимо в случае функционального языка
с ленивой, а не строгой семантикой вычислений, поскольку многие методы
преобразования программ (включая суперкомпиляцию и дефорестацию)
основаны на моделировании ленивого вычисления. Если применять такие
методы для языков со строгой семантикой вычислений, могут быть нару-
шены свойства завершаемости. Этого, в принципе, можно избежать, если
накладывать некоторые ограничения на входную программу. Например,
суперкомпиляция сохраняет свойства завершаемости, если входная про-
грамма всегда завершается (см. абсолютное функциональное программи-
рование [126]). Другой подход заключается в ограничении преобразова-
ний, осуществляемых во время суперкомпиляции, что требует некоторого
дополнительного анализа [49]. Однако для применения суперкомпиляции
к анализу программ самым простым решением будет предположить ле-
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нивость входного языка. Кроме того, для ленивого языка естественным
образом выполняется третье требование.

Четвертое требование основано на том, что практически в любом язы-
ке программирования аргументы функции можно понимать как находя-
щиеся под квантором всеобщности. Таким образом, определение функции
можно интерпретировать как “для любых аргументов x, y, . . . ” Если мы
работаем с языком первого порядка, то мы можем обобщенно рассматри-
вать данные первого порядка. Однако, если мы работаем с языком выс-
шего порядка, мы можем также абстрагировать функции. Функции могут
представлять правила, преобразования, стратегии и т.п.

Помимо прочего, бывают случаи, когда результаты суперкомпиляции
сложно представить, используя язык первого порядка [93].

Таким образом, можно считать, что язык HLL хорошо подходит для
моделирования знаний в виде программ.

7.2 Доказательство свойств программ методами су-
перкомпиляции

Как было показано Турчиным [116, 125], некоторые свойства про-
грамм могут быть доказаны с помощью преобразования программ. На-
пример, пусть дана функция f (в виде программы), и мы хотим доказать,
что для любого аргумента x результат, возвращаемый функцией f , удо-
влетворяет некоторому свойству p. Тогда мы можем закодировать свой-
ство p в виде программы и попытаться “упростить” выражение p(f(x))

с помощью суперкомпилятора. Если структура преобразованного супер-
компилятором выражения настолько проста, что несложно видеть, что
вычисление выражения всегда завершается и результатом не может быть
False, мы можем заключить, что результатом вычисления исходного вы-
ражения p(f(x)) всегда является True. Следовательно, результат вычис-
ления f(x) всегда удовлетворяет свойству p.

Предположим, что написана библиотека на языке HLL, фрагмент ко-
торой показан на Рис. 7.1. Функция append конкатенирует два списка.
Функция containsA определяет, содержится ли в списке элемент A.

Допустим, мы хотим проверить свойство этих функций: при конкате-
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Рис. 7.1 Фрагмент первой версии библиотеки

data List a = Nil | Cons a (List a);
data Enum = A | B;
data B = True | False;

append = λxs ys →
case xs of {

Nil → ys;
Cons z zs → Cons z (append zs ys);

};

containsA = λxs →
case xs of {

Nil → False;
Cons x1 xs1 → case x1 of{

A → True;
B → containsA xs1;

};
};

нации трех списков, один из которых состоит из одного элемента A полу-
чается список l, для которого containsA l возвращает True.

При тестировании проверяется выполнение этого свойства на конкрет-
ных данных:

containsA (app Nil (app (Cons A Nil) Nil))

containsA (app (Cons B Nil) (app (Cons A Nil) (Cons B Nil)))

...

Гарантировать, что это свойство выполняется для любого набора спис-
ков, при помощи тестирования не представляется возможным, так как
таких наборов бесконечно много. Необходимо показать, что вычисление
выражения

containsA (app x (app (Cons A Nil) z))

может завершиться только с результатом True для любых списков x и z.
Но суперкомпиляция при построении частичного дерева процессов рас-

сматривает все возможные множества данных. Результат суперкомпиля-
ции выражения containsA (app xs (app (Cons A Nil) zs)) приведен
на Рис. 7.2.
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Рис. 7.2 containsA (append xs (append (Cons A Nil) zs)): результат
суперкомпиляции

data List a = Nil | Cons a (List a);
data Enum = A | B;
data B = True | False;

letrec f = λu1 →
case u1 of {

Nil → True;
Cons t w → case t of {

A → True;
B → f w;

};
}

in f xs

Видно, что единственным возможным результатом вычисления мо-
жет быть только True. На некоторых списках, допустим, когда список xs

является бесконечным и состоит только из элементов B, вычисление не
завершается, но результатом вычисления не может быть False.

Предположим, что при дальнейшей разработке библиотеки, как это
обычно бывает, частные случаи были обобщены – функция containsA бы-
ла обобщена до функции contains, которая принимает предикат и список
и проверяет, существует ли в списке элемент, удовлетворяющий предика-
ту p – см. Рис. 7.2.

Теперь свойство кодируется как:

contains (equals A) (append xs (append (Cons A Nil) zs))

Однако, можно вместо конкретного элемента А рассматривать произ-
вольный элемент y и рассмотреть более общее свойство:

contains (equals y) (append xs (append (Cons y Nil) zs))

Результат суперкомпиляции этого выражения приведен на Рис. 7.4.
С помощью простого анализа показывается, что результатом выполне-
ния остаточной программы может быть только True, а значит contains

(equals y) (append xs (append (Cons y Nil) zs)) может завершить-
ся только с результатом True.
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Рис. 7.3 Фрагмент второй версии библиотеки

data List a = Nil | Cons a (List a);
data Enum = A | B;
data B = True | False;

append = λxs ys →
case xs of {

Nil → ys;
Cons z zs → Cons z (append zs ys);

};

contains = λp xs →
case xs of {

Nil → False;
Cons x1 xs1 → or (p x1) (contains p xs1);

};

equals = λx y → case x of {
A → case y of {A → True; B → False;};
B → case y of {A → False; B → True;};

};

or = λx y → case x of {True → True; False → y;};

Рис. 7.4 contains (equals y) (append xs (append (Cons y Nil)
zs)): результат суперкомпиляции

data List a = Nil | Cons a (List a);
data Enum = A | B ;
data B = True | False ;

letrec f = λv9 w9 →
case v9 of {

Nil → case w9 of { A → True; B → True; };
Cons s4 p5 →

case w9 of {
A → case s4 of { A → True; B → f p5 A; };
B → case s4 of { A → f p5 B; B → True; };

};
}

in f xs y
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Недавно Немытых и Лисица показали плодотворность такого подхо-
да [71] к тестированию программ, – верификация ряда кэш-когерентных
протоколов была осуществлена с помощью суперкомпилятора SCP4.

7.3 Доказательство эквивалентности выражений

7.3.1 Доказательство эквивалентности выражений, основанное
на равенстве

Как было показано Турчиным [113], доказательство эквивалентности
двух выражений t1 и t2 можно свести к доказательству свойства од-
ного одного выражения. А именно: если equals – функция, проверяю-
щая равенство двух значений, мы можем сконструировать выражение
equals t1 t2 и подвергнуть его суперкомпиляции, чтобы показать, что
результатом его вычисления может быть только True.

Рассмотрим программу на Рис. 7.5, в которой определена функция
plus принимающая в качестве параметров два натуральных числа (в
унарной системе) и возвращающая их сумму. Мы хотим показать, что

equals (plus (S x) y) (plus x (S y))

или, в более “математической” записи, что

(x+ 1) + y = x+ (y + 1)

Результат суперкомпиляции этой программы показан на Рис. 7.6. Не-
сложно видеть, что в результате вычисления преобразованной программы
никогда не может получиться False. Однако, в рассуждениях такого рода
остаются непроясненные моменты.

Пусть вычисление выражения equals t1 t2 не может завершиться с
результатом False. Значит ли это, что t1 и t2 действительно “эквива-
лентны”?

Естественно, ответ зависит от того, как мы определяем понятие “эк-
вивалентность”. Доказательство эквивалентности выражений, основанное
на равенстве предполагает следующее:

1. Существует заранее определенная (встроенная) функция equals, или,
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Рис. 7.5 (x+ 1) + y = x+ (y + 1): исходная программа

data Nat = Z | S Nat;
data Boolean = True | False;

equals (plus (S x) y) (plus x (S y)) where

plus = λx y →
case x of {

Z → y;
S x1 → S (plus x1 y);

};

equals = λx y →
case x of {

Z →
case y of {

Z → True;
S y1 → False;

};
S x1 →

case y of {
Z → False;
S y1 → equals x1 y1;

};
};

по крайней мере, equals можно определить для результатов вычис-
ления t1 и t2.

2. Все рассматриваемые структуры данных – конечны.

3. Вычисление t1 и t2 всегда завершается.

Предположение 1 обычно верно в случае аппликативных функцио-
нальных языков первого порядка (как Рефал [113, 71]). Однако, в случае
языков высшего порядка возникают некоторые проблемы, так как резуль-
таты вычисления t1 и t2 могут оказаться функциональными значениями,
которые невозможно проверить на равенство.

Предположение 2 не выполняется автоматически в случае языков с
ленивой семантикой (даже первого порядка).

Предположение 3 может быть неверным во многих интересных слу-
чаях. К примеру, если t1 и t2 оперируют бесконечными структурами
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Рис. 7.6 (x+ 1) + y = x+ (y + 1): преобразованная программа

data Nat = Z | S Nat;
data Boolean = True | False;

letrec f = λp2 r2 →
case p2 of {

Z → letrec g = λs2 →
case s2 of {

Z → True;
S w → g w;

} in g r2;
S p1 → f p1 r2;

}
in f x y

данных и никогда не завершаются, но тем не менее, эквивалентны (т.е.
имеют один и тот же смысл в соответствии с семантикой языка).

7.3.2 Доказательство эквивалентности выражений, основанное
на нормализации

Чтобы избавиться от рассмотрения предикатов равенства нам нуж-
но другое, более общее определение эквивалентности выражений, чем в
случае языка первого порядка. Напомним, что мы понимаем эквивалент-
ность двух выражений в операционном смысле [87]:

Грубо говоря, два выраженияM иM ′ некоторого языка програм-
мирования эквивалентны, если любые вхождения выражений M
и M ′ во всей программе могут быть взаимно заменены друг на
друга, не затрагивая результат вычисления.

В частности, процитированное определение предполагает, что две про-
граммы эквивалентны самым тривиальным образом, если они текстуаль-
но совпадают друг с другом.

Пусть A⇒sc A
′ обозначает что A′ по смыслу эквивалентно A и может

быть получено как результат суперкомпиляции A, или, другими словами,
⇒sc есть “отношение суперкомпиляции” (в терминологии Климова [56]).
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Пусть∼= обозначает эквивалентность и≡ означает “равенство текстов”.
Верно следующее:

A⇒sc A
′ B ⇒sc B

′ A′ ≡ B′

A ∼= B

Или, проще говоря, если в результате суперкомпиляции A и B получаются
программы, совпадающие текстуально, то A и B – эквивалентны.

Таким образом, суперкомпиляцию можно рассматривать как преоб-
разование, которое в некотором смысле нормализует выражения. Неко-
торые другие методы преобразования также можно рассматривать как
нормализующие [10, 11, 19, 27].

Заметим, что общая идея доказательства эквивалентности через нор-
мализацию является хорошо известной и является стандартной техникой
в таких областях как, например, компьютерная алгебра. Идея исполь-
зовать суперкомпиляцию для нормализации была высказана Лисицей и
Вебстером [73] и была применена для доказательства эквивалентности
программ на функциональном языке первого порядка, при условии, что
программы оперируют только конечными данными и гарантированно за-
вершаются.

Мы утверждаем, что этот подход применим и к программам на
языке высшего порядка, даже в случае, когда используются бес-
конечные структуры данных и на некоторых входных значениях
программа может не завершаться.

Рассмотрим программу на Рис. 7.7, содержащую определения несколь-
ких хорошо известных функций, работающих со списками. В результа-
те суперкомпиляции выражения map (compose f g) xs получается про-
грамма, показанная на Рис. 7.8. С другой стороны, результате суперком-
пиляции выражения (compose (map f) (map g)) xs получается та же
самая остаточная программа (с точностью до переименования связанных
переменных)! Следовательно, мы доказали, что верно следующее:

map (compose f g) xs = (compose (map f)(map g)) xs

для всех f, g, и xs, допустимых системой типизации языка HLL. От-
метим, что данное утверждение верно для любых списков xs, включая
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Рис. 7.7 Функции над списками

data List a = Nil | Cons a (List a);
data Boolean = True | False;
data Pair a b = P a b;

compose = λf g x → f (g x);
unit = λx → Cons x Nil;
rep = λxs → append xs;
abs = λf → f Nil;
iterate = λf x → Cons x (iterate f (f x));
fp = λp1 p2 → case p1 of {

P a1 a2 → case p2 of { P b1 b2 → P (a1 b1) (a2 b2); };
};
map = λf xs → case xs of {

Nil → Nil;
Cons x1 xs1 → Cons (f x1) (map f xs1);

};
join = xs → case xs of

Nil → Nil;
Cons x1 xs1 → append x1 (join xs1);

};
append = λxs ys → case xs of {

Nil → ys;
Cons x1 xs1 → Cons x1 (append xs1 ys);

};
idList = λxs → case xs of {

Nil → Nil;
Cons x1 xs1 → Cons x1 (idList xs1);

};
filter = λp xs → case xs of {

Nil → Nil;
Cons x xs1 → case p x of {

True → Cons x (filter p xs1);
False → filter p xs1;

};};
zip = λp → case p of { P xs ys → case xs of {

Nil → Nil;
Cons x1 xs1 → case ys of {

Nil → Nil;
Cons y1 ys1 → Cons (P x1 y1) (zip (P xs1 ys1));};

};
};
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Рис. 7.8 Результат суперкомпиляции map (compose f g) xs

data List a = Nil | Cons a (List a)
letrec h = λys →

case ys of {
Nil → Nil;
Cons y1 ys1 → Cons (f (g y1)) (h ys1);

}
in h xs

бесконечные списки и ⊥, чьи элементы могут быть данными первого по-
рядка, функциями или ⊥. Также отметим, что функции f и g могут не
завершаться.

Таким образом, подход, основанный на нормализации, позволяет
доказывать утверждения, которые даже невозможно сформули-
ровать в терминах подхода, основанного на равенстве.

В специализаторе HOSC реализован распознаватель эквивалентных
выражений, в основе которого лежит подход, основанный на нормализа-
ции выражений. Ниже приведены примеры эквивалентных выражений,
распознаваемых суперкомпилятором SC∗++:

compose (map f) unit = compose unit f

compose (map f) join = compose join (map (map f))

append (map f xs) (map f ys) = map f (append xs ys)

append (append xs ys) zs = append xs (append ys zs)

filter p (map f xs) = map f (filter (compose p f) xs)

iterate f (f x) = map f (iterate f x)

map (compose f g) xs = (compose (map f)(map g)) xs

rep (append xs ys) zs = (compose (rep xs) (rep ys)) zs

(compose abs rep) xs = idList xs

map (fp (P f g)) (zip (P x y)) = zip (fp (P (map f) (map g)) (P x y))

append r (Cons p ps) =

case (append r (Cons p Nil)) of {

Nil → ps;

Cons v vs → Cons v (append vs ps);

}
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Отметим, что некоторые из приведенных пар эквивалентных выраже-
ний являются так называемыми “бесплатными” теоремами [128, 45].

На сайте проекта можно найти подборку примеров распознавания эк-
вивалентных выражений. В качестве тестов для проверки способности су-
перкомпилятора HOSC распознавать эквивалентнтость выражений рас-
сматриваются примеры из первой главы книги “Алгебра программирова-
ния” Ричарда Бёрда [14], где эквивалентность выражений доказывается
ручными преобразованиями. Суперкомпилятор HOSC распознает эквива-
лентость всех 25 примеров в полностью автоматическом режиме. Стоит
отметить, что если использовать в качестве свистка не предложенное ав-
тором уточненное вложение E∗∗, а адаптацию классического вложения
E, то суперкомпилятор HOSC распознает лишь 6 эквивалентностей из
25. Это показывает плодотворность использования уточненного вложе-
ния E∗∗.

Пусть дана программа на Рис. 7.5, ассоциативность сложения может
быть доказана с помощью суперкомпиляции обоих частей уравнения:

plus (plus x y) z = plus x (plus y z)

Можно ожидать, что коммутативность сложения

plus x y = plus y x

также может быть доказана описанным методом. Однако, это не так, про-
сто потому, что это предположение неверно. Язык HLL – язык с ленивым
порядком вычислений, поэтому

plus (S Z) ⊥ (S ⊥),

но

plus ⊥ (S Z) = ⊥

7.3.3 Генерация множеств эквивалентных выражений

Поскольку множество всех выражений (использующих функции и кон-
структоры из данной программы) рекурсивно перечислимо, используя из-
ложенный метод можно сконструировать генератор, производящий мно-
жества эквивалентных выражений. Простая процедура может быть та-
кой.
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Рис. 7.9 Монада Maybe

data Maybe a = Just a | Nothing;

compose = λf g x → f (g x);
return = λx → Just x;
fmap = λf m → case m of {

Nothing → Nothing;
Just x → Just (f x);

};
join = λm k → case m of {

Nothing → Nothing;
Just x → k x;

};
id = λm → case m of {

Nothing → Nothing;
Just x → Just x;

};
gid = λx → x;
bind = λm k → join m (λx → k);
mzero = Nothing;

Вначале генерируем потенциально бесконечную последовательность
выражений, упорядоченную по размеру выражения. Далее, эта последо-
вательность фильтруется, – остаются только корректно типизированные
выражения. Затем оставшиеся выражения нормализуются суперкомпиля-
цией и разбиваются на классы эквивалентности предложенным методом.

Очевидно, что описанная выше процедура “неполна”, так как пробле-
ма эквивалентности программ алгоритмически неразрешима в общем слу-
чае. Таким образом, для любого суперкомпилятора есть эквивалентности,
которые он не доказывает. Однако, важная деталь описанной выше про-
цедуры заключается в том, что она способна автоматически распознавать
эквивалентность выражений, а не только доказывать ее.

7.4 Проверка корректности реализаций монад

В языке Haskell существуют требования к согласованности некоторых
операций, которые определяются программистом при реализации мона-
ды. Монада – это некоторый алгебраический тип данных и набор функций
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Рис. 7.10 Монада List

data List a = Nil | Cons a (List a);

compose = λf g x → f (g x);
foldr = λf z xs →

case xs of {
Nil → z;
Cons y ys → f y (foldr f z ys);

};
append = λxs ys →

case xs of {
Nil → ys;
Cons x1 xs1 → Cons x1 (append xs1 ys);

};
map = λf xs →

case xs of {
Nil → Nil;
Cons x1 xs1 → Cons (f x1) (map f xs1);

};
fmap = map;
join = λm k → foldr (compose append k) Nil m;
return = λx → Cons x Nil;
id = λx → case x of {

Nil → Nil;
Cons y ys → Cons y (id ys);

};
gid = λx → x;
mzero = Nil;
bind = λm k → join m (λx → k);

для операций над значениями типов. Монада определяется следующи-
ми операциями (некоторые из них не являются обязательными): return,
join, bind, fmap, mzero. Монадические операции, определяемые програм-
мистом, должны удовлетворять следующим соотношениям:

1. ∀a, k. join (return a) k ∼= k a

2. ∀m, k, h. join m (λx→ join (k x) h) ∼= join (join m k) h

3. ∀m. join m return ∼= id m

4. ∀f, g, xs. fmap (compose f g) xs ∼= compose (fmap f) (fmap g) xs

5. ∀f, xs. fmap gid xs ∼= id xs

6. ∀f, xs. fmap f xs ∼= join xs (compose return f)
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Рис. 7.11 Монада State

data Pair a b = P a b;

compose = λf g x → f (g x);
gid = λx → x;
idP = λp → case p of {

P a b → P a b;
};
fmap = λf m s → case m s of {

P a s1 → P (f a) s1;
};
id = λf x → idP (f x);
return = λa s → P a s;
join = λm k s → case m s of {

P a s1 → k a s1;
};
bind = λm k → join m (λx → k);
mzero = λs → undefined;
undefined = undefined;

7. ∀f. join mzero f ∼= mzero

8. ∀v. bind v mzero ∼= mzero

Компилятор языка Haskell не способен проверить выполнения этих
соотношений для конкретной реализации монады.

Однако, эта задача сводится к распознаванию эквивалентности выра-
жений. На рисунках 7.9, 7.10, 7.11 приведены реализации монад Maybe,
List и State соответственно1.

Мы использовали суперкомпилятор SC∗++ для проверки корректно-
сти реализаций монад. Результаты раcпознавания эквивалентностей сре-
ди монадических законов применительно к реализациям монад показа-
ны на Рис. 7.12. В 22 двух случаях из 24 обе части соотношения были
приведены через нормализацию суперкомпиляцией к одному и тому же
синтаксическому виду.

Для монад Maybe и List остаточные программы, полученных при про-
верке 8-го соотношения, не совпали.

1В реальной библиотека языка Haskell реализации имеют несколько иной вид из-за
использования типовых классов, в языке HLL мы не рассматриваем типовые классы,
поэтому на рисунках приведены адаптации реализаций монад для языка HLL.
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Рис. 7.12 Проверка корректности монад
Maybe List State

(1) + + +
(2) + + +
(3) + + +
(4) + + +
(5) + + +
(6) + + +
(7) + + +
(8) - - +

Рассмотрим вначале монаду Maybe. При суперкомпиляции выраже-
ния bind v mzero получается:

case v of {

Nothing → Nothing;

Just s → Nothing;

}

В то время как суперкомпиляция выражения mzero дает:

Nothing

Простой анализ показывает, что соотношение выполняется только для
строгих v (вычисление v завершается). Достаточно просто находится при-
мер, когда соотношение не выполняется. Например при v равном

letrec x = x in x

вычисление первого выражения зацикливается, в то время как результа-
том вычисления второго выражения всегда является Nothing.

Рассмотрим теперь монаду List. При суперкомпиляции выражения
bind v mzero получается:

letrec f= λx → case x of {

Nil → Nil;

Cons y z → (f z);

}

in f v

В то время как суперкомпиляция выражения mzero дает:
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Nil

Аналогично показывается, что соотношение выполняется только для стро-
гих v (вычисление v завершается и представляют конечный список). До-
статочно просто находится пример, когда соотношение не выполняется.
Например при v равном

letrec x = Cons Nil x in x

вычисление первого выражения зацикливается, в то время как результа-
том вычисления второго выражения всегда является Nil.

То, что 8-е соотношение выполняется только для строгих значений
является известным фактом, который выявляется трансформационным
анализом.

Стоит отметить, что даже в случае, когда остаточные программы при
проверке эквивалентности выражений через нормализацию суперкомпи-
ляцией не совпадают, анализ остаточных программ может дать полезную
информацию.

Таким образом, мы показали практическую применимость подхода
доказательства эквивалентности выражений с помощью суперкомпиля-
ции.

7.5 Выводы

Мы показали, что можно доказывать эквивалентность выражений с
помощью суперкомпиляции без использования предиката равенства, что
делает такой метод применимым для языков высшего порядка с ленивой
семантикой вычислений.
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Глава 8

Метод многоуровневой суперкомпиляции

Концепция метасистемного перехода была описана В.Ф. Турчиным
в его книге 1977 года “Феномен науки” [124]. В контексте информатики,
Турчин формулировал (несколько упрощенно) главную идею метасистем-
ного перехода следующим образом [125]:

Расмотрим некоторую систему S произвольного типа. Пусть су-
ществует способ создавать ее копии, возможно с вариациями.
Пусть эти системы объединены в новую систему S′, для кото-
рой системы типа S являются подсистемами, и которая облада-
ет некоторым механизмом наблюдения, контроля, модификации
и воспроизведения подсистем S. Будем называть S′ метасисте-
мой по отношению к S и создание S′ – метасистемным пере-
ходом. В результате последовательных метасистемных переходов
возникает многоуровневая иерархия управления, демонстрирую-
щая сложные формы поведения.

Проекции Футамуры [29] могут служить хорошим примером метаси-
стемного перехода. Пусть p – программа, i – интерпретатор и s – спе-
циализатор программ. Тогда s(i, p) можно рассматривать как результат
компиляции программы p (“первая проекция”), s(s, i) можно рассматри-
вать как компилятор (“вторая проекция”) и s(s, s) можно рассматривать
как генератор компиляторов (“третья проекция”). (Ершов ссылается на
вторую проекцию Футамуры как на “теорему Турчина о двойной прогон-
ке” [28].)
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Во второй проекции для вычисления s(s, i) необходимо иметь две ко-
пии специализатора s, причем вторая копия “наблюдает и управляет” пер-
вой. В третьей проекции 3 копии s: третья управляет второй, которая
управляет первой. Более того, как показано Робертом Глюком [30], мож-
но рассматривать и четвертую проекцию, соответствующую следующему
метасистемному переходу.

Проекции Футамуры – не единственный способ применить идею мета-
системного перехода, комбинируя преобразователей программ. В данной
главе рассматривается другой метод построения многоуровневой иерар-
хии управления, используя суперкомпиляторы в качестве элементарных
строительных блоков.

Известно, что классическая суперкомпиляция неудовлетворительно
преобразует нелинейные (т.е. содержащие повторные переменные) выра-
жения и функции с накапливающими параметрами. Мы покажем, как
глубина преобразования суперкомпилятора может быть увеличена, если
создать несколько копий классического суперкомпилятора, управляющих
друг другом. Такой тип суперкомпиляции, основанный на комбинации
нескольких метауровней будем называть многоуровневой суперкомпиля-
цией.

Метод, рассматриваемый в данной главе [64], является (концептуаль-
но) простым и модульным и основан на применении улучшающих лемм
[96, 97], которые автоматически генерируются суперкомпилятором ниж-
него уровня для суперкомпилятора верхнего уровня.

8.1 Многоуровневая суперкомпиляция

Для краткости выкладок будем под суперкомпилятором HOSC пони-
мать суперкомпилятор SC∗−+

1. Cхема HOSC в форме псевдокода пока-
зана на Рис. 8.1.
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Рис. 8.1 Алгоритм базового суперкомпилятора

def scp(tree)
b = unprocessed_leaf(tree)
if b == null

return makeProgram(tree)
if trivial(b)

return scp(drive(b, tree))
a = ancestor(tree, b, renaming)
if a != null

return scp(fold(tree, a, b))
a = ancestor(tree, b, instance)
if a != null

return scp(abstract(tree, b, a))
a = ancestor(tree, b, whistle)
if a == null

return scp(drive(b, tree))
return scp(abstract(tree, a, b))

Рис. 8.2 even (double x Z): исходная программа

data Bool = True | False;
data Nat = Z | S Nat;

even (double x Z) where

even = λx →
case x of {

Z → True;
S x1 → odd x1;

};

odd = λx →
case x of {

Z → False;
S x1 → even x1;

};

double = λx y →
case x of {

Z → y;
S x1 → double x1 (S (S y));

};
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Рис. 8.3 even (double x Z): прогонка

even (double x Z)

case (double x Z) of {Z → True; S y → odd y;}

case case x of {Z → Z; S z → double z (S (S Z));}
of {Z → True; S y → odd y;}

True
x = Z

case (double n (S (S Z))) of {Z → True; S m → odd m;}

x = S n

Рис. 8.4 The result of “zero-level” supercompilation

letrec
f = λw2 p2 →

case w2 of {
Z →

letrec g = λr2 →
case r2 of {

S r →
case r of {

Z → False;
S z2 → g z2;

};
Z → True;

}
in g p2;

S z → f z (S (S p2));
}

in f x Z

8.1.1 Накапливающий параметр: базовая суперкомпиляция

Попробуем применить суперкомпилятор HOSC к программе, приве-
денной на Рис. 8.2. После первых шагов прогонки получается (незавер-
шенное) дерево процессов, показанное на Рис. 8.3.

В этот момент срабатывает свисток, – в конфигурацию b вкладыва-
ется встреченная ранее конфигурация a, но конфигурация b не является
подконфигурацией a:

1Использование суперкомпилятора SC∗++ применительно к примерам данной гла-
вы дает те же самые результаты, но деревья процессов получаются намного объемнее.
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Рис. 8.5 Результат применения леммы

letrec f = λt →
case t of {

Z → True;
S s → f s;

}
in f x

case double x Z of {Z → True; S y → odd y);}

E∗∗c case double n (S (S Z)) of {Z → True; S m → odd m;}

Суперкомпилятору HOSC приходится удалить целое поддерево, располо-
женное ниже a и обобщить a, – заменить a на конфигурацию a′, накры-
вающую a и b. В результате дальнейшей суперкомпиляции получается
остаточная программа, приведенная на Рис. 8.4.

Результат суперкомпиляции корректен, но является неудовлетвори-
тельным. В целевом выражении even (double x Z) внутренняя функ-
ция double удваивает свой аргумент, а внешняя функция even проверяет,
является ли результат четным числом. Таким образом, в результате вы-
числения целевого выражения не может получиться False. Это трудно
увидеть, глядя на остаточную программу, поскольку в остаточной про-
грамме встречается False.

8.1.2 Накапливающий параметр: применение леммы

Как было показано Бёрсталлом и Дарлингтоном [17], возможности
системы преобразования программ могут быть расширены, если ей при
преобразованиях использовать леммы или алгебраические законы (такие,
как ассоциативность и коммутативность сложения и умножения). При-
менительно к суперкомпиляции это сводится к замене конфигурации в
дереве процессов на эквивалентную конфигурацию.

Вернемся к дереву процессов на Рис. 8.3. Результат суперкомпиляции
получился неудовлетворительным, потому что суперкомпилятору HOSC
пришлось обобщить конфигурацию в узле, что в итоге привело к поте-
ре точности преобразований. Но мы можем избежать обобщения, если
применим попробуем использовать лемму об эквивалентности следующих
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выражений:

case double n (S (S Z)) of {Z → True; S m → odd m;} ∼=
∼= even (double n Z)

Заменяем левую часть на правую. Конфигурация even (double n Z) те-
перь является переименованием уже рассмотренной ранее конфигурации,
и суперкомпилятор может зациклить соответствующие узлы. В результа-
те такой замены получается программа, показанная на Рис. 8.5. Отметим,
что в этот раз в остаточной программе отсутствует конструкция False,
то есть суперкомпилятору удалось показать, что в результате вычисления
программы не может получиться False.

Таким образом, есть основания полагать, что полезно использовать
такие леммы во время суперкомпиляции, но остаются вопросы: (1) как
доказывать леммы и (2) как находить леммы.

Как было показано в предыдущей главе, доказывать леммы об экви-
валентности выражений можно с помощью суперкомпиляции.

8.1.3 Соединение суперкомпиляторов, переход к многоуровне-
вой суперкомпиляции

Как мы показали, возможности суперкомпиляции могут быть расши-
рены за счет применения лемм (замены выражений на эквивалентные
выражения). С другой стороны, суперкомпилятор сам может быть ис-
пользован для распознавания эквивалентности двух выражений. Тогда,
применяя к этому принцип метасистемного перехода [124, 125], как след-
ствие получается идея многоуровневой суперкомпиляции: построим баш-
ню суперкомпиляторов, – суперкомпиляторы верхнего уровня управляют
суперкомпиляторами, расположенными ниже, чтобы получить (и затем
применить) полезные леммы.

Это можно сделать, незначительно изменив схему суперкомпилято-
ра: добавим новый параметр n – уровень суперкомпиляции – к функции
scp(tree), приведенной на Рис. 8.1. Измененный алгоритм суперкомпи-
ляции приведен на Рис. 8.6.

Отметим, что при n = 0 алгоритм вырождается в алгоритм “классиче-
ской” суперкомпиляции. Но в случаях, когда n > 0 активный суперкомпи-
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Рис. 8.6 Алгоритм многоуровневой суперкомпиляции

def scp(tree, n)
b = unprocessed_leaf(tree)
if b == null
return makeProgram(tree)

if trivial(b)
return scp(drive(b, tree), n)

a = ancestor(tree, b, renaming)
if a != null
return scp(fold(t, a, b), n)

a = ancestor(tree, b, instance)
if a != null
return scp(abstract(tree, b, a))

a = ancestor(tree, b, whistle)
if a == null
return scp(drive(b, tree), n)

if n > 0
e = findEqExpr(b.expr, n)
if e != null
return scp(replace(tree, b, e), n)

return scp(abstract(tree, a, b))

def findEqExpr(e1, n)
e = scp(e1, n-1)
cands = candidates(e1, n)
for cand <- cands
if equivalent(scp(cand, n-1), e)
return cand

return null

def candidates(e1, n)
...

...

лятор вызывает функцию findEqExpr(b.expr,n) и передает ей в качестве
аргументов выражение в текущем узле b и активный уровень суперкомпи-
ляции. Эта функция пытается выдать как результат выражение, эквива-



157

лентное выражению b.expr, генерируя множество выражений-кандидатов
и выбирая из этого множества выражения, которые распознаны как эк-
вивалентные выражению b.expr. Причем распознавание эквивалентных
выражений осуществляется через вызов суперкомпилятора на один уро-
вень ниже: n - 1.

8.1.4 Генерация множества остаточных программ

Алгоритм на Рис. 8.6 предполагает единственность результата супер-
компиляции. Однако, в процессе суперкомпиляции возникают ситуации,
когда у суперкомпилятора есть возможность выбора из нескольких вари-
антов. Таким образом, если в таких ситуация мы не будем выбирать один-
единственный вариант развития событий, а будем рассматривать несколь-
ко (или даже все множество) возможных вариантов, то для данной исход-
ной программы можно получить несколько (эквивалентных) остаточных
программ.

Это можно использовать для расширения возможностей распознава-
ния эквивалентных выражений, основанного на нормализации суперком-
пиляцией. Пусть требуется проверить эквивалентность двух выражений
e1 и e2. Вместо генерации и сравнения только двух остаточных выра-
жений, мы можем подвергнуть e1 и e2 суперкомпиляции, получить два
множества остаточных выражений и попытаться найти выражение, при-
надлежащее обоим множествам.

Для осуществления этой идее нам необходим вариант суперкомпиля-
тора, выдающий множество остаточных программ (см. Рис. 8.7). Этот
вариант суперкомпилятора, вместо того, чтобы выбрать некоторое при-
емлемое выражение из множества кандидатов, рассматривает все подхо-
дящие выражения. Отметим, что при любом n множество остаточных
программ включает результат базового суперкомпилятора (n = 0).

8.1.5 Несколько открытых вопросов

На Рис. 8.6 и Рис. 8.7 в схематичной форме представлена идея много-
уровневой суперкомпиляции. Однако остается несколько неразрешенных
вопросов:
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Рис. 8.7 Алгоритм многоуровневой суперкомпиляции: несколько оста-
точных программ

def scp(tree, n)

b = unprocessed_leaf(tree)

if b == null

return [makeProgram(tree)]

if trivial(b)

return scp(drive(b, tree), n)

a = ancestor(tree, b, renaming)

if a != null

return scp(fold(t, a, b), n)

a = ancestor(tree, b, instance)

if a != null

return scp(abstract(tree, b, a))

a = ancestor(tree, b, whistle)

if a == null

return scp(drive(b, tree), n)

progs = scp(abstract(tree, a, b))

if n > 0

for e <- findEqExpr(b.expr, n)

progs ++= scp(replace(tree, b, e), n)

return progs

def findEqExpr(e1, n)

es = scp(e1, n-1)

cands = candidates(e1, n)

exps = []

for cand <- cands

if not_disjoint(scp(cand, n-1), es)

exps = exps + cand

return exps

def candidates(e1, n)

...

...

Корректность На первый взляд кажется, что замена выражения на
эквивалентное ему выражения является естественным и безопасным по
построению действием. И все же, как было показано Дэвидом Сэндсом
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[96, 97], неограниченное использование эквивалентных выражений может
привести к неправильным преобразованиям, не сохраняющим смысл про-
грамм.

Генерация выражений-кандидатов Суперкомпиляция может быть
использована для распознавания эквивалентных выражений, но не поз-
воляет простым образом найти достойных кандидатов для проверки на
эквивалентность.

8.2 Корректность = эквивалентность + улучшение

Напомним, что мы используем SC[[e]] для обозначения выражения, по-
лученного в результате суперкомпиляции выражения e “классическим”
“базовым” суперкомпилятором, запись e ≡ e′ означает совпадение вы-
ражения e с выражением e′ (с точностью до переименования связанных
переменных).

Далее предполагаем, что суперкомпилятор сохраняет операционную
эквивалентность, то есть e′ = SC[[e]] предполагает e′ ∼= SC[[e]] (что верно
для суперкомпилятора HOSC)

Замена выражения e на эквивалентное ему выражение e′ и последую-
щая свертка конфигураций может привести к некорректной остаточной
программе (некоторые примеры можно найти в [97]).

Как было показано Дэвидом Сэндсом [97], замена выражения e1 на
эквивалентное ему выражение e2 не нарушает корректность преобразо-
вания, если выполняются следующие условия: e1

∼= e2 и e1 .˜ e2. То есть
e2 является строгим улучшением выражения e1. Нам для удобства будем
называть упорядоченную пару таких выражений улучшающей леммой.

Определение 121 (Улучшающая лемма). Упорядоченная пара (e1, e2)

является улучшающей леммой, если e1
∼= e2 и e1 .˜ e2.

8.2.1 Распознавание улучшающих лемм

Пусть с помощью суперкомпиляции доказана эквивалентность выра-
жений e1 и e2. Этого недостаточно, чтобы одно из них было улучшением
другого.
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Суперкомпиляция следующих двух выражений (в контексте програм-
мы на Рис 8.10) показывает операционную эквивалентность:

or (even n) (odd n)
∼= case (even n) of {True → True; False → odd (S (S n));}

Однако, ни одно из них не является улучшением другого. Действительно,
при n = Z вычисления выражений завершаются за 2 вызова и 1 вызов
функций соответственно. Но при n = S Z вычисления завершаются за 5

и 6 вызовов функций соответственно. Следовательно, эту лемму небез-
опасно использовать при преобразовании программ.

К счастью, проверка того, что e1 .˜ e2 верно для выражений e1 и e2,
таких, что e1

∼= e2, может быть осуществлена с помощью суперкомпиля-
ции. Это можно сделать без специальных усилий следующим способом.

Чтобы проверить эквивалентность выражений e1 и e2, мы преобразуем
методом суперкомпиляции эти выражения в эквивалентные им выраже-
ния e′1 и e′2. Проверка эквивалентности завершается успешно, если e′1 и e′2
совпадают с точностью по переименования связанных переменных. Мож-
но сказать, что в e′1 и e′2 не содержится информации, достаточной для
того, чтобы сделать вывод о том, является ли выражение e2 улучшени-
ем выражения e1. Однако, в частичных деревьях процессов содержится
больше информации, чем в преобразованных выражениях.

А именно: рассмотрим частичные деревья процессов и пометим звез-
дочкой (*) дуги, соответствующие раскрытию вызова функции. Напри-
мер, при суперкомпиляции рассмотренных выражений получаются дере-
вья, приведенные на Рис. 8.12 и Рис. 8.14 (поддеревья для odd x совпа-
дают и опущены для краткости). Помеченные дуги содержат некоторую
информацию, которая может быть использована для проверки того, яв-
ляется ли одно из исходных выражений улучшением другого. Однако, эта
информация недоступна извне (из остаточных выражений). Но в случае
суперкомпилятора HOSC, можно добавить эту дополнительную инфор-
мацию в остаточные выражения, слегка модифицировав алгоритм преоб-
разования частичного дерева процессов в остаточное выражение.

Измененный алгоритм преобразует помеченные звездочками дуги в
специальные аннотации (комментарии) в остаточных выражениях. При
обходе помеченной дуги, остаточное выражение, полученное из (един-
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Рис. 8.8 Распознавание улучшения, основанное на аннотировании оста-
точных выражений

m ≥ n ∀i : ei .
∗˜ e′i

mφ(e1, . . . , ek) .∗˜ nφ(e′1, . . . , e
′
k)

SC[[e1]] ∼= SC[[e2]] SC[[e1]] .∗˜ SC[[e2]]

e1 .˜s e2

ственного) дочернего узла аннотируется звездочкой (*). Таким образом,
информация о раскрытии вызовов функций переносится в остаточное вы-
ражение, – суперкомпилятор более низкого уровня используется как “чер-
ный ящик”.

Например, на Рис. 8.13 и Рис. 8.16 приведены проаннотированные про-
граммы, полученные из деревьев на Рис. 8.12 и Рис. 8.14.

Теперь, пусть .∗˜ обозначает отношение на аннотированных выраже-
ниях: e .∗˜ e′, если (1) e и e′ различаются только аннотациями и (2) после
стирания некоторых аннотаций в выражении e получается выражение e′.
Более формально это отношение определено на Рис. 8.8, где nφ означает
конструкцию языка (подвыражение) φ, помеченную n звездочками. (Сто-
ит отметить, что отношение .∗˜ можно рассматривать как частный случай
отношения гомеоморфного вложения).

Теорема 122 (Распознавание улучшений). Пусть e′1 = SC[[e1]] и e′2 =

SC[[e2]]. Если e′1 ≡ e′2 и e′1 .∗˜ e′2, то e1 .˜s e2.

Доказательство. Поскольку e′1 ≡ e′2, то e′1 совпадает с e′2 (с точностью
до аннотаций и переименования связанных переменных). Следовательно,
если мы поместим эти выражения в контекст C и попытаемся вычис-
лить C[e′1] и C[e′2] (не обращая внимания на аннотации), мы получим
одни и те же трассы вычислений, различающиеся только в количестве
встреченных во время вычисления звездочек. Поскольку e′1 .∗˜ e′2, по-
сле любого числа шагов редукции, количество звездочек, встретившиеся
при вычислении выражения C[e′2] не может превышать число звездочек,
встреченных при вычислении выражения C[e′1], и эти звездочки соотно-
сятся вызовам функций в исходных выражениях e1 и e2. Таким образом,
если вычислять C[e′1] и C[e′2] и учитывать встретившиеся звездочки, мы
можем посчитать количество вызовов функций, осуществленных при вы-
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числении C[e1] и C[e2]. Тогда, количество количество вызовов функций,
осуществленных при вычислении C[e2] не больше, чем при вычислении
C[e1]. Следовательно, e1 .˜ e2.

Таким образом, анализируя проаннотированный результат суперком-
пиляции, мы можем распознавать улучшающие леммы (среди исходных
выражений). Рассмотрим, к примеру, проаннотированные результаты су-
перкомпиляции выражений

or (even n) (odd n)

и

case (even n) of {True → True; False → odd (S (S n));},

показанные на Рис. 8.16 и Рис. 8.16 соответственно. Посколько проанно-
тированные остаточные выражения не соотносятся через .∗˜ , мы не можем
заключить, что они соотносятся через .˜s.
8.3 Модельный двухуровневый суперкомпилятор

Хотя основная идея многоуровневой суперкомпиляции концептуаль-
но проста, остается ряд вопросов, требующих решения при практической
реализации.

• Какой суперкомпилятор использовать в качестве первого приближе-
ния при реализации многоуровневого суперкомпилятора?

• Как обеспечить корректность суперкомпилятора?

• Как порождать полезные улучшающие леммы?

• Как обеспечить завершаемость многоуровневого суперкомпилятора?

Чтобы продемонстрировать потенциальные возможности многоуров-
невой суперкомпиляции, мы реализовали простой двухуровневый супер-
компилятор TLSC2, незначительно изменив суперкомпилятор HOSC. Мы
взяли HOSC в качестве первого приближения, так как (1) HOSC сохраня-
ет семантику программ (включая их завершаемость) [61, 60], (2) способен
доказывать леммы, в которых функции и бесконечные структуры данных
находятся под квантором всеобщности и (3) выдает на выходе программу

2TLSC = Two-Level SuperCompiler
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Рис. 8.9 Размер выражения

S[[v]] = 1
S[[c ei]] = 1 +

∑
i S[[ei]]

S[[λv → e]] = 1 + S[[e]]
S[[case e0 of {ci vik → ei;}]] = 1 + S[[e0]] +

∑
i S[[ei]]

S[[e1 e2]] = S[[e1]] + S[[e2]]

в виде одного выражения, что делает возможным свести проверку экви-
валентности программ к проверке эквивалентности выражений.

Корректность преобразований обеспечивается тем, что TLSC исполь-
зует только улучшающие леммы. Отметим, что распознавание улучша-
ющих лемм основано на суперкомпиляции “в первом приближении”, по-
этому в TLSC реализована только двухуровневая (а не многоуровневая)
иерархия суперкомпиляторов, состоящая из “верхнего” и “нижнего” су-
перкомпиляторов.

Наименее проработанными моментами остаются порождение полез-
ных улучшающих лемм.

Сейчас порождение выражений-кандидатов реализовано довольно про-
стым и грубым способом. Когда верхний суперкомпилятор обнаруживает
конфигурацию e, в которую вкладывается ранее встреченная конфигу-
рация, он порождает и рассматривает в качестве кандидатов все такие
выражения e′, чей размер (определенный на Рис. 8.9) меньше, чем раз-
мер выражения e. Затем для проверки, является ли пара выражений (e, e′)

улучшающей леммой, вызывается нижний суперкомпилятор, и если улуч-
шающая лемма распознана, поиск лемм завершается.

Обеспечение завершаемости верхнего суперкомпилятора является са-
мо по себе интересной задачей, требующей дальнейших исследований. За-
вершаемость нижнего суперкомпилятора достигается с помощью провер-
ки на гомеоморфное вложение и обобщения [104, 108, 59]. Однако, главная
идея многоуровневой суперкомпиляции заключается в избежании обоб-
щений. Когда обнаружено гомеоморфное вложение конфигураций, при-
менение леммы дает возможность избежать обобщения и продолжать по-
строение дерева процессов. И это может стать потенциальным источни-
ком незавершаемости.



164

Рис. 8.10 or (even m) (odd m): исходная программ

data Bool = True | False;
data Nat = Z | S Nat;

or (even m) (odd m) where

even = λx → case x of { Z → True; S x1 → odd x1;};
odd = λx → case x of { Z → False; S x1 → even x1;};

or = λx y → case x of { True → True; False → y;};

Однако, с практической точки зрения, незавершаемости можно из-
бежать, наложив некоторые ограничения на применения лемм. Простое
решение состоит в следующем.

Пусть проверка на вложение обнаружила что конфигурация в верхнем
узле a вложена в конфигурацию в нижнем узле b. После применения улуч-
шающей леммы узел b заменяется на b′ и суперкомпиляция продолжается
без обобщения. Но факт применения леммы заносится (как дополнитель-
ная информация) в узел a. И в следующий раз, когда конфигурация в a
вкладывается в другую конфигурацию, конфигурация в a будет обобще-
на, как и случае суперкомпилятора первого приближения.

До некоторой степени это похоже на идею “перекрестного опыления”
(“cross-fertilization”), используемой Бойером и Муром [16] в их доказы-
вателе теорем. Они утверждают, что гипотеза индукции должна быть
использована только в первый раз, а во второй раз необходимо делать
обобщение.

8.4 Примеры

8.4.1 Суперкомпиляция нелинейного выражения

Расмотрим суперкомпиляцию программы, приведенной на Рис. 8.10.
Заранее известно, что False никогда не может быть результатом вычис-
ления выражения or (even m) (odd m), поскольку натуральное число m
либо четное, либо нечетное. Но этот факт неочевиден их текста исходной
программы. После нескольких шагов прогонки получается дерево, приве-
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Рис. 8.11 or (even m) (odd m): обнаружение вложения

or (even m) (odd m)

case (even m) of {True → True; False → (odd m);}

case (case m of {Z -> True; S x -> odd x;})
of {True -> True; False -> odd m;}

True

m = Z
case (odd x) of {True -> True; False -> odd (S x);}

case (case x of {Z -> False; S n -> even n;})
of {True -> True; False -> odd (S x);}

True

x = Z
case (even n) of
{True -> True; False -> odd (S (S n));}

x = S n

m = S x

денное на Рис. 8.11. На этом шаге обнаруживается вложение:

case (even m) of {True → True; False → (odd m);}

E∗∗c case (even n) of {True → True; False → (odd (S (S n)));}

Но второе выражение не является частным случаем первого, поэтому
нельзя осуществить свертку конфигураций. Таким образом, суперкомпи-
лятор первого приближения делает обобщение, заменяя первое выраже-
ние на let-выражение:

let x = m in case (even m) of {True → True; False → (odd x);}

Затем части let-выражения преобразуются отдельно друг от друга, та-
ким образом игнорируется факт, что x и m – одно и то же. В результа-
те такой потери информации об обобщенной конфигурации получается
остаточная программа (Рис. 8.13), содержащая False, несмотря на то,
что это выражение никогда не может быть результатом вычисления этой
программы.

Однако, двухуровневый суперкомпилятор TLSC пытается найти и при-
менить улучшающую лемму. Первое найденное эквивалентное выражение
размера 5:
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Рис. 8.12 or (even m) (odd m): после обобщения

or (even m) (odd m)

let x=m in
case even m of {True -> True; False -> odd x;}

case (even m) of {True -> True; False -> odd x;}

case (case m of {Z -> True; S y -> odd y;})
of {True -> True; False -> odd x;}

True

m = Z
case (odd y) of {True -> True; False -> odd x;}

case (case y of {Z -> False; S z -> even z;})
of {True -> True; False -> odd x;}

odd x

y = Z
case (even z) of
{True -> True; False -> odd x;}

y = S z

*

m = S y

*

*

Рис. 8.13 or (even m) (odd m): результат суперкомпиляции “в первом
приближении”

*(letrec f=*(λv→
case v of {

Z → True;
S p →

*(case p of {
Z →

letrec g = *(λw→
case w of {

Z → False;
S t → *(case t of {Z → True; S z → g z;});})

in g m;
S x → f x;

});
})

in f m)
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Рис. 8.14 case even n of {True → True; False → odd (S (S n))} –
аннотированное частичное дерево процессов
let x=n in
case even n of {True -> True; F -> odd (S (S x));}

case (even n)
of {True -> True; False -> odd (S (S x));}

case (case n of {Z -> True; S y -> odd y;})
of {True -> True; False -> odd (S (S x));}

True

n = Z
case (odd y)
of {True -> True; False -> odd (S (S x));}

case (case y of {Z -> False; S z -> even z;})
of {True -> True; False -> odd (S (S x));}

odd (S (S x))

even (S x)

odd x
*

*

y = Z
case (even z) of
{True -> True; False -> odd (S (S x));}

y = S z

*

n = S y

*

case (even n) of {True → True; False → (odd (S (S n)));}
∼= or (even n) (odd n)

Однако, данная лемма не является улучшающей леммой, и двухуровне-
вый суперкомпилятор после сравнения аннотированных остаточных вы-
ражений, полученных нижним суперкомпилятором (Рис. 8.16 и Рис. 8.13,
соответственно), отвергает ее.

Оказывается, что существует две улучшающих леммы с выражениями
размера 6:

case (even n) of {True → True; False → odd (S (S n));}

.˜ case (even n) of {True → True; False → odd n;}

case (even n) of {True → True; False → odd (S (S n));}

.˜ case (odd n) of {True → odd n; False → True;}
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Рис. 8.15 case even n of {True → True; False → odd n} – анноти-
рованное частичное дерево процессов
let x=n in
case even n of {True -> True; False -> odd x;}

case (even n) of {True -> True; False -> odd x;}

case (case n of {Z -> True; S y -> odd y;})
of {True -> True; False -> odd x;}

True

n = Z
case (odd y) of {True -> True; False -> odd x;}

case (case y of {Z -> False; S z -> even z;})
of {True -> True; False -> odd x;}

odd x

y = Z
case (even z) of
{True -> True; False -> odd x;}

y = S z

*

n = S y

*

Рис. 8.16 case even n of {True → True; False → odd (S (S n))}
– аннотированная остаточная программа

letrec f=*(λv→
case v of {

Z → True;
S p →

*(case p of {
Z →

**(letrec g = *(λw→
case w of {

Z → False;
S t → *(case t of {Z → True; S z → g z;});})

in g n);
S x → f x;

};)
})

in f n
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Рис. 8.17 case even n of {True → True; False → odd n} – анноти-
рованная остаточная программа

letrec f=*(λv→
case v of {

Z → True;
S p →

*(case p of {
Z →

(letrec g = *(λw→
case w of {

Z → False;
S t → *(case t of {Z → True; S z → g z;});})*

in g n);
S x → f x;

};)
})

in f n

Рис. 8.18 or (even m) (odd m)– результат двухуровневой суперкомпи-
ляции

letrec f=λw→
case w of {

Z → True;
S x → case x of { Z → True; S z → f z;};

}
in f m

Двухуровневый суперкомпилятор распознает и использует первую из этих
лемм, избегая таким образом обобщения. В итоге получается программа,
показанная на Рис. 8.18. Теперь False не присутствует в остаточной про-
грамме.

8.4.2 Накапливающий параметр

Пересмотрим рассмотренную ранее программу на Рис. 8.2. При супер-
компиляции обнаруживается вложение следующих выражений:

case double x Z of {Z → True; S y → odd y);}

E∗∗c case double n (S (S Z)) of {Z → True; S m → odd m;}
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Рис. 8.19 even (double x Z) – результат многоуровневой суперкомпи-
ляции

case x of {
Z → True;
S y1 →

letrec f=λt2→
case t2 of {Z → True; S u2 → f u2;}

in f y1;
}

Существуют две улучшающие леммы (минимального размера):

case double n (S (S Z)) of {Z → True; S m → odd m;}

.˜ case double n (S Z) of {Z → True; S m → even m;}

case double n (S (S Z)) of {Z → True; S m → odd m;}

.˜ case double n (S Z) of {Z → False; S m → even m;}

Двухуровневый суперкомпилятор TLSC распознает и использует первую
из этих лемм. Затем, после нескольких шагов прогонки снова обнаружи-
вается вложение:

case double n (S Z) of {Z → True; S m → even m;}

E∗∗c case double p (S (S (S Z))) of {Z → True; S m → even m;}

Существуют две улучшающие леммы (минимального размера):

case double p (S (S (S Z))) of {Z → True; S m → even m;}

.˜ case double p (S Z) of {Z → True; S m → even m;}

case double p (S (S (S Z))) of {Z → True; S m → even m;}

.˜ case double p (S Z) of {Z → False; S m → even m;}

Применение первой леммы позволяет осуществить свертку конфигу-
раций без обобщения, в результате двухуровневый суперкомпилятор TLSC
выдает программу, приведенную на Рис. 8.19.

8.4.3 Улучшение асимптотики программ

В качестве демонстрации того, что многоуровневая суперкомпиляции
способна улучшать асимптотику программ, рассмотрим преобразование
наивного определение функции reverse в (более эффективную) функцию
с накапливающим параметром.
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Рис. 8.20 append (reverse xs) ys: исходная программа

data List a = Nil | Cons (List a)

append (reverse xs) ys where

append = λxs ys →
case xs of {

Nil → ys;
Cons x1 xs1 → Cons x1 (append xs1 ys);

};

reverse = λzs →
case zs of {

Nil → Nil;
Cons z1 zs1 → append (reverse zs1) (Cons z1 Nil);

};

Рассмотрим суперкомпиляцию программы, приведенную на Рис. 8.20.
После шага прогонки, мы получаем конфигурацию:

case reverse xs of

Nil → ys

Cons x3 x4 → Cons x3 (append x4 ys)

(1)

После еще одного шага прогонки:

case

case xs of

Nil → Nil

Cons x5 x6 → append (reverse x6) (Cons x5 Nil)

of

Nil → ys

Cons x3 x4 → Cons x3 (append x4 ys)

(2)

Теперь мы рассматриваем два случая: xs = Nil и xs = Cons x5 x6. В
случае, когда xs = Nil, конфигурация сводится к ys, и во втором случае,
преобразуется к:

case append (reverse x6) (Cons x5 Nil) of

Nil → ys

Cons x3 x4 → Cons x3 (append x4 ys)

(3)

Выражение (1) вложено в выражение (3), но (3) не является част-
ным случаем (1). Поэтому суперкомпилятор HOSC обобщает (1). Однако
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Рис. 8.21 append (reverse xs) ys – результат двухуровневой суперком-
пиляции

data List a = Nil | Cons (List a)

letrec reverse1 = λxs1.λys1.
case xs1 of

Nil → ys1
Cons x2 xs2 → reverse1 xs2 (Cons x2 ys1)

in
reverse1 xs ys

двухуровневый суперкомпилятор TLSC может найти следующую улуч-
шающую лемму:

append r (Cons p ps) =

case (append r (Cons p Nil)) of

Nil → ps

Cons v vs → Cons v (append vs ps)

(4)

Применяя подстановку {r = reverse x6, p = x5, ps = ys} к приве-
денной лемме, мы заменяем выражение (3) на улучшение

append (reverse x6) (Cons x5 ys)

Новая конфигурация является частным случаем начальной конфигура-
ции append (reverse xs) ys. Происходит свертка конфигураций и в ре-
зультате двухуровневой суперкомпиляции получается остаточная програм-
ма, приведенная на Рис. 8.21.

Следовательно, было показано, что

append (reverse xs) ys = reverse1 xs ys.

откуда следует:

reverse xs = append (reverse xs) Nil = reverse1 xs Nil.

Время вычисления исходной функции reverse было пропорционально
квадрату длины списка, в то время как время вычисления преобразован-
ной функции линейно по дли не списка. Таким образом, многоуровневая
суперкомпиляция может улучшать асимптотику программ.
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8.5 Выводы

Главная идея многоуровневой суперкомпиляции основана на принципе
метасистемного перехода [116, 125].

Другой подход к расширению возможностей суперкомпиляции, осно-
ванный на принципе метасистемного перехода – дистилляция [39, 43, 41].

Во многих случаях дистилляция и многоуровневая суперкомпиляции
показывают схожие результаты, но очевидным преимуществом много-
уровневой суперкомпиляции является концептуальная простота и модуль-
ность: ее можно реализовать с помощью небольшой модификации “клас-
сического” суперкомпилятора, добавив (концептуально) тривиальный ге-
нератор лемм и обеспечив взаимодействие нескольких копий суперком-
пилятора. Поскольку генератор лемм использует суперкомпилятор как
“черный ящик”, структура генератора лемм не зависит от деталей про-
цесса суперкомпиляции.

Описанная реализация многоуровневой суперкомпиляции преследова-
ла цель продемонстрировать возможности многоуровневой суперкомпи-
ляции и может быть улучшена различными способами.

Во-первых, нынешний алгоритм многоуровневой суперкомпиляции (см.
Рис. 8.6) применяет лемму к нижней конфигурации в целом. Но леммы
могут применяться более тонко:

• Улучшающая лемма (или ее частный случай) может быть применена
к подвыражению.

• Улучшающая лемма (или ее частный случай) может быть применена
к верхней конфигурации (или ее составляющей).

Во-вторых, поиск лемм реализован примитивным способом: структу-
ра вкладывающихся конфигурации не учитывается. Однако, существуют
методы, разработанные в области механического доказывания теорем по
индукции (как сопоставление разностей [13], рипплинг [90] и критика рас-
хождения [130]), которые могут быть использованы в более проработан-
ном генераторе лемм.

Многоуровневый суперкомпилятор не зависит от незначительных де-
талей реализации суперкомпилятора “первого приближения”, лежащего в
его основе. Тем не менее, некоторые свойства суперкомпилятора имеют
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значение. Прежде всего, распознавание улучшающих лемм [96, 97] полага-
ется на то, что суперкомпилятор сохраняет свойства завершаемости про-
грамм. Не все суперкомпиляторы обладают таким свойством. Например,
суперкомпилятор SCP4 [71], работающий с программами на языке Рефал,
может расширять область область определения программ, поэтому до-
казательство эквивалентности выражений, основанное на нормализации
суперкомпиляцией, применимо только для завершающихся выражений,
оперирующих конечными данными [73].

При суперкомпиляции свойства завершаемости легче сохранить для
языка с ленивой семантикой вычисления, нежели со строгой. Тем не ме-
нее, Джонссон добился успеха [49] в разработке сохраняющего семантику
суперкомпилятора для языка высшего порядка со строгой семантикой вы-
числений. Таким образом, многоуровневая суперкомпиляция в принципе
применима к языкам высшего порядка со строгой семантикой вычисле-
ний.

Поскольку любая остаточная программа, порожденная суперкомпи-
лятором HOSC, является самодостаточным выражением, распознавание
эквивалентности может сводится к тривиальному сравнению выражений.
В случае суперкомпилятора наподобие Supero [78, 76], остаточная про-
грамма имеет менее тривиальную структуру, соответственно, сравнение
остаточных программ становится более сложным, нежели в случае супер-
компилятора HOSC.

В принципе, многоуровневая суперкомпиляции может быть реализова-
на на базе суперкомпилятора для императивного объектно-ориентирован-
ного языка, как например Jscp (суперкомпилятор для Java [58]), но оста-
ется ряд технических проблем для исследования.
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Заключение

В данной работе были получены следующие результаты:

• На основе существующих алгоритмов суперкомпиляции для функ-
циональных языков первого порядка был разработан новый алго-
ритм суперкомпиляции для функционального языка высшего поряд-
ка, учитывающий свойства связанных переменных:

– Сформулировано уточненное отношение гомеоморфного вложе-
ния.

– Расширен алгоритм нахожения тесного обобщения.

– Доказаны корректность и завершаемость алгоритма.

• Разработанный алгоритм реализован в экспериментальном суперком-
пиляторе HOSC для языка Haskell. Суперкомпилятор HOSC является
первым суперкомпилятором языка Haskell, для которого формально
доказаны теоремы корректности и завершаемости.

• Разработан алгоритм распознавания эквивалентности выражений на
основе синтаксического сравнения остаточных программ. Этот алго-
ритм реализован в суперкомпиляторе HOSC и работает в полностью
автоматическом режиме.

• Предложен и реализован алгоритм распознавания улучшающих лемм.

• Предложен новый метод многоуровневой суперкомпиляции, основан-
ный на применении улучшающих лемм для избежания обобщения.
Метод был реализован в двухуровневом суперкомпиляторе TLSC. По-
казано, что суперкомпилятор TLSC способен улучшать асимптотику
программ.

• Показана применимость разработанных методов для решения ряда
задач по выявлению и доказательству свойств программ, в частно-
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сти произведена проверка корректности реализации монад для ряда
классов из стандартной библиотеки языка Haskell.
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