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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà ÿâëÿþòñÿ âàæ-

íûì êëàññîì äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è íàõîäÿò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â

àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå, òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå, íåáåñíîé ìåõàíèêå, ãèäðîäèíà-

ìèêå è äðóãèõ îáëàñòÿõ. Áóäó÷è â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå âûðîæäåííûìè ñèñòå-

ìàìè, îíè, òåì íå ìåíåå, ïîçâîëÿþò ýôôåêòèâíî îïèñûâàòü ñàìûå ðàçíîîáðàç-

íûå ïðîöåññû è ÿâëåíèÿ, à ðåøåíèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ÷àñòî äåìîíñòðèðó-

þò ñëîæíîå ïîâåäåíèå. Èññëåäîâàíèå ôàçîâîãî ïîòîêà, ïîðîæä¼ííîãî ñèñòåìîé

Ãàìèëüòîíà, îáû÷íî çàòðóäíèòåëüíî, à òî è íåâîçìîæíî ïðîâîäèòü ñ èñïîëüçî-

âàíèåì îáùèõ ìåòîäîâ èçó÷åíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ïîýòîìó ðàçðàáîòêà è

àïðîáàöèÿ ìåòîäîâ, ñïåöèôè÷íûõ äëÿ ñèñòåì Ãàìèëüòîíà, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé

è âîñòðåáîâàííîé çàäà÷åé.

Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû: Öåëü ðàáîòû ñîñòîèò â ðàçðà-

áîòêå ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ äâóõ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûõ êëàññîâ çàäà÷ ãà-

ìèëüòîíîâîé äèíàìèêè. Âî-ïåðâûõ, ýòî ïîèñê è ïðîäîëæåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ

ðåøåíèé ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííûõ ñèñòåì Ãàìèëüòîíà. Âî-âòîðûõ, ýòî èññëå-

äîâàíèå ìíîæåñòâà óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîé

ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà. Â äèññåðòàöèè ïåðâûé êëàññ ìåòîäîâ èñïîëüçîâàí äëÿ ïî-

èñêà íîâûõ ñåìåéñòâ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ïëîñêîé êðóãîâîé çàäà÷è Õèëëà è

å¼ îáîáùåíèé, à âòîðîé êëàññ ìåòîäîâ � ê èçó÷åíèþ óñòîé÷èâîñòè íåêîòîðûõ

ìåõàíèçìîâ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Íàó÷íàÿ íîâèçíà äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñîñòîèò â

ñëåäóþùåì:

� ïðèìåíåíà òåõíèêà ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé èíòåãðèðóåìîé çàäà÷è äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ ïîðîæäàþùèõ ñåìåéñòâ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ïëîñêîé êðóãîâîé

çàäà÷è Õèëëà, ÷òî ïîçâîëèëî íàéòè è ÷èñëåííî èññëåäîâàòü íîâûå ñåìåéñòâà

ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è,

� îáîáùåíà êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Õèëëà, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà îáúåäèíèòü âñå èç-
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âåñòíûå ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé â åäèíóþ ñåòü,

� ïðèìåíåíû ñîâðåìåííûå àëãîðèòìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû è òåîðèè èñêëþ-

÷åíèé äëÿ àíàëèçà ñòðóêòóðû ôàçîâîãî ïîòîêà ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà, äîïóñêà-

þùåé äèñêðåòíóþ ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ,

� ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ äèñêðèìèíàíòíûõ ìíîæåñòâ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ ðåàëèçà-

öèè ñèìâîëüíî-àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëîæå-

íèÿ ðàâíîâåñèÿ â ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñèñòåìàõ Ãàìèëüòîíà.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Äèññåðòàöèÿ èìååò òåîðåòè-

÷åñêèé õàðàêòåð. Ðàçðàáîòàííûå â íåé ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëü-

çîâàíû ïðè ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ñëåäóþùèõ êëàññîâ çàäà÷:

1) ïîèñê ïîðîæäàþùèõ ðåøåíèé ñåìåéñòâ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ñèíãóëÿðíî

âîçìóù¼ííûõ ñèñòåì Ãàìèëüòîíà,

2) àíàëèç áèôóðêàöèé ñåìåéñòâ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåì Ãàìèëüòîíà ñ

äèñêðåòíîé ãðóïïîé ñèììåòðèé,

3) âû÷èñëåíèå äèñêðèìèíàòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ñè-

ñòåìû Ãàìèëüòîíà,

4) àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû

Ãàìèëüòîíà,

5) àíàëèç íîðìàëüíîé ôîðìû ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé

òî÷êè.

Ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷è-

âîñòè èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé, äëÿ ïîèñêà è ïðîäîë-

æåíèÿ ñåìåéñòâ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåì Ãàìèëüòîíà ñ áîëüøèì ÷èñëîì

ñòåïåíåé ñâîáîäû. Âû÷èñëåííûå â ðàáîòå ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé

çàäà÷è Õèëëà ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû äî ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåìåéñòâ îãðàíè-

÷åííîé èëè îáùåé çàäà÷ òð¼õ òåë. Ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû ýòèõ ñåìåéñòâ ìîãóò

áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ êîñìè÷åñêèõ ìèññèé â îêðåñòíîñòè ìà-

ëûõ òåë Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.
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Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ â Èíñòèòóòå ïðèêëàäíîé ìàòå-

ìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, Èíñòèòóòå ïðîáëåì ìåõàíèêè èì. À.Þ. Èøëèí-

ñêîãî ÐÀÍ, â Ìîñêîâñêîì ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå è äðóãèõ íàó÷íûõ

öåíòðàõ, çàíèìàþùèõñÿ èññëåäîâàíèÿìè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì è èõ ïðèëîæå-

íèÿìè. Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè ìîãóò ñîñòàâèòü ñîäåðæàíèå ñïåöèàëüíûõ êóð-

ñîâ äëÿ ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ, îáó÷àþùèõñÿ ïî ñïåöèàëüíîñòè òåîðåòè÷åñêàÿ

ìåõàíèêà.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Èññëåäîâàíèå íåèíòåãðèðóåìîé àâ-

òîíîìíîé ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà ñ 𝑛 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïðåäïîëàãàåò ïîèñê â ôà-

çîâîì ïðîñòðàíñòâå èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ðàç-

ëè÷íûõ ðàçìåðíîñòåé (¾ñêåëåòà¿) è èçó÷åíèå ñâîéñòâ ôàçîâîãî ïîòîêà âáëèçè

íèõ. Ïðîñòåéøèì èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè 0 ÿâëÿåòñÿ ñòàöè-

îíàðíîå ðåøåíèå (ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ). Â åãî îêðåñòíîñòè ïðè îïðåäåë¼í-

íûõ óñëîâèÿõ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, à òàêæå

ñåìåéñòâà 𝑛-ìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ òîðîâ. Èçó÷àÿ óñòîé÷èâîñòü âäîëü ñåìåéñòâà

ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ìîæíî â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêèõ ðåøåíèé íàõîäèòü

äðóãèå ñåìåéñòâà, ïðîäîëæàòü èõ è ïîñòåïåííî ôîðìèðîâàòü ¾ñêåëåò¿ â íåêî-

òîðîé ÷àñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Òàêîé ïîäõîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè

ãàìèëüòîíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìû, âû÷èñëåííîé â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîãî

èëè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèé èëè èíâàðèàíòíîãî òîðà. Îäíàêî äàëåêî íå êàæäàÿ

ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà èìååò ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ, à åñëè ñèñòåìà íå çàâèñèò

îò âíåøíèõ ïàðàìåòðîâ, òî èìåþùèåñÿ ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîãóò íå ñîäåð-

æàòü â ñâîåé îêðåñòíîñòè èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé.

Â òàêîì ñëó÷àå ïîèñê ñåìåéñòâ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ìîæíî ïðîâîäèòü ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ñèíãóëÿðíûõ âîçìóùåíèé, êîãäà ñ ïîìîùüþ ìíîãîãðàííè-

êà Íüþòîíà èñõîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà ñèñòåìû âû÷èñëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå

ãàìèëüòîíîâû óêîðî÷åíèÿ, ñðåäè ðåøåíèé êîòîðûõ ñëåäóåò èñêàòü ó÷àñòêè ñèí-

ãóëÿðíûõ ïîðîæäàþùèé ðåøåíèé èëè èõ ñåìåéñòâ.

Óêàçàííàÿ ìåòîäîëîãèÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà ïîäðîáíî îïèñà-
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íà â [19] è ÷àñòè÷íî ðåàëèçîâàíà â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå. Â å¼ ïåðâîé ÷àñòè

ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû ïîèñêà ñåìåéñòâ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåìû Ãà-

ìèëüòîíà áåç ïàðàìåòðîâ. Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

Õèëëà, ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ êîòîðîé íå ìîãóò äàòü èíôîðìàöèþ î ñòðóêòóðå

èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé. Å¼ îáîáùåíèå, òàê íàçûâàåìàÿ çàäà÷à àíòè-Õèëëà,

âîîáùå íå èìååò ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé, íî, òåì íå ìåíåå, äëÿ ýòèõ çàäà÷ óäà-

¼òñÿ âû÷èñëèòü ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé è îáúåäèíèòü èõ â îáùóþ

ñåòü. Âòîðàÿ ÷àñòü äèññåðòàöèè ïðåäëàãàåò ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè

ñåìåéñòâ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé â ñèòóàöèè, êîãäà ÷èñëî ïàðàìåòðîâ âåëèêî.

Çäåñü îñíîâíàÿ öåëü èññëåäîâàíèÿ � ïîëó÷èòü îïèñàíèå ìíîæåñòâà óñòîé÷èâî-

ñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â àíàëèòè÷åñêè òî÷íîé èëè ïðèáëèæ¼ííîé ôîðìàõ.

Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ñâÿçàííûõ ãèðîñêîïîâ

Ëàãðàíæà ñ øåñòüþ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è ïÿòüþ ïàðàìåòðàìè.

Îñíîâíûìè ìåòîäàìè èññëåäîâàíèÿ â äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ: ìåòîä ïîðîæ-

äàþùèõ ðåøåíèé ðåãóëÿðíî è ñèíãóëÿðíî âîçìóù¼ííîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû

Ãàìèëüòîíà, ìåòîäû ñòåïåííîé ãåîìåòðèè (ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà, íîðìàëüíûå

êîíóñû, óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ, ñòåïåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ) äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãà-

ìèëüòîíîâûõ óêîðî÷åíèé è äëÿ âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé àë-

ãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé âáëèçè èõ îñîáåííîñòåé, àíàëèòè÷åñêèå è ñèìâîëü-

íûå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé òåîðèè èñêëþ÷åíèé (ñóáðåçóëüòàíòû, íàèáîëüøèé îá-

ùèé äåëèòåëü) è ñîâðåìåííîé êîìïüþòåðíîé àëãåáðû (áàçèñû Ãð¼áíåðà, ïðèìàð-

íàÿ äåêîìïîçèöèÿ, ýëèìèíàöèîííûé èäåàë) äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèñêðèìèíàòíîãî

ìíîæåñòâà ìíîãî÷ëåíîâ, ìåòîä íîðìàëèçàöèè ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà â îêðåñò-

íîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííîé íîðìàëüíîé ôîðìû ê

èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, ÷èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ

ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îñíîâàííûå íà àëãîðèò-

ìàõ àâòîìàòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèèðîâàíèÿ, ÷èñëåííûå ìåòîäû ïðîäîëæåíèÿ ñå-

ìåéñòâ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé àâòîíîìíûõ ñèñòåì Ãàìèëüòîíà.
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Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

• Äëÿ ïëîñêîé êðóãîâîé çàäà÷è Õèëëà èçó÷åíû äâà å¼ ïðåäåëüíûõ èíòå-

ãðèðóåìûõ ñëó÷àÿ: çàäà÷à Ýíîíà è çàäà÷à Êåïëåðà. Äàíî îïèñàíèå ñèíãóëÿðíûõ

ïîðîæäàþùèõ ðåøåíèé â òåðìèíàõ äóã-ðåøåíèé çàäà÷è Ýíîíà. Äîêàçàíû ñâîé-

ñòâà ïîëó÷åííûõ ïîðîæäàþùèõ ðåøåíèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü àñèìï-

òîòèêó íà÷àëüíûõ óñëîâèé, òèï ñèììåòðèè, ãëîáàëüíóþ êðàòíîñòè îðáèò ñîîò-

âåòñòâóþùåãî ñåìåéñòâà. Ïîñòðîåí àíàëîã ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè íà ñ÷¼òíîì

ìíîæåñòâå äóã-ðåøåíèé èíòåãðèðóåìîé çàäà÷è Ýíîíà. Ðåàëèçîâàí ÷èñëåííûé

àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïî ïîðîæäàþùåìó ðåøåíèþ íàõîäèòü ñîîòâåòñòâóþ-

ùåå ñåìåéñòâî ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî àëãîðèò-

ìà âû÷èñëåíû íîâûå ðàíåå íåèçâåñòíûå ñåìåéñòâà, 16 èç êîòîðûõ ñîäåðæàò îð-

áèòû ïåðåë¼òà â îêðåñòíîñòü áëèæàéøåé êîëëèíåàðíîé òî÷êè ëèáðàöèè 𝐿1 èëè

𝐿2, à òàêæå îðáèòû ïåðåë¼òà ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè. Ýòè îðáèòû ïðîäîëæàþòñÿ

äî ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò îãðàíè÷åííîé çàäà÷è òð¼õ òåë è ìîãóò áûòü èñïîëüçî-

âàíû â ïðîåêòèðîâàíèè êîñìè÷åñêèõ ìèññèé â îêðåñòíîñòü êîëëèíåàðíûõ òî÷åê

ëèáðàöèè.

• Äëÿ ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà, äîïóñêàþùåé äâå ñèììåòðèè ðàñøèðåííîãî

ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, èçó÷åíà ñòðóêòóðà ôàçîâîãî ïîòîêà â îêðåñòíîñòè êðè-

òè÷åñêèõ ðåøåíèé ñåìåéñòâ äâîÿêî ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Äî-

êàçàíû òåîðåìû î âåòâëåíèè òàêèõ ñåìåéñòâ â êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ çíà÷åíèÿì èíäåêñà óñòîé÷èâîñòè 𝑆 êðèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ðàâíîãî

ñîîòâåòñòâåííî +1, −1 è cos(2𝜋𝑝/𝑞), ãäå 𝑝, 𝑞 ∈ N. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðè-

ìåíåíû ê ïëîñêîé êðóãîâîé çàäà÷å Õèëëà äëÿ àíàëèçà âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ

ñåìåéñòâ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ îáùèìè îðáèòàìè.

• Ïðåäëîæåíî íîâîå îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Õèëëà, â êîòîðîì

öåíòðàëüíîå òåëî ìîæåò èìåòü êàê íüþòîíèàíñêèé ïîòåíöèàë ïðèòÿæåíèÿ, òàê

è êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë îòòàëêèâàíèÿ. Îïèñàíû ïîðîæäàþùèå ðåøåíèÿ ýòîé

îáîáù¼ííîé çàäà÷è â òåðìèíàõ äóã-ðåøåíèé. Ñ èõ ïîìîùüþ íàéäåíû è ïðîäîë-
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æåíû íîâûå ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, ìíîãèå èç êîòîðûõ ïðîäîëæà-

þòñÿ ëèáî äî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Õèëëà, ëèáî âçàèìî-

äåéñòâóþò ñ äðóãèìè ñåìåéñòâàìè. Ýòî îáîáùåíèå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü âñå

èçâåñòíûå ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò êàê åäèíóþ ñåòü, â êîòîðîé òàêèå ñå-

ìåéñòâà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ëèáî ïîñðåäñòâîì ïîðîæäàþùèõ ðåøåíèé, ëèáî

÷åðåç îáùèå îðáèòû ñ öåëîé ëîêàëüíîé êðàòíîñòüþ.

• Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñåìåéñòâà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ìíî-

ãîïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà äàíî ïîëíîå îïèñàíèå äèñêðèìèíàòíî-

ãî ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà, íà êîòîðîì ýòîò ìíî-

ãî÷ëåí èìååò êðàòíûå êîðíè. Ïðèâåäåíî îïèñàíèå åãî èåðàðõè÷åñêîé ñòðóêòóðû,

äîêàçàíà åãî ëèíåé÷àòàÿ ñòðóêòóðà è ðàçðàáîòàí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ åãî ïîëèíî-

ìèàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè.

• Äëÿ ñëó÷àÿ òð¼õìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòå-

ìû ðàçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí àëãîðèòì àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ íóëåé äèñ-

êðèìèíàíòà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòè îñîáûõ òî÷åê â âè-

äå ðÿäîâ òð¼õ òèïîâ ïî ñòåïåíÿì åãî ïàðàìåòðîâ. Àëãîðèòì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ

àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìíîæåñòâà óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé âáëèçè åãî

îñîáåííîñòåé.

• Ìåòîäàìè êîìïüþòåðíîé àëãåáðû, ñòåïåííîé ãåîìåòðèè è ñ èñïîëüçî-

âàíèåì ãàìèëüòîíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìû àíàëèòè÷åñêè âû÷èñëåíî ìíîæåñòâî

óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ñòàòè÷åñêè íåóðàâíîâåøåííîé ñèñòåìû ñâÿçàííûõ

ãèðîñêîïîâ Ëàãðàíæà ñ øåñòüþ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è ïÿòüþ ïàðàìåòðàìè.

Ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè è àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü àâòîðîì íà ìåæäóíàðîäíûõ è âñåðîññèéñêèõ êîíôå-

ðåíöèÿõ, ñúåçäàõ, ñèìïîçèóìàõ, âåäóùèõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ. Ñïèñîê íàèáîëåå

çíà÷èìûõ èç íèõ ïðèâåäåí íèæå.

IUTAM Symposium on Hamiltonian Dynamics, Vortex Structures, Turbulence,

Moscow, 2006, Àêàäåìè÷åñêèå ÷òåíèÿ ïî êîñìîíàâòèêå: XXX (2006 ã.), XXXII
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(2008 ã.), XXXIII (2009 ã.), XXXIV (2010 ã.), XXXV (2011 ã.), XXXVI (2012 ã.),

XXXVIII (2014 ã.), XL (2016 ã.), XLII (2018 ã.), Ìîñêâà, Ìåæäóíàðîäíàÿ êîí-

ôåðåíöèÿ èì. Å.Ñ. Ïÿòíèöêîãî ¾Óñòîé÷èâîñòü è êîëåáàíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì

óïðàâëåíèÿ¿: XI (2010 ã.), XII (2012 ã.), XIII (2016 ã.) è XIV (2018 ã.), Ìîñêâà,

ÈÏÓ ÐÀÍ, Âñåðîññèéñêèé ñúåçä ïî ôóíäàìåíòàëüíûì ïðîáëåìàì òåîðåòè÷åñêîé

è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè: X (2011 ã., Íèæíèé Íîâãîðîä), XI (2015 ã., Êàçàíü), XII

(2019 ã., Óôà), Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèè Polynomial Computer Algebra (PCA,

2010, 2011, 2015, 2016, 2017, 2018, 2019, 2020, 2021 ãã.), Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Èí-

ñòèòóò Ýéëåðà, Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Êîìïüþòåðíàÿ àëãåáðà â íàó÷íûõ

èññëåäîâàíèÿõ (CASC)¿, (2012 ã., Ìàðèáîð, 2019 ã., Ìîñêâà), Ìåæäóíàðîäíàÿ

êîíôåðåíöèÿ ïî íåáåñíîé ìåõàíèêå CELMECH V (2013 ã.), Âèòåðáî, Èòàëèÿ,

Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Dynamics, Bifurcations and Strange Attractors (2013

ã., 2016 ã.) Íèæíèé Íîâãîðîä; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Êîìïüþòåðíàÿ àë-

ãåáðà¿ (Ìîñêâà, ÔÈÖ ÈÓ ÐÀÍ, ÂÖ èì. À.À. Äîðîäíèöûíà, ÐÓÄÍ 2016 ã., 2019 ã.,

2021 ã., ÐÝÓ èì. Ã.Â. Ïëåõàíîâà 2017 ã.); Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Geometry,

Dynamics, Integrable Systems � GDIS 2018�, Äîëãîïðóäíûé, ÌÔÒÈ; Ìåæäóíà-

ðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ Dynamics Days Europe September 3�7, 2018, Loughborough

University; Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ Equadiff-2019, Ëåéäåí, Íèäåðëàíäû.

Íà çàñåäàíèÿõ íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ èì. Â.À. Åãîðîâà ïî ìåõàíèêå êîñìè÷å-

ñêîãî ïîë¼òà (Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ëîìîíîñîâà, 2010, 2011 ã.ã.); îòäåëà íåáåñíîé

ìåõàíèêè è äèíàìè÷åñêîé àñòðîíîìèè ÃÀÎ ÐÀÍ (Ïóëêîâî, 2012 ã.); áàëëèñòè÷å-

ñêîãî öåíòðà ÈÏÌ èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ (Ìîñêâà, 2014 ã.); ïî êîìïüþòåðíîé

àëãåáðå (Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ëîìîíîñîâà, 2012, 2014, 2019 è 2020 ã.ã.); â Èíñòèòó-

òå êîñìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé (Òåõíèîí, Èçðàèëü, 2014); èì. Â.Â. Ðóìÿíöåâà ïî

àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå è òåîðèè óñòîé÷èâîñòè (Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ëîìîíîñîâà,

2013, 2014, 2017, 2018 ã.ã.).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 46 ïå÷àò-

íûõ ðàáîòàõ, èç íèõ 19 ñòàòåé [1�19] â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ è èçäàíèÿõ

ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ ÐÔ, ñðåäè êîòîðûõ 16 ïóáëèêàöèé â èçäàíèÿõ, èíäåêñè-
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ðóåìûõ â ìåæäóíàðîäíûõ áàçàõ äàííûõ Scopus è Web of Science, 18 ïðåïðèíòîâ,

9 äîêëàäîâ è òåçèñîâ äîêëàäîâ. Îïóáëèêîâàíà ìîíîãðàôèÿ [20].

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè è îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ,

âûíîñèìûå íà çàùèòó, îòðàæàþò ïåðñîíàëüíûé âêëàä àâòîðà â îïóáëèêîâàííûå

ðàáîòû. Â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ïî èññëåäîâàíèþ óñòîé÷èâîñòè ìíîãîïàðàìåò-

ðè÷åñêîé ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà, â ðàçðàáîòêó àëãîðèòìà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëî-

æåíèÿ ðåøåíèé àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âêëàä àâòîðà â ïîëó÷åíèå è â èíòåð-

ïðåòàöèþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ áûë ðàâåí âêëàäó äðóãèõ ñîàâòîðîâ, à ñàìî

ðåøåíèå çàäà÷ è ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ áûëè âûïîëíåíû äèññåðòàíòîì

ëè÷íî â ïðîöåññå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè. Ïîäãîòîâêà ê ïóáëèêàöèè ïîëó÷åííûõ

ðåçóëüòàòîâ ïðîâîäèëàñü ñîâìåñòíî ñ ñîàâòîðàìè, ïðè÷¼ì âêëàä äèññåðòàíòà áûë

îïðåäåëÿþùèì. Âñå ïðåäñòàâëåííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ëè÷íî

àâòîðîì.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, øå-

ñòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è áèáëèîãðàôèè. Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè 266 ñòðàíèö,

èç íèõ 249 ñòðàíèöà òåêñòà, âêëþ÷àÿ 50 ðèñóíêîâ. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 161

íàèìåíîâàíèå íà 17 ñòðàíèöàõ.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Îáùàÿ ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè

Ðàáîòà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò îïèñàíèå ìåòî-

äîâ è èõ ïðèëîæåíèÿ ê çàäà÷àì ñîîòâåòñòâóþùèõ êëàññîâ. Ýòè ÷àñòè ïðåäâàðÿåò

Ââåäåíèå, ãäå ðàññìîòðåíà àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ äèññåðòàöèîííîé

ðàáîòû, êðàòêî îïèñàíû ïðèìåíÿåìûå ìåòîäû, èçëîæåíà îñíîâíàÿ öåëü è îáîñ-

íîâàíà íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèé, à òàêæå òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ

çíà÷èìîñòü îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåíû ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çà-

ùèòó.

Ïåðâàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà ïîèñêó è èññëåäîâàíèþ ñåìåéñòâ ïåðèîäè÷åñêèõ
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ðåøåíèé ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà, èìåþùåé íå áîëåå îäíîãî ïàðàìåòðà. Â êà÷åñòâå

ìîäåëüíîãî ïðèìåðà òàêîé ñèñòåìû âûáðàíà çàäà÷à Õèëëà è å¼ îáîáùåíèå.

Â ïåðâîé ãëàâå äà¼òñÿ îïèñàíèå ïëîñêîé êðóãîâîé çàäà÷è Õèëëà, èìåþùåé

ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â íåáåñíîé ìåõàíèêå, êîñìîäèíàìèêå è òåîðåòè÷å-

ñêîé ôèçèêå [21; 22]. Çàäà÷à Õèëëà îïèñûâàåòñÿ àâòîíîìíîé ñèñòåìîé Ãàìèëü-

òîíà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû áåç ïàðàìåòðîâ è ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà

𝐻(x,y) =
1

2

(︀
𝑦21 + 𝑦22

)︀
+ 𝑥2𝑦1 − 𝑥1𝑦2 − 𝑥21 +

1

2
𝑥22 −

1

𝑟
. (1)

ãäå 𝑟 =
√︀
𝑥21 + 𝑥22, x = (𝑥1, 𝑥2) � âåêòîð êîîðäèíàò, à y = (𝑦1, 𝑦2) � âåêòîð

êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ èìïóëüñîâ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíî-

ñèòåëüíî äâóõ ëèíåéíûõ ñèììåòðèé

Σ1 : (𝑡, 𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2) → (−𝑡, 𝑥1,−𝑥2,−𝑦1, 𝑦2) ,

Σ2 : (𝑡, 𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2) → (−𝑡,−𝑥1, 𝑥2, 𝑦1,−𝑦2) .

Åù¼ îäíà íåòðèâèàëüíàÿ ñèììåòðèÿ � ýòî öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ Σ12 ≡ Σ1∘Σ2.

Âñå ðåøåíèÿ çàäà÷è Õèëëà îòíîñÿòñÿ ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ êëàññîâ.

1) Íåñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ, ìåíÿþùèåñÿ ïîä äåéñòâèåì ëþáîãî èç ïðåîáðà-

çîâàíèé Σ1, Σ2 è Σ12.

2) Îäíîêðàòíî ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî òîëüêî îä-

íîãî èç ïðåîáðàçîâàíèé Σ1, Σ2 èëè Σ12.

3) Äâîÿêî ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ëþáîãî èç ïðå-

îáðàçîâàíèé Σ1, Σ2 èëè Σ12.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò åäèíñòâåííûé ïåðâûé èíòåãðàë � îáîáù¼ííûé

èíòåãðàë ýíåðãèè 𝐻 èëè èíòåãðàë ßêîáè�Ïåíëåâå 𝐶, ãäå 𝐶 = −2𝐻 .

Óðàâíåíèÿ çàäà÷è Õèëëà èìåþò òîëüêî äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ � òî÷êè

ëèáðàöèè 𝐿1, 𝐿2 ñ êîîðäèíàòàìè
(︀
±3−1/3, 0, 0,∓3−1/3

)︀
. Èç êàæäîé èç òî÷åê 𝐿1, 𝐿2

âûõîäèò ïî îäíîìó ëÿïóíîâñêîìó ñåìåéñòâó ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò 𝑎, 𝑐, êîòîðûå
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â ñèëó íåóñòîé÷èâîñòè íå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü íîâûå ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ

ðåøåíèé. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàäà÷è Õèëëà íåèíòåãðèðóåìû [23] è

íå ñîäåðæàò ìàëûé ïàðàìåòð, òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ ïðåäåëüíûõ

âàðèàíòîâ çàäà÷è Õèëëà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ ñòåïåííîé ãåîìåòðèè (ìíîãî-

ãðàííèê Íüþòîíà, ãàìèëüòîíîâû óêîðî÷åíèÿ, êîíóñ çàäà÷è [24]). Íàéäåíî äâà

ïðåäåëüíûõ âàðèàíòà: 1) çàäà÷à Êåïëåðà è 2) çàäà÷à Ýíîíà [25], ôóíêöèÿ Ãàìèëü-

òîíà êîòîðîé åñòü êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ôóíêöèè (1). Ïåðâàÿ îïèñûâàåò äèíàìèêó

âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò, âòîðàÿ � íà áåñêîíå÷íîñòè. Îáå îíè èíòåãðèðóåìû

è ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü çàäà÷ó Õèëëà êàê âîçìóùåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ïðå-

äåëüíîé çàäà÷è, à ìàëûé ïàðàìåòð ïîÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì â ðåçóëü-

òàòå ñòåïåííîãî ìàñøòàáèðîâàíèÿ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ è âðåìåíè.

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à Õèëëà êàê ñèíãóëÿðíîå âîçìóùåíèå èíòåãðèðóåìîé çà-

äà÷è Ýíîíà [25]. Îïèñàí êëàññ ïîðîæäàþùèõ ðåøåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äóã-ðåøåíèé äâóõ òèïîâ. Êàæäàÿ èç äóã ÿâëÿåòñÿ òðàåêòî-

ðèåé, íà÷èíàþùåéñÿ è çàêàí÷èâàþùåéñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äóãè ïåðâîãî òèïà

� ýòî Σ1-ñèììåòðè÷íûå ó÷àñòêè ýïèöèêëîèä, ñîñòîÿùèå èç öåëîãî ÷èñëà âèòêîâ

è îáîçíà÷àåìûå ±𝑗, 𝑗 ∈ N. Äóãè âòîðîãî òèïà � ýòî ýëëèïñû ñ îòíîøåíèåì

ïîëóîñåé 1 : 2, áîëüøàÿ ïîëóîñü êîòîðûõ ðàñïîëîæåíà íà ïîëîæèòåëüíîé è îò-

ðèöàòåëüíîé ïîëóîñè 𝑂𝑥2. Îíè îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëàìè 𝑖 è 𝑒 ñîîòâåòñòâåííî. Â

íà÷àëå êîîðäèíàò äóãè ¾ñøèâàþòñÿ¿ ó÷àñòêàìè ãèïåðáîëè÷åñêèõ îðáèò çàäà÷è

Êåïëåðà, äëÿ êîòîðûõ óêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû: ýêñöåíòðèñèòåò 𝑒 è

àðãóìåíò ïåðèöåíòðà 𝜛.

Ñôîðìóëèðîâàíû äâå ãèïîòåçû, îáîáùàþùèå íàêîïëåííûå ÷èñëåííûå äàí-

íûå.

Ãèïîòåçà 1 (Ýíîí [26; 27]). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòàâëåííàÿ èç äóã ±𝑗, 𝑖, 𝑒,
â êîòîðîé íåò äâóõ èäóùèõ ïîäðÿä äóã 𝑖 (𝑒), ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ðåøåíèåì

ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò çàäà÷è Õèëëà.

Îïðåäåëåíèå 1. Òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçîâ¼ì ïîðîæäàþùåé.
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Ãèïîòåçà 2 (Áàòõèí [7]). Ëþáîå ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷è Õèë-

ëà, êîòîðîå ïðè ïðîäîëæåíèè ïî 𝐶 → −∞ ñòðåìèòñÿ ê ðåøåíèþ âòîðîãî âèäà,

â ïðåäåëå îïèñûâàåòñÿ ïîðîæäàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äóã ±𝑗, 𝑖, 𝑒, óäîâëå-
òâîðÿþùåé ãèïîòåçå 1.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû 1. Äëÿ ïîðîæäàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

äîêàçàíû ñâîéñòâà, ïîçâîëÿþùèå îïðåäåëÿòü ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè îð-

áèò ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåìåéñòâà ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé íà íà-

÷àëüíîì ó÷àñòêå õàðàêòåðèñòèêè: òèï ñèììåòðèè, ãëîáàëüíàÿ êðàòíîñòü îðáèò,

ðàñïîëîæåíèå òî÷åê îðòîãîíàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ îðáèòû ñ îñÿìè, àñèìïòîòè-

êè íà÷àëüíûõ óñëîâèé è èíäåêñà óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ïðè

𝐶 → −∞. Äëÿ êîíñòðóêòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðûõ èç óêàçàííûõ âûøå õà-

ðàêòåðèñòèê ñåìåéñòâà ñôîðìóëèðîâàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâèëà. Ïðåäëîæåí

íåêèé àíàëîã ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè íà ìíîæåñòâå äóã-ðåøåíèé, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ óñëîâèþ ãèïîòåçû 1. Íà îñíîâå ýòèõ ïðàâèë ðàçðàáîòàí è ðåàëèçîâàí

Àëãîðèòì I âû÷èñëåíèÿ ñåìåéñòâà ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ïî ïî-

ðîæäàþùåé å¼ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ðåçóëüòàòû ãëàâû 1 îïóáëèêîâàíû â [7; 8].

Â ãëàâå 2 îáñóæäàåòñÿ âåòâëåíèå ñåìåéñòâ äâîÿêî ñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé

â êðèòè÷åñêèõ ðåøåíèÿõ. Â àâòîíîìíîé ñèñòåìå Ãàìèëüòîíà áåç ïàðàìåòðîâ âñå

ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå, à â êà÷åñòâå ïàðàìåò-

ðà âûáèðàåòñÿ çíà÷åíèå èíòåãðàëà ßêîáè�Ïåíëåâå.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì, åñëè ó åãî

ìàòðèöû ìîíîäðîìèè M èëè å¼ 𝑞-é ñòåïåíè M𝑞, 𝑞 ∈ N, ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíè-

òåëüíûå ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè, ñîîòâåòñòâóþùèå ìóëüòèïëèêàòîðó 1.

Äëÿ àíàëèçà ìàòðèöû ìîíîäðîìèèM èñïîëüçîâàíà ìåòîäèêà, ïðèìåíÿâøà-

ÿñÿ ðàíåå Êðåéñìàíîì [28] äëÿ àíàëèçà êðèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ñåìåéñòâ ïåðèî-

äè÷åñêèõ îðáèò ÎÇÒÒ, íî ðàñøèðåííàÿ íà ñëó÷àé áîëåå áîãàòîé ãðóïïû ñèììåò-

ðèé.
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Ðàññìîòðåíî òðè ñëó÷àÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿì èíäåêñà óñòîé÷èâî-

ñòè ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ 𝑆 = 1, 𝑆 = −1 è 𝑆 = cos(2𝜋𝑝/𝑞), 𝑝, 𝑞 ∈ N. Äîêàçà-

íû åù¼ òðè òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ìàòðèöà ìîíîäðîìèè M äâîÿêî ñèììåòðè÷íîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðå-

øåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì è, êàê ñëåäñòâèå, å¼ èíäåêñ óñòîé÷èâîñòè

íå ìîæåò áûòü ìåíüøå −1.

Òåîðåìà 2. Ìàòðèöà ìîíîäðîìèè M äâîÿêî ñèììåòðè÷íîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðå-

øåíèÿ ïðè 𝑆 = −1 â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ èìååò òðè ýëåìåíòàðíûõ äåëè-

òåëÿ: (𝜆 − 1)2, (𝜆 + 1) è (𝜆 + 1). Äâóì ïîñëåäíèì ñîîòâåòñòâóþò îäíîêðàòíî

ñèììåòðè÷íûå ðåøåíèÿ ñ ðàçíûìè òèïàìè ñèììåòðèè è ïåðèîäîì 𝑇 ′ = 2𝑇 .

Íà êàæäîì èç ñåìåéñòâ îäíîêðàòíî ñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé ïåðâûé èíòåãðàë

𝐻(z) äîñòèãàåò ýêñòðåìóìà â êðèòè÷åñêîì ðåøåíèè.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äâîÿêî ñèììåòðè÷íîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñ ïåðèîäîì 𝑇

èìååò çíà÷åíèå èíäåêñà óñòîé÷èâîñòè 𝑆, ðàâíîå cos(2𝜋𝑝/𝑞), ãäå 𝑝, 𝑞 ∈ N è

âçàèìíî ïðîñòû. Òîãäà â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ

• Åñëè îáà 𝑝, 𝑞 íå÷¼òíûå, òî â îêðåñòíîñòè èñõîäíîãî ðåøåíèÿ èìååòñÿ îäíî

ñåìåéñòâî äâîÿêî ñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé ñ ïåðèîäîì 𝑇 ′ = 𝑞𝑇 .

• Åñëè îäíî èç 𝑝 èëè 𝑞 ÷¼òíî, òî â îêðåñòíîñòè èñõîäíîãî ðåøåíèÿ èìååòñÿ

äâå ïàðû ñåìåéñòâ îäíîêðàòíî ñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè

ñèììåòðèé äëÿ êàæäîé ïàðû è ñ ïåðèîäàìè 𝑇 ′ = 𝑞𝑇 .

Äàëåå â ãëàâå 2 äàí îáçîð ñåìåéñòâ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, âû÷èñëåííûõ

ìåòîäàìè ãëàâû 1. Òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ïîëó÷åííûõ

ðåçóëüòàòîâ ê ïðîáëåìå ïðîåêòèðîâàíèÿ êîñìè÷åñêèõ ìèññèé â îêðåñòíîñòü êîë-

ëèíåàðíûõ òî÷åê ëèáðàöèè.

Âíà÷àëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî äâîÿêî ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ

îðáèò è ïðîâîäèòñÿ àíàëèç åãî êðèòè÷åñêèõ ðåøåíèé. Íàéäåíû è ïðîäîëæåíû
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íîâûå ñåìåéñòâà, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèé ïîòåðè ñèììåò-

ðèè è óäâîåíèÿ ïåðèîäà.

Çàòåì ðàññìàòðèâàþòñÿ íîâûå ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, íàéäåí-

íûå ñ ïîìîùüþ Àëãîðèòìà I.

Ýòî áîëåå 20-òè íîâûõ ñåìåéñòâ ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé

çàäà÷è Õèëëà. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè 𝑛-êðàòíîå ïîâòîðåíèå îäíîé äóãè èëè

ãðóïïû äóã â ïîðîæäàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáîçíà÷åíî ñòåïåíüþ, íàïðè-

ìåð, {(+1)3} ≡ {+1,+1,+1}.
Èç äóã-ðåøåíèé ±1, ±2, 𝑖, 𝑒 áûëè ñîñòàâëåíû ñèììåòðè÷íûå ïîðîæäàþùèå

ðåøåíèÿ äëèíû íå áîëåå øåñòè äóã, ïî íèì íàéäåíû ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ

è ïðîäîëæåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñåìåéñòâà. Íàèáîëüøåå âíèìàíèå áûëî óäå-

ëåíî ñåìåéñòâàì ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè âèäà {(−1)𝑛, (+1)𝑚}, {(±1)𝑛, (±2)𝑚},
{(∓1)𝑛, (±2)𝑚}, 𝑛,𝑚 ∈ N. Òàêèå ñåìåéñòâà ñóòü îáîáùåíèå ñåìåéñòâ 𝑓3 [29],

𝐻𝑏, 𝐻𝑑, 𝐻𝑓 [27] è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ ïåðåë¼òîâ â

îêðåñòíîñòü áëèæàéøèõ ê Çåìëå êîëëèíåàðíûõ òî÷åê ëèáðàöèè 𝐿1 èëè 𝐿2, à

òàêæå ìåæäó íèìè. Ïðèìåðû íåêîòîðûõ òàêèõ îðáèò ïîêàçàí íà ðèñ. 1.
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x2

à) Îðáèòà ñåìåéñòâà ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

{(+1)4,+2}.
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á) Îðáèòà ñåìåéñòâà ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

{+1, (−1)3}.

Ðèñ. 1. Ïðèìåðû îðáèò äëÿ ïîëîâèíû ïåðèîäà äëÿ êîñìè÷åñêèõ ìèññèé. Ïîêàçàíû òî÷êè ëèáðà-

öèè è îðáèòà Ëóíû.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû 2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òåîðåìû 1, 2 è 3. Òàê-

æå íàéäåíî è èññëåäîâàíî íåñêîëüêî ñåìåéñòâ, ïîðîæäàþùèå ðåøåíèÿ êîòîðûõ

ñîñòàâëåíû èç äóã ±1 è ±2 ÷èñëîì íå áîëåå øåñòè. Íàéäåíî 16 ñåìåéñòâ, ïðî-
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äîëæàåìûõ ïî 𝐶 äî ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå ñîäåðæàò îðáèòû ïî-

ëåçíûå ïðè ïðîåêòèðîâàíèè êîñìè÷åñêèõ ñ ìèññèé. Äëÿ òàêèõ îðáèò äåéñòâóåò

ïðàâèëî: êàæäîé äóãå +1 (−1) ñîîòâåòñòâóåò îäèí âèòîê âîêðóã 𝐿1 (𝐿2), à êàæ-

äîé äóãå +2 (−2) � ó÷àñòîê íèçêîïåðèãåéíîé îðáèòû ñ âûõîäîì â îêðåñòíîñòü

𝐿1 (𝐿2). Îíè îïóáëèêîâàíû â [8; 17] è àííîíñèðîâàíû â [20].

Â ãëàâå 3 îáñóæäàåòñÿ îáîáù¼ííàÿ çàäà÷à Õèëëà, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðàñ-

ñìàòðèâàòü å¼ êëàññè÷åñêèé âàðèàíò êàê ÷àñòü áîëåå îáùåé ïðîáëåìû ñ ðàç-

ëè÷íûìè òèïàìè ïîòåíöèàëîâ öåíòðàëüíîãî òåëà. Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííîå

îáîáùåíèå óæå ñàìî ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ [30].

Ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà îáîáù¼ííîé ïëîñêîé êðóãî-

âîé çàäà÷è Õèëëà:

𝐻(x,y, 𝜀) =
1

2

(︀
𝑦21 + 𝑦22

)︀
+ 𝑥2𝑦1 − 𝑥1𝑦2 +

(︂
−𝑥21 +

1

2
𝑥22

)︂
+

𝜎

|x| ,

ãäå x � âåêòîð êîîðäèíàò, y � âåêòîð èìïóëüñîâ è ïàðàìåòð 𝜎 ∈ {−1, 0,+1}.
Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òð¼õ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà 𝜎, çàïèñàííàÿ â ìàñøòà-

áèðîâàííûõ ðåãóëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ Q,P ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà îáîáù¼ííîé çà-

äà÷è, îòëè÷àåòñÿ òîëüêî êîíñòàíòîé.

Äëÿ òð¼õ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà 𝜎 èìååì:

∙ ïðè 𝜎 = −1 � ãàìèëüòîíèàí êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Õèëëà,

∙ ïðè 𝜎 = 0 � ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà èíòåãðèðóåìîé çàäà÷è Ýíîíà,

∙ ïðè 𝜎 = +1 � ãàìèëüòîíèàí çàäà÷è, íàçûâàåìîé â äàëüíåéøåì çàäà÷åé àíòè-

Õèëëà, ïîñêîëüêó òåïåðü ïîòåíöèàë ïðèòÿæåíèÿ öåíòðàëüíîãî òåëà çàìåíåí

ïîòåíöèàëîì îòòàëêèâàíèÿ.

Ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷è àíòè-Õèëëà äåìîíñòðèðóþò ñëå-

äóþùåå ïîâåäåíèå.

1) Îòñóòñòâóþò îðáèòû ñòîëêíîâåíèÿ è ãëîáàëüíàÿ êðàòíîñòü îðáèò âäîëü

ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì.
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2) Ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò âîçìîæíû ëèøü ïðè

çíà÷åíèÿõ êîíñòàíòû ßêîáè-Ïåíëåâå 𝐶 < 0.

3) Íà êàæäîì ñåìåéñòâå ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ïðè ïðîäîëæåíèè âåëè÷èíà

𝐶 äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ 𝐶* < 0, à çàòåì ýòî ñåìåéñòâî ëèáî

çàêàí÷èâàåòñÿ íà ñåìåéñòâå ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ïåðâîãî ðîäà ïî Ïóàíêàðå,

ëèáî ïðîäîëæàåòñÿ ïî 𝐶 äî çíà÷åíèÿ −∞, ñòðåìÿñü â ïðåäåëå ê ïîðîæäàþùåìó

ðåøåíèþ.

Äëÿ âûÿñíåíèÿ ñòðóêòóðû ïîðîæäàþùèõ ðåøåíèé çàäà÷è àíòè-Õèëëà áûë

âûïîëíåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé ïîêàçàë, ÷òî îãðàíè÷åíèé ãè-

ïîòåçû 1 íà îòñóòñòâèå â ïîðîæäàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâóõ äóã 𝑖𝑖 èëè 𝑒𝑒

â ýòîì ñëó÷àå íåò.

Â çàäà÷å àíòè-Õèëëà äëÿ ïàðû äóã ëþáûõ òèïîâ ìîæíî ïîñòðîèòü â ïåð-

âîì ïðèáëèæåíèè ñîãëàñóþùèå ãèïåðáîëû òàê, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ çàäà÷è

Õèëëà â [7]. Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå çàäà÷è àíòè-Õèëëà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ

ïàðû äóã 𝑖𝑖 (èëè 𝑒𝑒, ñîîòâåòñòâåííî) ìîæíî ïîñòðîèòü äâå ðàçíûõ ñîãëàñóþ-

ùèõ òðàåêòîðèè. Ïîñêîëüêó ïàðà äóã 𝑖𝑖 (èëè 𝑒𝑒) ìîæåò áûòü ñîãëàñîâàíà äâóìÿ

ðàçíûìè äóãàìè, òî ïîðîæäàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîäåðæàùàÿ òàêóþ ïàðó,

çàäà¼ò äâà ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò çàäà÷è àíòè-Õèëëà. Îáîçíà÷èì ïà-

ðó äóã 𝑖𝑖, ñîåäèíÿþùèõñÿ â òî÷êå ñ îðäèíàòîé 𝑥2 > 0, ÷åðåç 𝑖+𝑖 (èëè 𝑒+𝑒 äëÿ

ïàðû äóã 𝑒𝑒), à ïàðó äóã 𝑖𝑖, ñîåäèíÿþùèõñÿ â òî÷êå ñ îðäèíàòîé 𝑥2 < 0, ÷åðåç

𝑖−𝑖 (èëè 𝑒−𝑒 ñîîòâåòñòâåííî). Äëÿ çàäà÷è àíòè-Õèëëà ãèïîòåçà 1 ìîæåò áûòü

ïåðåôîðìóëèðîâàíà â ñëåäóþùåì âèäå.

Ãèïîòåçà 3 (Áàòõèí [9]). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñîñòàâëåííàÿ èç äóã ±𝑗, 𝑖, 𝑒 ñëåäó-
þùèõ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå çà èñêëþ÷åíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {𝑖} è {𝑒},
ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ðåøåíèåì äëÿ ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò çàäà÷è

àíòè-Õèëëà.

Èç ãèïîòåçû 3 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

çàäà÷è Õèëëà åñòü ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ ïîñëå-
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äîâàòåëüíîñòåé çàäà÷è àíòè-Õèëëà, ò. å. ëþáîå ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò

âòîðîãî âèäà çàäà÷è Õèëëà ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ

îðáèò çàäà÷è àíòè-Õèëëà, íî íå íàîáîðîò. Ïîðîæäàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

çàäà÷è Õèëëà çàäà¼ò äâà ñåìåéñòâà: îäíî äëÿ çàäà÷è Õèëëà, äðóãîå äëÿ çàäà÷è

àíòè-Õèëëà.

Ñôîðìóëèðîâàíû äëÿ ïîðîæäàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 𝜔 çàäà÷è àíòè-

Õèëëà óòâåðæäåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ïî ñòðóêòóðå 𝜔 îïðåäåëÿòü òèï ñèììåòðèè,

ãëîáàëüíóþ êðàòíîñòü 𝑀 è àñèìïòîòèêó íà÷àëüíûõ óñëîâèé îðáèò ñîîòâåòñòâó-

þùåãî ñåìåéñòâà. Îíè àíàëîãè÷íû ñîîòâåòñòâóþùèì óòâåðæäåíèÿì ãëàâû 1.

Îïðåäåëåíèå 3. Íàçîâ¼ì äâà ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò � îäíî ñåìåéñòâî

çàäà÷è Õèëëà, äðóãîå ñåìåéñòâî çàäà÷è àíòè-Õèëëà � ñâÿçàííûìè, åñëè îíè èìå-

þò îäíó è òó æå ïîðîæäàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ñâÿçàííûå ñåìåéñòâà â ðàìêàõ ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþò ñî-

áîé ó÷àñòêè (âåòâè) îäíîãî ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ

ñåìåéñòâ çàäà÷è àíòè-Õèëëà, ñâÿçàííûõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñåìåéñòâàìè çàäà-

÷è Õèëëà, èñïîëüçóþòñÿ èìåíà ïîñëåäíèõ ñî çíà÷êîì ˜.

×èñëåííî áûëî èññëåäîâàíî îêîëî 20-òè ñåìåéñòâ ñèììåòðè÷íûõ ïåðèî-

äè÷åñêèõ îðáèò çàäà÷è Õèëëà [8; 20; 25; 27; 29], êîòîðûå óäàëîñü ïðîäîëæèòü

äî ñåìåéñòâ çàäà÷è àíòè-Õèëëà. Îêàçàëîñü, ÷òî ñåìåéñòâà äâîÿêî ñèììåòðè÷íûõ

îðáèò îáðàçóþò â îïðåäåë¼ííîì ñìûñëå ¾ñêåëåò¿ ñåòè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé,

ïîñêîëüêó ìíîãèå äðóãèå ñåìåéñòâà ïåðåñåêàþòñÿ ñ ýòèìè ñåìåéñòâàìè, ðàçäå-

ëÿÿ îáùèå îðáèòû ñ ðàçëè÷íûìè öåëûìè ëîêàëüíûìè êðàòíîñòÿìè.

Ñõåìàòè÷åñêè ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2. Öåí-

òðàëüíûé ñòîëáåö ñîäåðæèò ïîðîæäàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, òî÷êè 𝑂, 𝐿1 è

𝐿2 îáîçíà÷àþò íà÷àëî êîîðäèíàò è òî÷êè ëèáðàöèè ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðîâåä¼ííûé ÷èñëåííûé àíàëèç ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà èçâåñòíûõ íà

ñåãîäíÿøíèé äåíü ñåìåéñòâ îáîáù¼ííîé çàäà÷è Õèëëà ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðî-

âàòü ñëåäóþùóþ ãèïîòåçó.
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Ðèñ. 2. Äèàãðàììà ñâÿçåé ìåæäó ¾êëàññè÷åñêèìè¿ ñåìåéñòâàìè çàäà÷è Õèëëà è èõ àíòèõèëëîâ-

ñêèìè ïðîäîëæåíèÿìè. Îáùèå îðáèòû äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâ ïîêàçàíû êðóæêîì.

Ãèïîòåçà 4 (Áàòõèí [9]). Âñå ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò îáîáù¼ííîé çà-

äà÷è Õèëëà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì, ôîðìèðóÿ îáùóþ ñåòü ñåìåéñòâ. Ýòà ñâÿçü

ðåàëèçóåòñÿ ëèáî ÷åðåç îáùèå ïîðîæäàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîåäèíÿþùèå

ñåìåéñòâà çàäà÷ Õèëëà è àíòè-Õèëëà, ëèáî ÷åðåç îáùèå îðáèòû ñ öåëîé ëîêàëü-

íîé êðàòíîñòüþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîé îðáèòû íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà ìîæ-

íî ïóò¼ì ïðîäîëæåíèÿ âäîëü íåãî ïåðåéòè ê ëþáîé äðóãîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáè-

òå. Áîëåå òîãî, íåêîòîðûå ñâîéñòâà îáîáù¼ííîé çàäà÷è ïîçâîëÿþò ïðåäñêàçàòü

õàðàêòåðèñòèêè ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì ñåìåéñòâ.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû 3 ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñå ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷å-

ñêèõ ðåøåíèé îáîáù¼ííîé çàäà÷è îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàíû â îáùóþ ñåòü, âçàèìî-

äåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì ÷åðåç ïðåäåëüíûå ðåøåíèÿ èëè ÷åðåç îáùèå îðáèòû.

Îí îïóáëèêîâàí â [9; 19].

Âòîðàÿ ÷àñòü ðàáîòû ïîñâÿùåíà àíàëèçó óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ïî-
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ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (ÏÐ) ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà, êîòîðàÿ

ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò íåêîòîðîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ. Ïðåäëàãàåòñÿ ñõåìà

èññëåäîâàíèÿ, êîòîðàÿ èñïîëüçóåò ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ: à) äèñêðèìèíàòíîãî ìíî-

æåñòâà ìíîãî÷ëåíà, á) ìíîæåñòâà óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîé ìíîãîïàðàìåòðè÷å-

ñêîé ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà è â) ìåòîä ãàìèëüòîíîâîé íîðìàëüíîé ôîðìû (ÍÔ)

ÏÐ.

Â ãëàâå 4 äàíî îïèñàíèå ñòðóêòóðû è ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äèñ-

êðèìèíàíòíîãî ìíîæåñòâà 𝒟(𝑓𝑛) íåêîòîðîãî ïðèâåä¼ííîãî ìíîãî÷ëåíà

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥
𝑛−1 + . . .+ 𝑎𝑛 (2)

ñòåïåíè 𝑛 â ïðîñòðàíñòâå K åãî êîýôôèöèåíòîâ 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛.

Îïðåäåëåíèå 4. Äèñêðèìèíàíòíûì ìíîæåñòâîì 𝒟(𝑓𝑛) ìíîãî÷ëåíà 𝑓𝑛(𝑥) íà-

çîâ¼ì ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà êîýôôèöèåíòîâ K, â êîòîðûõ 𝑓𝑛(𝑥)

èìååò êðàòíûå êîðíè.

Ñòðóêòóðà êðàòíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà (2) îïèñûâàåòñÿ â òåðìèíàõ åãî 𝑘-õ

ñóáäèñêðèìèíàíòîâ 𝐷(𝑘)(𝑓𝑛).

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü 𝑡𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, êîðíè ìíîãî÷ëåíà 𝑓𝑛(𝑥). Òîãäà åãî ñóá-

äèñêðèìèíàíò 𝐷(𝑘)(𝑓𝑛) ïîðÿäêà 𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 2 åñòü

𝐷(𝑘)(𝑓𝑛) =
∑︁

𝐼⊂{1,...,𝑛}
#(𝐼)=𝑛−𝑘

∏︁
(𝑗,𝑙)∈𝐼
𝑙>𝑗

(𝑡𝑗 − 𝑡𝑙)
2 ,

ãäå#(𝐼) � ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà 𝐼 . Äëÿ 𝑘 = 𝑛−1 ïîëîæèì𝐷(𝑛−1)(𝑓𝑛) = 𝑛,

à äëÿ 𝑘 = 𝑛 ïîëîæèì 𝐷(𝑛)(𝑓𝑛) = 1.

Äèñêðèìèíàíòíîå ìíîæåñòâî 𝒟(𝑓𝑛) åñòü îáúåäèíåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ ìíî-

ãîîáðàçèé 𝒱𝑘 ðàçìåðíîñòåé 𝑘 = 1, . . . , 𝑛−1. Íà êàæäîì ìíîãîîáðàçèè 𝒱𝑘 ìíîãî-

÷ëåí 𝑓𝑛(𝑥) èìååò 𝑘 ðàçëè÷íûõ êîðíåé, ñòðóêòóðà êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ðàçáèå-

íèåì [1𝑛12𝑛2 · · · 𝑖𝑛𝑖 · · ·] íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 𝑛, ãäå ÷èñëî 𝑖 åñòü êðàòíîñòü êîðíÿ, à
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÷èñëî 𝑛𝑖 ïîêàçûâàåò êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ êîðíåé êðàòíîñòè 𝑖. Òîãäà 𝑘 =
∑︀

𝑖 𝑛𝑖

è
∑︀

𝑖 𝑖𝑛𝑖 = 𝑛.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå êîýôôèöèåíòîâK ìíîãî÷ëåíà 𝑓𝑛(𝑥) èìååòñÿ

àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå 𝒱𝑘 ðàçìåðíîñòè 𝑘 < 𝑛, íà êîòîðîì 𝑓𝑛(𝑥) èìååò

𝑘 ðàçëè÷íûõ êîðíåé, èç êîòîðûõ 𝑡 � âåùåñòâåííûé êîðåíü êðàòíîñòè 𝑚, 𝑚 6

𝑛− 𝑘+1, ò. å. 𝑓𝑛(𝑥) = (𝑥− 𝑡)𝑚𝑢(𝑥), ãäå 𝑢(𝑥) � ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà

𝑓𝑛(𝑥) íà áèíîì (𝑥−𝑡)𝑚, à 𝑢𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘−1, åãî ðàçëè÷íûå êîðíè ñ êðàòíîñòüþ,

îòëè÷íîé îò 𝑚. Ïóñòü r𝑘(𝑡, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘−1) � ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

ìíîãîîáðàçèÿ 𝒱𝑘. Òîãäà âûðàæåíèå

r𝑘+1 (𝑡, 𝑣, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘−1) = r𝑘(𝑡, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘−1) +
𝑣

𝑚

𝜕

𝜕𝑡
r𝑘(𝑡, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘−1)

çàäà¼ò ïàðàìåòðèçàöèþ ÷àñòè àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ 𝒱𝑘+1, íà êîòîðîé

ìíîãî÷ëåí 𝑓𝑛(𝑥) èìååò êîðåíü 𝑡 êðàòíîñòè 𝑚 − 1, ïðîñòîé êîðåíü 𝑡 + 𝑣, à

êðàòíîñòè è çíà÷åíèÿ îñòàëüíûõ 𝑘 − 1 êîðíåé îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò êîíñòðóêòèâíî ïîëó÷àòü ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå òåõ êîìïîíåíò 𝒱𝑘 äèñêðèìèíàíòíîãî ìíîæåñòâà 𝒟(𝑓𝑛), íà êîòîðûõ ìíî-

ãî÷ëåí èìååò òîëüêî îäèí êðàòíûé êîðåíü êðàòíîñòè 𝑛−𝑘+1, à îñòàëüíûå 𝑘−1

êîðíè ïðîñòûå.

Êîìïîíåíòû 𝒱𝑘 äèñêðèìèíàíòíîãî ìíîæåñòâà îáðàçóþò èåðàðõè÷åñêóþ

ñòðóêòóðó. Îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå 𝒱1, íà êîòîðîì ìíîãî÷ëåí 𝑓𝑛(𝑥) èìååò

åäèíñòâåííûé êîðåíü êðàòíîñòè 𝑛, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé â R𝑛. Ðàññìàòðèâàÿ

å¼ êàê íàïðàâëÿþùóþ äëÿ êàñàòåëüíûõ, ïîëó÷èì ëèíåé÷àòóþ ðàçâ¼ðòûâàþùó-

þñÿ ïîâåðõíîñòü � ìíîãîîáðàçèå 𝒱2, íà êîòîðîì îäèí êîðåíü ìíîãî÷ëåíà 𝑓𝑛(𝑥)

ïðîñòîé, à âòîðîé � êðàòíûé ñ êðàòíîñòüþ 𝑛 − 1. Êàæäîå ñëåäóþùåå ìíîãîîá-

ðàçèå 𝒱𝑘 ñ àíàëîãè÷íîé ñòðóêòóðîé êîðíåé íà í¼ì óñòðîåíî êàê ëèíåé÷àòîå 𝑘-

ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ãäå ðîëü íàïðàâëÿþùåé âûïîëíÿåò ìíîãîîáðàçèå 𝒱𝑘−1.

Ïðåäëîæåí íàáîð êîíñòðóêòèâíûõ ïðîöåäóð, ïðèìåíÿÿ êîòîðûå ê ìíîãî-

îáðàçèþ 𝒱1, ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëèíîìèàëüíîå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå
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âñåõ êîìïîíåíò äèñêðèìèíàíòíîãî ìíîæåñòâà 𝒟(𝑓𝑛), â òîì ÷èñëå è êîìïîíåíòó

𝒱𝑛−1, ðàçäåëÿþùóþ ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ K ìíîãî÷ëåíà 𝑓𝑛(𝑥) íà [𝑛/2] + 1

îáëàñòü ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì âåùåñòâåííûõ êîðíåé.

Òåîðåìà 5. Äèñêðèìèíàíòíîå ìíîæåñòâî 𝒟(𝑓𝑛) âåùåñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà 𝑓𝑛(𝑥)

äîïóñêàåò ïîëèíîìèàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ äëÿ êàæäîãî èç ñîñòàâëÿþùèõ åãî

ìíîãîîáðàçèé 𝒱𝑘.

Òàêæå â ýòîì ïàðàãðàôå äàíî îïèñàíèå ñòðóêòóðû âñåõ êîìïîíåíò äèñêðè-

ìèíàíòíîãî ìíîæåñòâà 𝒟(𝑓𝑛) è èõ ïàðàìåòðèçàöèÿ äëÿ 𝑛 = 3, 4. Âû÷èñëåííûå

ïàðàìåòðèçàöèè èñïîëüçóþòñÿ â äàëüíåéøåì. Óêàçàíî ïðèëîæåíèå ìåòîäà ê âû-

÷èñëåíèþ ãëîáàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè íåêîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðà-

çèÿ [12; 14].

Ïîëó÷åíî òàêîå îáîáùåíèå òåîðåìû 4, êîòîðîå ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ïàðà-

ìåòðèçàöèþ âñåõ ïîäìíîãîîáðàçèé 𝒱𝑗, ïåðåñåêàþùèõ 𝒱𝑘 ñ óæå èçâåñòíîé ïà-

ðàìåòðèçàöèåé. Âñ¼ ýòî äà¼ò âîçìîæíîñòü êîíñòðóêòèâíî îïèñûâàòü ñòðóêòóðó

êîìïîíåíò äèñêðèìèíàòíîãî ìíîæåñòâà 𝒟(𝑓𝑛), à òàêæå â ðÿäå ñëó÷àåâ è ÿâíî

íàõîäèòü çíà÷åíèÿ êðàòíûõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà (2).

Â êîíöå ãëàâû 4 îáñóæäàåòñÿ ìåòîä èññëåäîâàíèÿ îñîáåííîñòåé àëãåáðàè-

÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé â R3 (C3), îñíîâàííûé íà àëãîðèòìàõ ñòåïåííîé ãåîìåò-

ðèè [24]. Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äèñêðè-

ìèíàíòíîãî ìíîæåñòâà 𝒟(𝑓) âáëèçè åãî îñîáåííîñòåé â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà êî-

ýôôèöèåíòû 𝑎𝑖 ìíîãî÷ëåíà (2) ïîëèíîìèàëüíî çàâèñÿò îò íåêîòîðîãî âåêòîðà

ïàðàìåòðîâ P ∈ R3 èñõîäíîé çàäà÷è è ïîñëåäíèå íå ìîãóò áûòü ÿâíî âûðàæå-

íû ÷åðåç 𝑎𝑖. Ìåòîä ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå â âèäå

ñòåïåííûõ ðÿäîâ ëèáî ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ëèáî ñ êîýôôèöèåíòà-

ìè, ðàöèîíàëüíî çàâèñÿùèìè îò íåêîòîðîé êîîðäèíàòû 𝑢 è
√︀
𝜓(𝑢), ãäå 𝜓(𝑢) �

ìíîãî÷ëåí. Ìåòîä áûë àïðîáèðîâàí äëÿ èññëåäîâàíèÿ îñîáåííîñòåé íåêîòîðûõ

ìíîãîîáðàçèé â R3. Âàðèàíò ìåòîäà äëÿ êðèâûõ â R2 (C2) îïèñàí â ðàáîòå [18].

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû 4 ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.
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• Êîìïîíåíòà 𝒱𝑛−1 äèñêðèìèíàíòíîãî ìíîæåñòâà 𝒟(𝑓𝑛), èìåþùàÿ íàèáîëüøóþ

ðàçìåðíîñòü, îáëàäàåò ëèíåé÷àòîé ñòðóêòóðîé è äîïóñêàåò ïîëèíîìèàëüíóþ

ïàðàìåòðèçàöèþ â ïðîñòðàíñòâå K êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà 𝑓𝑛. Îíè îïóá-

ëèêîâàíû â [11; 13; 15; 16].

• Îïèñàí è ðåàëèçîâàí Àëãîðèòì II àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêî-

ãî óðàâíåíèÿ â R3 [1; 4; 5].

Â Ãëàâå 5 ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

(ÏÐ) ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíîâîé ôóíêöèåé 𝐻(z), êîòîðàÿ ïîëèíîìèàëüíûì îáðà-

çîì çàâèñèò îò âåêòîðà ïàðàìåòðîâ P ∈ Π. Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ àíàëèòè-

÷åñêàÿ àâòîíîìíàÿ ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà 𝐻(z) â îêðåñòíîñòè ÏÐ, ñîâïàäàþùåãî

ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñõîäÿùèéñÿ ðÿä èç îäíîðîäíûõ ôîðì 𝐻𝑘

ñòåïåíè 𝑘:

𝐻(z;P) =
∞∑︁
𝑘=2

𝐻𝑘(z;P). (3)

Ðàçëîæåíèå (3) íà÷èíàåòñÿ ñ êâàäðàòè÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà 𝐻2(z;P), îïðå-

äåëÿþùåãî ëîêàëüíóþ äèíàìèêó âáëèçè ÏÐ. Ïîâåäåíèå ôàçîâîãî ïîòîêà â ïåð-

âîì ïðèáëèæåíèè îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé Ãàìèëüòîíà

ż(𝑡) = JA(P)z, A(P) =
1

2

𝜕2𝐻2(P)

𝜕z𝜕z
, (4)

ãäå J � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ åäèíèöà, A � ïîñòîÿííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, çà-

âèñÿùàÿ îò âåêòîðà ïàðàìåòðîâ P ∈ Π ⊂ R𝑚, z = (x,y)T, x,y ∈ R𝑛.

Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî óñòîé÷èâîñòè 𝒮

ëèíåéíîé ñèñòåìû (4) â ïðîñòðàíñòâå Π ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 6. Ìíîæåñòâî óñòîé÷èâîñòè 𝒮 ëèíåéíîé ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà �

ýòî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ P ∈ Π, äëÿ êîòîðûõ ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå

z = 0 ñèñòåìû óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

Ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíîé ñèñòåìû äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êàê â îáùåì ñëó÷àå, òàê è â ãàìèëüòîíîâîì ñëó÷àå. Â
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ïîñëåäíåì ñëó÷àå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà 𝑓(𝜇),

è óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ åãî êîðíåé.

Òåîðåìà 6. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ z = 0 ëèíåéíîé ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà (4)

óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîðíè ïîëóõàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà 𝑓(𝜇) âåùåñòâåííû è íåïîëîæèòåëüíû, à âñå ýëåìåíòàð-

íûå äåëèòåëè ìàòðèöû JA ïðîñòû.

Ãðàíèöåé 𝜕𝒮 ìíîæåñòâà óñòîé÷èâîñòè 𝒮 ñëóæàò ÷àñòè äâóõ àëãåáðàè÷å-

ñêèõ ìíîãîîáðàçèé: ℱ0, íà êîòîðîì ìíîãî÷ëåí 𝑓(𝜇) èìååò íóëåâûå êîðíè, è ℱ2,

íà êîòîðîì ìíîãî÷ëåí 𝑓(𝜇) èìååò êðàòíûå êîðíè îïðåäåë¼ííîé ñòðóêòóðû.

Â ðàáîòå óñëîâèå âåùåñòâåííîñòè êîðíåé ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî-

÷ëåíà 𝑓(𝜇) ñôîðìóëèðîâàíî â òåðìèíàõ åãî ñóáäèñêðèìèíàíòîâ 𝐷(𝑘)(𝑓).

Äëÿ ñëó÷àÿ êðàòíûõ êîðíåé 𝜇𝑚𝑢𝑙 îïèñàí ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ïðîâåðêè

ïðîñòîòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé. Îí îñíîâàí íà âû÷èñëå-

íèè ðàíãà ìàòðèöû JA− 𝜇𝑚𝑢𝑙E, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå àëãîðèòìè÷åñêîé ñõåìû èññëåäîâàíèÿ ìíîæå-

ñòâà óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì Ãàìèëüòîíà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãèðîñêîïè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ 4-ìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäûMx′′+

Gx′ + Rx = 0, ãäå x ∈ R4, M � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí-

íàÿ ìàòðèöà ìàññ, G � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë, R

� ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ïîòåíöèàëüíûõ ñèë. Äëÿ å¼ ãàìèëüòîíîâîé ôîðìû

óðàâíåíèé ñ ôóíêöèåé 𝐻(z)

𝐻(z) =
1

2
zTAz, z′ = JAz; A =

⎛⎝R−GM−1G/4 GM−1/2

−M−1G/2 M−1

⎞⎠ (5)

äîêàçûâàåòñÿ

Òåîðåìà 7. Åñëè â (5) ìàòðèöû M è R ñèììåòðè÷åñêèå 2× 2-áëî÷íî-ñêàëÿðíûå

è ïðè ýòîì ìàòðèöà M íåâûðîæäåííàÿ, òî îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû A åñòü

ïîëíûé êâàäðàò, ò. å. ïðèíèìàåò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
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Çàòåì ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè

ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåêîòîðîé ìîäåëüíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Çàäà÷à î äâèæåíèè ñòàòè÷åñêè íåóðàâíîâåøåííîé ñèñòåìû øàðíèðíî ñâÿ-

çàííûõ ãèðîñêîïîâ Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, àêòóàëüíîé â ñèëó å¼

ïðèëîæåíèé, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîâîëüíî ñëîæíîé, ïðåæäå âñåãî, çà ñ÷¼ò óâå-

ëè÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà çàäà÷è ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà âðà-

ùàþùèõñÿ òåë.

Çàäà÷à 1 ([31, ï. 7.8.2]). Â ïîëå ñèëû òÿæåñòè íàõîäèòñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòå-

ìà, ñîñòîÿùàÿ èç îñåñèììåòðè÷íûõ òåë, ñâÿçàííûõ óíèâåðñàëüíûìè øàðíèðà-

ìè Êàðäàíî�Ãóêà 𝑂1 è 𝑂2 (ðèñ. 3). Öåíòðû êàæäîãî èç øàðíèðîâ íàõîäÿòñÿ íà

îñÿõ ñèììåòðèè ñîîòâåòñòâóþùèõ òåë. Íèæíåå òåëî � ñòåðæåíü äëèíû 𝑙1 = 2𝑙,

ïîñðåäñòâîì øàðíèðà 𝑂1 ïðèêðåïë¼í ê îñè ðîòîðà âåðòèêàëüíî ïîñòàâëåííîãî

ìîòîðà è ñ ïîìîùüþ øàðíèðà 𝑂2 ê âåðõíåìó ñòåðæíþ äëèíû 𝑙2 = 𝑙, êîòîðûé,

â ñâîþ î÷åðåäü æ¼ñòêî ïðèêðåïë¼í ê öåíòðó ïëîñêîãî äèñêà ìàññû 𝑚 è äèàìåò-

ðà 𝑑 = 4𝑙, ïåðïåíäèêóëÿðíî åãî ïëîñêîñòè. Ðîòîð ìîòîðà âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿí-

íîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω. Íàäî âû÷èñëèòü â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ìíîæåñòâî

óñòîé÷èâîñòè äëÿ âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ýòîé ñèñòåìû.

Ââîäèòñÿ âåêòîð îáîáù¼ííûõ êîîðäèíàò êàê íàáîð óãëîâ Êðûëîâà: ̃︀x =

(𝛼1, 𝛽1, 𝛾1, 𝛼2, 𝛽2, 𝛾2), à ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿä-

êà ïî ̃︀x èìååò âèä

𝐿 =
𝐴

2

[︁
(𝛼̇2 − Ω𝛽2)

2 + (𝛽̇2 + Ω𝛼2)
2
]︁
+
𝐵

2

(︁
Ω2

(︀
1− 𝛼2

2 − 𝛽2
2

)︀
+ Ω

(︁
𝛼̇2𝛽2 − 𝛼2𝛽̇2

)︁)︁
− 𝑀

2

[︂
(𝑙1 (𝛼̇1 − Ω𝛽1) + 𝑙2 (𝛼̇2 − Ω𝛽2))

2 +
(︁
𝑙1

(︁
𝛽̇1 + Ω𝛼1

)︁
+ 𝑙2

(︁
𝛽̇2 + Ω𝛼2

)︁)︁2
]︂

+
𝑚𝐺

2

[︂
𝑙1

(︂
1− 𝛼2

1

2
− 𝛽2

1

2

)︂
+ 𝑙2

(︂
1− 𝛼2

2

2
− 𝛽2

2

2

)︂]︂
− 𝐶1

2

(︀
𝛼2
1 + 𝛽2

1

)︀
− 𝐶2

2

(︀
(𝛼2 − 𝛼1)

2 + (𝛽1 − 𝛽2)
2
)︀
+
𝐵

2
𝛾̇22 −

𝐶 ′
1

2
𝛾21 −

𝐶 ′
2

2
(𝛾2 − 𝛾1)

2,

ãäå 𝐴,𝐵 � ãëàâíûå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû èíåðöèè äèñêà, 𝐶1,2 è 𝐶
′
1,2 � êîýô-

ôèöèåíòû æ¼ñòêîñòè íà èçãèá è êðó÷åíèå â øàðíèðàõ 𝑂1 è 𝑂2 ñîîòâåòñòâåííî.
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Ðèñ. 3. Ìàññèâíûé äèñê, ïðèêðåïëåííûé ê ðîòîðó äâèãàòåëÿ ïîñðåäñòâîì óïðóãèõ øàðíèðîâ

Êàðäàíî�Ãóêà.

Óãëû ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ 𝛾𝑖, 𝑖 = 1, 2, âûäåëÿþòñÿ â íåçàâèñèìóþ ëèíåéíóþ

ïîäñèñòåìó, óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ êîòîðîé èññëåäóåòñÿ òðèâè-

àëüíî. Äëÿ îñíîâíîé ïîäñèñòåìû ïîñëå ââåäåíèÿ áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè 𝜏 = Ω𝑡

å¼ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà â ìàòðè÷íîé ôîðìå ïðèìåò âèä

𝐿(x, ẋ) =
1

2
(Mẋ, ẋ) + xTGẋ+

1

2
(Rx,x) ,

ãäå x = (𝛼1, 𝛽1, 𝛼2, 𝛽2), M è R � ñèììåòðè÷åñêèå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåë¼ííûå

ìàòðèöû ìàññ è ïîòåíöèàëüíûõ ñèë ñîîòâåòñòâåííî, G � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ

ìàòðèöà ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ëèíåéíàÿ ñèñòåìà Ãàìèëü-

òîíà èìååò âèä (5) ñ ïîñòîÿííîé ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöåé A(P), çàâèñÿùåé îò

âåêòîðà ïàðàìåòðîâ P. Âåêòîð ïàðàìåòðîâ P = (𝑝, 𝑞, 𝑟) ñâÿçàí ñ ôèçè÷åñêèìè
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ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû ñîîòíîøåíèÿìè

𝑝 =
𝐶1

𝑀𝑔𝑙̃︀Ω2
, 𝑞 =

𝐶2

𝑀𝑔𝑙̃︀Ω2
, 𝑟 =

2̃︀Ω2
, ̃︀Ω = Ω

√︀
𝑙/𝑔.

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãðàíèöåé ìíîæåñòâà óñòîé÷èâîñòè 𝒮 ñëóæèò ÷àñòü äèñ-

êðèìèíàíòíîãî ìíîæåñòâà 𝒟(𝑓) = 0, ãäå 𝑓 � ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî-

÷ëåí ìàòðèöû JA(P). Å¼ óðàâíåíèå ôàêòîðèçóåòñÿ: 𝐷(𝑓) = 𝑙(P)4𝑔(P)/256, ãäå

ìíîãî÷ëåíû 𝑙(P) è 𝑔(P) èìåþò ïåðâóþ è øåñòóþ ñòåïåíü ñîîòâåòñòâåííî. Â

èòîãå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ìíîãîîáðàçèÿ 𝒢
def
={P : 𝑔(P) = 0}.

Äàëåå îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðà îñîáûõ òî÷åê ìíîæåñòâà 𝒢 , ñ èõ ïîìîùüþ

ñòðîèòñÿ ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ Π è äîêàçûâàåò-

ñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî 𝒢 ñîñòîèò èç äâóìåðíîé ëèíåé÷àòîé ïîâåðõíîñòè ̃︀𝒢 è ïàðû

îäíîìåðíûõ ïàðàáîë 𝒫1 è 𝒫2 ñ ïàðàìåòðèçàöèÿìè

̃︀𝒢 :{𝑈 = 𝑢 sin𝜙, 𝑉 = (𝑢+ 1) cos𝜙, 𝑊 = 4𝑢+ 2 cos2 𝜙+ 1}, (6)

𝒫1 :{𝑉 = 0, 𝑊 = −2𝑈 2 − 1}, (7)

𝒫2 :{𝑈 = 0, 𝑊 = 2𝑉 2 + 1}. (8)

Ìíîãîîáðàçèÿ ̃︀𝒢 è 𝒫1,2 ñóòü êîìïîíåíòû 𝒱3(𝑓) è 𝒱2(𝑓) ñîîòâåòñòâåííî äèñêðè-

ìèíàíòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ 𝒟(𝑓) ãëàâû 4. Ïðè ýòîì ïîâåðõíîñòü ̃︀𝒢 ñàìîïåðåñå-

êàåòñÿ ïî ïàðàáîëè÷åñêèì ñåãìåíòàì 𝒫0
1 : (−1 6 𝑈 6 1) â (7) è 𝒫0

2 : (−1 6

𝑉 6 1) â (8).

Ëèíåé÷àòàÿ ïîâåðõíîñòü ̃︀𝒢 äåëèò ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ Q íà ÷åòûðå

îòêðûòûå îáëàñòè 𝒮𝑗, 𝑗 = 0, 1, 2, 3, â êàæäîé èç êîòîðûõ ïîëóõàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèé ìíîãî÷ëåí 𝑓(𝜇) èìååò íàáîð êîðíåé îïðåäåë¼ííîé ñòðóêòóðû.

Òåîðåìà 8. Ìíîæåñòâî óñòîé÷èâîñòè 𝒮 çàäà÷è åñòü 𝒮2 ∪𝒮3 ∪𝒫0
1 , ïðè ýòîì

ìíîæåñòâî 𝒮2 ∪ 𝒮3 çàäà¼òñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

𝑔(Q) > 0, 𝐷(1)(𝑓) > 0, 𝐷(2)(𝑓) > 0.
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Å¼ ãðàíèöà 𝜕𝒮 çàäà¼òñÿ ïàðàìåòðèçàöèåé (6) ïðè 𝑢 6 0. Ïðè ýòîì 𝒮2 � îãðà-

íè÷åííàÿ îáëàñòü â Π â âèäå êðèâîëèíåéíîãî òåòðàýäðà, à 𝒮3 � íåîãðàíè÷åííàÿ

îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ âåòâè ïàðàáîëû 𝒫1.

Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà II âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ àëãåáðà-

è÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âûïîëíåí ëîêàëüíûé àíàëèç ìíîæåñòâà 𝒢 âáëèçè îñîáîé

òî÷êè âòîðîãî ïîðÿäêà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû 5 ñîñòîÿò â òîì, ÷òî

• äëÿ ëèíåéíûõ ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì ñ 4-ìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ìíîæåñòâî

íóëåé å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íå ìîæåò ñëóæèòü ãðàíèöåé îáëàñòè

óñòîé÷èâîñòè 𝒮 [10];

• ïîëíîñòüþ àíàëèòè÷åñêè îïèñàíà îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè 𝒮 ëèíåéíîé òð¼õïà-

ðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ãàìèëüòîíà, îïðåäåëÿåìîé çàäà÷åé 1. Ýòè ðåçóëüòàòû

îïóáëèêîâàíû â [1; 3].

Â ãëàâå 6 ïðîäîëæåíî èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ãèðîñêîïè-

÷åñêîé ñèñòåìû çàäà÷è 1. Îäíàêî çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ óæå áîëåå îáùàÿ

Çàäà÷à 2. Â óñëîâèÿõ çàäà÷è 1 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äèàìåòð ìàññèâíîãî äèñêà

𝑑 = 4𝑘𝑙2, à äëèíà íèæíåãî ñòåðæíÿ 𝑙1 = 𝐾𝑙2, 𝑘,𝐾 > 0 (ñì. ðèñ. 3). Íàäî âû÷èñ-

ëèòü ìíîæåñòâî óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó ýòîé ñèñòåìû.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à 2 èìååò âåêòîð ïàðàìåòðîâ P = (𝑝, 𝑞, 𝑟, 𝑘,𝐾). Äèñ-

êðèìèíàíò 𝐷(𝑓) ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà 𝑓 ìàòðèöû JA(P) èìååò

âèä 𝐷(𝑓) = 𝑙(P)4𝑔(P)/
(︀
4𝑘14𝐾9

)︀
, ãäå 𝑙(P) = 𝑝 + (𝐾 + 1)𝑞 −𝐾𝑟, à 𝑔(P) � ìíî-

ãî÷ëåí ñòåïåíè 6 ïî ïåðåìåííûì 𝑝, 𝑞, 𝑟 è ñòåïåíè 10 ïî ïåðåìåííûì 𝑘,𝐾. Ìå-

òîäàìè ãëàâû 4 áûëè âû÷èñëåíû êîîðäèíàòû îñîáûõ òî÷åê ïîðÿäêîâ 1 è 2, êàê

ôóíêöèè ïàðàìåòðîâ 𝑘,𝐾, à çàòåì â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ Π áûëî íàéäåíî

òàêîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå P → Q = (𝑈, 𝑉,𝑊, 𝑘,𝐾), ÷òî âñå êîýôôèöè-

åíòû ïîëóõàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà 𝑓(𝜇) çàâèñÿò òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ
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𝑈, 𝑉,𝑊 , à ìíîæèòåëü 𝑔(𝑄) ïðèíèìàåò âèä

𝑔(Q) =64𝑈 6 + 192𝑈 4𝑉 2 − 4𝑈 4𝑊 2 + 192𝑈 2𝑉 4 − 8𝑈 2𝑉 2𝑊 2 + 64𝑉 6−

− 4𝑉 4𝑊 2 + 72𝑈 4𝑊 − 4𝑈 2𝑊 3 − 72𝑉 4𝑊 + 4𝑉 2𝑊 3 + 60𝑈 4−

− 312𝑈 2𝑉 2 + 20𝑈 2𝑊 2 + 60𝑉 4 + 20𝑉 2𝑊 2 −𝑊 4 + 36𝑈 2𝑊−

− 36𝑉 2𝑊 + 12𝑈 2 + 12𝑉 2 + 2𝑊 2 − 1.

Ýòî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïîëíîå îïèñàíèå ìíîæåñòâà óñòîé÷èâîñòè 𝒮

ëèíåéíîé ñèñòåìû ãëàâû 5 è ñâåñòè 5-òè ïàðàìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó ê 3-õ ïàðà-

ìåòðè÷åñêîé.

Çàòåì ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó çàäà÷è 2.

Êîãäà äëÿ ñèñòåìû (4) âû÷èñëåíî ìíîæåñòâî óñòîé÷èâîñòè 𝒮 , òî ãàìèëü-

òîíèàí 𝐻2(z) ïðèâîäèòñÿ ê íîðìàëüíîé ôîðìå ñ íàáîðîì èíâàðèàíòîâ 𝜎𝑖(P),

𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

𝑔2 =
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜆̃𝑖(P)
(︀
𝑥2𝑖 + 𝑦2𝑖

)︀
, 𝜆̃𝑖(P) = 𝜎𝑖(P)𝜔𝑖(P), 𝜎𝑖(P) = ±1. (9)

Èíâàðèàíòû 𝜎𝑖(P), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, îïðåäåëÿþò ñèãíàòóðó s êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

𝑔2, èçìåíåíèå êîòîðîé ìîæåò ïðîèçîéòè ïðè ïåðåñå÷åíèè ãèïåðïîâåðõíîñòè ℱ0.

Ãèïåðïîâåðõíîñòü ℱ0 äåëèò ìíîæåñòâî óñòîé÷èâîñòè 𝒮 íà îáëàñòè 𝒲𝑗 ñ ðàâ-

íûì çíà÷åíèåì ñèãíàòóðû s, òîãäà ñëåäóåò âûäåëèòü òå îáëàñòè 𝒲𝑗, äëÿ êîòî-

ðûõ s = ±2𝑛, ò. å. äëÿ íèõ óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó îáåñïå÷èâàåòñÿ òåîðåìîé

Ëàãðàíæà-Äèðèõëå.

Äëÿ çàäà÷è 2 ïîâåðõíîñòü ℱ0 çàäà¼òñÿ â ïåðåìåííûõ 𝑈, 𝑉,𝑊 óðàâíåíèåì

𝑓00
def
=(𝑈 − 1)2 + 𝑉 2 − 1

16
(𝑊 + 3)2 = 0,

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ ñ âåðøèíîé â ò. (1, 0,−3) è

îñüþ, ïàðàëëåëüíîé îñè 𝑂𝑊 . Ïîâåðõíîñòü ℱ0 äåëèò ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ
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íà 3 îáëàñòè: 𝒲1 � âíóòðåííîñòü âåðõíåãî êîíóñà, 𝒲2 � âíóòðåííîñòü íèæíåãî

êîíóñà è 𝒲3 � âíåøíÿÿ îáëàñòü. Âû÷èñëåíèÿ ñèãíàòóðû ïî òåîðåìå ßêîáè [32,

ãë. X, � 3] ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòàì s = 0 â îáëàñòè 𝒲1, s = 8 â îáëàñòè 𝒲2 è

s = 4 â îáëàñòè 𝒲3. Îáëàñòü 𝒲2 ñ ìàêñèìàëüíîé ñèãíàòóðîé öåëèêîì íàõîäèòñÿ â

ïîäîáëàñòè óñòîé÷èâîñòè 𝒮3, êàñàÿñü ïîâåðõíîñòè ̃︀𝒢 âäîëü ïðÿìîé, íà êîòîðîé

ìíîãî÷ëåí 𝑓(𝜇) èìååò ïàðó íóëåâûõ êîðíåé.

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíî âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ìíîæåñòâà óñòîé÷èâîñòè 𝒮

è îáëàñòè ëÿïóíîâñêîé óñòîé÷èâîñòè 𝒲2. Íà ðèñóíêå 4 ïîêàçàíî ñå÷åíèå ýòèõ

îáëàñòåé ïëîñêîñòüþ 𝑉 = 0, îòìå÷åíû îñîáûå òî÷êè 2-ãî ïîðÿäêà 𝑃0, 𝑃1, ìíî-

æåñòâî îñîáûõ òî÷åê 1-ãî ïîðÿäêà 𝒫1 è îáëàñòè 𝒲𝑗 ñ ðàçíîé ñèãíàòóðîé s ôîð-

ìû (9).

W3

W1

S2

S3

W2

−2 −1 1 2

−6

−4

−2

P0P1

P1

U

W

Ðèñ. 4. Ñå÷åíèå ìíîæåñòâà óñòîé÷èâîñòè 𝒮 è îáëàñòè 𝒲2 ïëîñêîñòüþ 𝑉 = 0.
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Ïðèâîäèòñÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ôèçè÷åñêèõ çíà÷å-

íèé ïàðàìåòðîâ.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ãëàâû 6 ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè ìíîæåñòâà óñòîé÷è-

âîñòè ïî Ëÿïóíîâó äëÿ ñåìåéñòâà ãèðîñêîïè÷åñêèõ çàäà÷ ñ ïðîèçâîëüíûìè ðàç-

ìåðàìè ñòåðæíåé è ìàññèâíîãî äèñêà. Ðåçóëüòàòû ãëàâû îïóáëèêîâàíû â [6; 10].

Â Çàêëþ÷åíèè îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ìåòîäû, èñïîëüçîâàííûå â äèññåðòàöèîí-

íîé ðàáîòå, ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè èíâàðèàíò-

íûõ ìíîãîîáðàçèé áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé, äëÿ ïîèñêà è ïðîäîëæåíèÿ ñåìåéñòâ

ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåì Ãàìèëüòîíà ñ áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâî-

áîäû. Âû÷èñëåííûå â ðàáîòå ñåìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷è Õèëëà

ìîãóò áûòü ïðîäîëæåíû äî ñîîòâåòñòâóþùèõ ñåìåéñòâ îãðàíè÷åííîé èëè îáùåé

çàäà÷ òð¼õ òåë. Ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû ýòèõ ñåìåéñòâ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû

äëÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ êîñìè÷åñêèõ ìèññèé â îêðåñòíîñòè ìàëûõ òåë Ñîëíå÷íîé

ñèñòåìû. Ïîëó÷åííîå ïîëèíîìèàëüíîå îïèñàíèå äèñêðèìèíàíòíîãî ìíîæåñòâà

ìíîãî÷ëåíà, à òàêæå åãî îáîáùåíèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè ðåøåíèè çà-

äà÷ îá óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ, à òàêæå ïðè âû÷èñëåíèè è èññëå-

äîâàíèè íîðìàëüíîé ôîðìû ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà â å¼ îêðåñòíîñòè.
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21. Simó C., Stuchi T. J. Central stable/unstable manifolds and the destruction of

KAM tori in the planar Hill problem // Physica D. 2000. Vol. 140. P. 1�32.

22. Wilson C. The Hill�Brown Theory of the Moon's Motion: Its Coming-to-be

and Short-lived Ascendancy (1877-1984). New York, Dordrecht, Heidelberg,

London: Springer, 2010. (Sources and Studies in the History of Mathematics

and Physical Sciences).

23. Morales­Ruiz J., Simó C., Simon S. Algebraic proof of the non�integrability

of Hill's Problem // Ergodic Theory and Dynamical Systems. 2005. Vol. 25,

no. 4. P. 1237�1256.

24. Áðþíî À. Ä. Ñòåïåííàÿ ãåîìåòðèÿ â àëãåáðàè÷åñêèõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèÿõ. Ì.: Ôèçìàòëèò, 1998. 288 ñ.
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