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Общая характеристика диссертации

Актуальность. Линейное кинетическое уравнение Больцмана, называемое так-
же нестационарным уравнением переноса излучения или уравнением переноса ней-
тронов, описывает, например, перенос теплового излучения (перенос тепловой энер-
гии электромагнитными волнами) и нейтронов. Линейным уравнением Больцмана
и уравнениями, основанными на нем, описываются также различные процессы пе-
реноса в биологии. Линейное уравнение Больцмана это интегро-дифференциальное
уравнение относительно плотности частиц в фазовом пространстве, которая в общем
случае зависит от семи независимых переменных: время, три пространственные коор-
динаты, две угловые координаты (направление движения) и энергия (или скорость)
частиц.

Задачи для линейного уравнения Больцмана допускают аналитическое решение
лишь в исключительных случаях, однако численное решение этих задач также пред-
ставляет значительные сложности. Чтобы уменьшить сложность численного реше-
ния, по возможности применяются упрощения и приемы, использующие специфи-
ку конкретных задач, и облегчающие решение линейного уравнения Больцмана. В
сильнорассеивающих средах широко применяется диффузионное приближение, опи-
сываемое уравнением диффузии. Однако оно имеет свои ограничения даже в таких
средах, и до сих пор адекватная замена диффузионному приближению не найдена.

Если приближения к линейному уравнению Больцмана не позволяют получить
приемлемые решения, задачи приходится решать численно. К настоящему време-
ни разработано много методов численного решения задач для линейного уравнения
Больцмана. Тем не менее до сих пор существуют задачи, решение которых пред-
ставляет особые сложности. К таким задачам относятся, например, задачи переноса
излучения в областях сложной формы с зеркальными границами и прозрачными
зеркальными (френелевскими) границами раздела сред с отличающимися показате-
лями преломления. Решение этих задач представляет большой интерес, но ранее они
не рассматривались.

Еще более сложными являются задачи оптимального проектирования, в кото-
рых требуется определить оптимальные граничные значения или/и форму области
в которой решается задача для линейного уравнения Больцмана. Фактически это
обратные задачи. Поэтому в задачах оптимального проектирования к сложностям
решения линейного уравнения Больцмана добавляются сложности, связанные с ма-
тематической некорректностью, сопутствующей обратным задачам. Такие задачи оп-
тимального проектирования до сих пор решаются в основном методом проб и ошибок.
Единый подход к решению этих задач отсутствует.

Линейное уравнение Больцмана является классической мезоскопической моделью
переноса, в которой распределение длины свободного пробега частиц между столк-
новениями с рассеивателями экспоненциально. Но экспоненциальное распределение
длины свободного пробега имеет место только в «разреженных» средах, в которых
рассеиватели некоррелированы в пространстве. Однако многие среды плотны, и пре-
пятствия в них не могут рассматриваться как некоррелированные. В таких случаях
требуется обобщение линейного уравнения Больцмана, позволяющее описывать пере-
нос с неэкспоненциальным распределением длины свободного пробега частиц. Такое
обобщенное уравнение до сих пор не выводилось.

Цели и задачи работы: Изучение 𝐷1 приближения к линейному уравнению
Больцмана, разработка методов численного решения задач переноса излучения в об-
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ластях с зеркальными границами, разработка методов численного решения задач
оптимального проектирования в задачах переноса, обобщение линейного уравнения
Больцмана на случай произвольного распределения длины свободного пробега ча-
стиц.

Научная новизна:
∙ 𝐷1 приближение к линейному уравнению Больцмана предложено в качестве уточ-

нения диффузионного приближения.
∙ Построены квадратурные схемы на единичной сфере, основанные на квазили-

нейной интерполяции, которые позволяют трактовать зеркальное отражение и
преломление при решении задач переноса излучения.

∙ Построены численные схемы решения осесимметричных задач переноса излу-
чения с диффузными и зеркальными границами, и прозрачными зеркальными
(френелевскими) границами раздела сред с отличающимися показателями пре-
ломления.

∙ Разработан единый подход к численному решению задач оптимизации граничных
значений или формы области в задачах переноса излучения с диффузными и
зеркальными границами.

∙ Предложено обобщение линейного уравнения Больцмана на случай произволь-
ного распределения длины свободного пробега частиц.
Научная и практическая значимость. Полученные результаты могут быть

использованы при решении различных задач переноса. Разработанные методы чис-
ленного решения задач переноса были реализованы в комплексе программ, который
был использован при численном моделировании роста полупрозрачных кристаллов
из расплава низкоградиентным методом Чохральского.

Положения, выносимые на защиту:
1. 𝐷1 приближение предложено в качестве уточнения диффузионного приближения

к линейному уравнению Больцмана.
2. Построены квадратурные схемы на единичной сфере, основанные на квазили-

нейной интерполяции, которые позволяют трактовать зеркальное отражение и
преломление при решении задач переноса излучения методом дискретных орди-
нат.

3. Построены численные схемы решения осесимметричных задач переноса излу-
чения с диффузными и зеркальными границами и прозрачными зеркальными
(френелевскими) границами раздела сред с отличающимися показателями пре-
ломления.

4. Разработан комплекс программ решения осесимметричных задач переноса из-
лучения в областях сложной (осесимметричной) формы с диффузными и зер-
кальными границами и прозрачными зеркальными (френелевскими) границами
раздела сред с отличающимися показателями преломления.

5. Разработан единый подход к численному решению задач оптимизации граничных
значений или формы области в задачах переноса излучения с диффузными и
зеркальными границами.

6. Предложено обобщение линейного уравнения Больцмана на случай произвольно-
го распределения длины свободного пробега частиц и выведено асимптотическое
решение задачи Коши для этого обобщенного уравнения при малой средней длине
свободного пробега частиц.
Апробация работы. Основные результаты диссертации докладывались на Де-

вятой Российской национальной конференции по росту кристаллов (Москва, 2000),
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«The Third International Symposium on Radiative Transfer» (Antalya, Turkey, 2001), на
Четвертой международной конференции по росту монокристаллов, тепло- и массо-
переносу (Обнинск, 2001), на Десятой Российской национальной конференции по ро-
сту кристаллов (Москва, 2002), на Третьей Российской национальной конференции
по теплообмену (Москва, 2002), Eurotherm Seminar «Computational Thermal Radia-
tion in Participating Media» (Mons, Belgium, 2003), The Fourth International Sympo-
sium on Radiative Transfer (Istanbul, Turkey, 2004), Eurotherm Seminar «Computational
Thermal Radiation in Participating Media II» (Poitiers, France, 2006), на Четвертой Рос-
сийской национальной конференции по теплообмену (Москва, 2006), на Пятой меж-
дународной конференции по обратным задачам (Казань–Москва, 2007), The Fifth
International Symposium on Radiative Transfer (Bodrum, Turkey, 2007), на Междуна-
родной конференции «Days on Diffraction» (С.-Петербург, 2016), на Международном
симпозиуме «Systems Biology and Bioinformatics» (С.-Петербург, 2016), на семинарах
в Физико-техническом институте им.А.Ф. Иоффе и Санкт-Петербургском политех-
ническом университете.

Публикации. По теме диссертации опубликовано 24 статьи, из них 16 статей
в реферируемых научных журналах, одобренных ВАК (см. Основные публика-
ции по теме диссертации), и 8 статей в трудах научных конференций и научных
сборниках.

Структура диссертации. Диссертация состоит из введения, пяти глав, заклю-
чения, приложения и списка литературы. Текст диссертации содержит 259 страниц,
включая 89 рисунков и 5 таблиц. В списке литературы 273 работы.

Краткое содержание диссертации

Во введении обоснована актуальность проблематики, исследуемой в диссерта-
ции, перечислены цели и задачи работы, раскрыты научная новизна, научная и прак-
тическая значимость, сформулированы положения, выносимые на защиту.

Глава 1. Линейное уравнение Больцмана и связанные с ним проблемы.
Дан обзор литературы и проведен анализ современного состояния проблем, связан-
ных с линейным уравнением Больцмана.

Приближения к линейному уравнению Больцмана. Аналитические реше-
ния задач для линейного уравнения Больцмана существуют в исключительных слу-
чаях, однако численное решение этих задач также представляет значительные слож-
ности. Сложность численного решения может быть уменьшена при помощи много-
группового приближения по энергии (или скорости), когда вся область изменения
энергии разбивается на конечное число непресекающихся групп (состоящих из од-
ного или даже нескольких интервалов), и каждая такая группа ассоциируется с
фиксированной энергией из соответствующей группы. В результате исходное линей-
ное уравнение Больцмана сводится к системе моноэнергетических (односкоростных)
линейных уравнений Больцмана (с шестью независимыми переменными: одна вре-
менна́я, три пространственных и две угловых). Но и такие задачи представляют из
себя сложную проблему. Поэтому всякий раз, когда возможно, используются раз-
личные приближения к линейному уравнению Больцмана. В сильнорассеивающих
средах широко используется диффузионное приближение к односкоростному урав-
нению Больцмана. Однако оно имеет свои ограничения даже в таких средах, и до
сих пор адекватная замена диффузионному приближению не найдена.

Методы решения задач переноса излучения. Линейное уравнение Больц-
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мана, описывающее перенос теплового излучения (перенос тепловой энергии электро-
магнитными волнами), имеет вид нестационарного уравнения переноса излучения, в
котором скорость распространения равна скорости света в среде, а роль энергии иг-
рает частота электромагнитной волны. В большинстве приложений скорость света
настолько велика по сравнению с характерной скоростью происходящих процессов
(то есть излучение распространяется «мгновенно»), что производной по времени в
уравнении переноса можно пренебречь. В результате уравнение переноса принимает
вид стационарного уравнения. Но и в этом случае решение задач переноса излучения
остается сложной проблемой. Для упрощения численного решения обычно пользутся
многогрупповым приближением по частоте, когда весь спектр разбивается на конеч-
ное число групп (состоящих из одного или нескольких интервалов), и каждая такая
группа ассоциируется с фиксированной частотой из соответствующей группы. Таким
образом уравнение переноса сводится к уравнению переноса без спектральной зави-
симости. В случаях, когда в уравнении переноса и краевых условиях спектральной
зависимостью пренебрегают, говорят о сером приближении.

В настоящее время наиболее распространенным подходом к численному реше-
нию уравнения переноса излучения является метод дискретных ординат (и метод
конечных объемов, как его разновидность). Метод дискретных ординат основан на
дискретизации угловой зависимости интенсивности излучения. Решение задачи пе-
реноса излучения ищется для конечного числа направлений (узловых точек на еди-
ничной сфере, дискретных ординат), причем каждому направлению сопоставляется
квадратурный вес и интегралы по угловым переменным аппроксимируются квадра-
турными суммами. В результате такой дискретизации уравнение переноса сводится к
системе уравнений в частных производных первого порядка, содержащих в качестве
независимых переменных только пространственные координаты. Краевые условия
для уравнения переноса преобразуются в краевые условия для полученной системы
уравнений в частных производных. После дискретизации по угловым переменным
осуществляется дискретизация по пространственным переменным методами конеч-
ных объемов или конечных разностей, или другими методами.

Первый шаг в методе дискретных ординат — дискретизация уравнения переноса
по угловым переменным, то есть выбор квадратурной схемы на единичной сфере.
Поскольку квадратурная схема оказывает существенное влияние на точность по-
лучаемого решения, к настоящему времени предложено довольно много различных
квадратур на сфере. Однако имеющиеся квадратуры на сфере не позволяют в рам-
ках метода дискретных ординат формулировать краевые условия в случае зеркаль-
ного отражения и преломления на границе. Действительно, квадратуры на сфере не
предполагают какого-либо аналитического представления интегрируемой функции,
поэтому, поскольку направление зеркально отраженного или преломленного луча, во-
обще говоря, не принадлежит дискретному множеству направлений, интенсивность
излучения в этих направлениях в общем случае не определена.

Одним из наиболее удачных способов пространственной дискретизации в мето-
де дискретных ординат является метод характеристик. В декартовых координатах
метод характеристик концептуально прост, поскольку дифференциальный оператор
в уравнении переноса действует только на пространственные переменные (угловые
переменные являются параметрами), и поэтому характеристики это прямые линии.
Многие задачи переноса излучения обладают осевой симетрией. Однако применение
метода характеристик к осесимметричным задачам переноса излучения затруднено,
поскольку в цилиндрических координатах дифференциальный оператор в уравнении
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переноса действует как на пространственные, так и на угловые переменные. Задачи
переноса излучения в осесимметричных областях сложной формы с непрозрачными
зеркальными границами и прозрачными зеркальными (френелевскими) границами
раздела сред с отличающимися показателями преломления методом дискретных ор-
динат до сих пор не решались.

Оптимальное проектирование в задачах переноса излучения. Перенос
тепла излучением играет существенную (а часто и решающую) роль в высокотем-
пературных устройствах и системах. Радиационный теплоперенос в таких системах
значительно усложняет общий тепло- и массоперенос. В настоящее время проекти-
рование таких систем осуществляется методом проб и ошибок. Очевидно, что это
крайне неэффективный подход к решению задач оптимального проектирования.

Задача оптимального проектирования может быть сформулирована как обратная
задача 𝐴(𝑢) = 𝑓 , где оператор 𝐴 обозначает прямую задачу, 𝑢 — параметры проекти-
рования, то есть величины (или функции), от которых зависит поведение системы, 𝑓
— проектные параметры, то есть величины (или функции), характеризующие пове-
дение системы (проектные параметры 𝑓 находятся в результате вычисления опера-
тора 𝐴, то есть решения прямой задачи с заданными параметрами проектирования
𝑢). Обратная задача заключается в нахождении таких параметров проектирования
𝑢, при которых проектные параметры 𝑓 удовлетворяют заранее сформулированным
требованиям. Проектными параметрами 𝑓 в рассматриваемых задачах являются рас-
пределения температуры, плотности тепловых потоков на нагреваемой поверхности
или на фронте кристаллизации (в установках для роста кристаллов). Параметра-
ми проектирования 𝑢 могут быть, во-первых, распределения температур или теп-
ловых потоков на поверхности нагревателя или мощности нагревателей, во-вторых,
геометрические параметры установки. В соответствии с этим будем различать два
типа задач проектирования. В задачах первого типа задана геометрия установки
и требуется найти оптимальное распределение температуры или теплового потока
на поверхности нагревателя или распределение мощности нагревателей. Такие зада-
чи будем называть «краевыми», поскольку в этом случае требуется найти значения
функций в краевых условиях на поверхности нагревателя. В задачах второго типа
требуется найти оптимальные геометрические параметры установки при заданных
краевых условиях. Эти задачи будем называть «геометрическими».

Главная проблема, возникающая при решении обратных задач, заключается в
том, что эти задачи оказываются математически некорректными, когда решение 𝑢
неустойчиво по отношению к возмущениям в исходных данных 𝑓 (иными словами,
сколь угодно малые изменения в исходных данных могут привести к сколь угод-
но большим изменениям в решении). Обратная задача может быть поставлена как
задача минимизации: найти решение 𝑢, минимизирующее функционал невязки (це-
левой функционал) ‖𝐴(𝑢) − 𝑓‖2 (‖ · ‖ — норма в соответствующем функциональном
пространстве). Однако задача минимизации, так же как и исходная обратная зада-
ча, некорректна. Для решения некорректных задач требуются устойчивые методы
(методы регуляризации).

Другая принципиальная особенность описываемых обратных задач, существенно
осложняющая их решение, заключается в том, что оператор 𝐴 прямой задачи, вообще
говоря, не может быть выражен аналитически, и его значения могут быть найдены
лишь при помощи вычислений, требующих, как правило, значительного времени.

Еще одна проблема заключается в следующем. Целевые функционалы, соответ-
ствующие сложным системам, имеют обычно много локальных минимумов, требу-
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ется же найти глобальный минимум. Кажется естественным использовать в задачах
минимизации таких функционалов методы поиска глобального минимума. Однако
методы глобальной минимизации требуют очень много вычислений целевого функ-
ционала, порядка многих тысяч, в то время как одно вычисление целевого функ-
ционала может требовать значительного (иногда очень много) времени. Поэтому в
таких задачах число вычислений целевого функционала может стать запретительно
большим. Методы локальной минимизации значительно эффективнее «глобальных»
методов в окрестности локального минимума, но их использование для поиска гло-
бального минимума в общем случае проблематично. Поскольку методы локальной
минимизации гораздо эффективнее вблизи локальных минимумов, представляется
естественным комбинировать глобальные и локальные методы.

Наиболее эффективные методы локальной минимизации используют градиент
минимизируемой функции. Но здесь возникает следующая проблема. В геометри-
ческих задачах оптимизации подлежат поверхности, а не функции. Как определить
градиент (целевого) функционала, зависящего от формы поверхности? В отличие от
функций множество поверхностей не имеет никакой естественной структуры линей-
ного векторного пространства, поскольку поверхности нельзя складывать как век-
тора, и, поэтому, обычное определение градиента не может быть использовано.

Неклассический перенос.
Линейное уравнение Больцмана основано на предположении об экспоненциаль-

ном распределении длины свободного пробега частиц. Это очень ограничительное
предположение, и во многих случаях оно нарушается.

Экспоненциальное распределение это единственное непрерывное распределение,
которое обладает свойством «отсутствия последействия» (точнее «отсутствия памя-
ти»). Напомним, что случайная величина 𝑋 обладает свойством «отсутствия после-
действия» (memoryless), если выполняется равенство 𝑃{𝑋 > 𝑙′ + 𝑙 |𝑋 > 𝑙′} = 𝑃{𝑋 >
𝑙}, где 𝑙, 𝑙′ — произвольные. Иным словами (в рассматриваемой интерпретации) ка-
ким бы ни был (уже) свободный пробег частицы 𝑙′, распределение оставшегося сво-
бодного пробега 𝑙 не зависит от 𝑙′, и оно такое же, как если бы частица только начина-
ла свободный пробег. Поэтому, в случае неэкспоненциального распределения длины
свободного пробега движение частиц не может быть описано плотностью, зависящей
только от координаты, времени и скорости. Необходимо введение дополнительной
(восьмой) независимой переменной — длины свободного пробега.

Глава 2. 𝐷1 приближение к линейному уравнению Больцмана [15]. Ис-
следуется 𝐷1 приближение к односкоростному линейному уравнению Больцмана

1

𝑣
𝜕𝑡𝜓 + 𝛺 · ∇𝜓 + (𝜅+ 𝜎s)𝜓 = 𝜎s

∫︁
S2
𝐾(𝛺 ·𝛺′)𝜓(𝑟, 𝑡,𝛺′) d𝛺′ +

1

𝑣

1

4𝜋
𝐹, (1)

где 𝜓(𝑟, 𝑡,𝛺) — фазовая плотность частиц, 𝑟 ∈ R3 — координата, 𝑡 — время, 𝛺 ∈ S2

— направление движения частиц, 𝑣 — скорость частиц, 𝜅 и 𝜎s — коэффициенты (или
сечения) поглощения и рассеяния, соответственно, 𝐾 — ядро рассеяния, 𝐹 (𝑟, 𝑡) —
изотропный источник частиц.

В методе сферических функций фазовая плотность частиц раскладывается в ряд
по сферическим функциям 𝑌 𝑚

𝑛

𝜓(𝑟,𝛺, 𝑡) =
∑︁∞

𝑛=0

∑︁𝑛

𝑚=−𝑛
𝜓𝑚
𝑛 (𝑟, 𝑡)𝑌 𝑚

𝑛 (𝛺). (2)

Ядро рассеяния также раскладывается в ряд по сферическим функциям:

𝐾(𝛺 ·𝛺′) =
∑︁∞

𝑛=0
𝐾𝑛

∑︁𝑛

𝑚=−𝑛
𝑌 𝑚
𝑛 (𝛺)𝑌 𝑚

𝑛 (𝛺′). (3)
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Разложения (2) и (3) подставляются в уравнение (1). В результате получается бес-
конечная система уравнений в частных производных для функций 𝜓𝑚

𝑛 (𝑟, 𝑡).
Диффузионное приближение относительно плотности частиц

𝑢(𝑟, 𝑡) =

∫︁
S2
𝜓(𝑟, 𝑡,𝛺) d𝛺

получается, если коэффициенты 𝜓𝑚
𝑛 , 𝑛 > 2, считать пренебрежимо малыми, а коэф-

фициенты 𝜓𝑚
1 — квазистационарными.

Классические 𝑃𝑁 приближения, 𝑁 > 1, получаются, если коэффициенты 𝜓𝑚
𝑛 ,

𝑛 > 𝑁 , в разложении (2) считать пренебрежимо малыми. Как замена диффузион-
ному используется 𝑃1 приближение. Однако скорость распространения частиц в 𝑃1

приближении равна 𝑣/
√

3 в то время как истинная скорость равна 𝑣. Добавление
𝑃1 уравнения с коэффициентом 1/3 к уравнению диффузии с коэффициентом 2/3
дает правильную скорость распространения. В результате получается 𝑃1/3 прибли-
жение, которое не только дает правильную скорость распространения частиц, но и
во многих случаях лучше, чем 𝑃1 приближение. 𝑃1 и 𝑃1/3 имеют общий принци-
пиальный недостаток: они описываются телеграфным уравнением, для которого не
выполняется принцип максимума, то есть телеграфное уравнение не сохраняет неот-
рицательность решений, и поэтому решения задач для него могут быть нефизичны.

𝐷𝑁 приближения, 𝑁 > 1 [Schäfer, et al., 2011], «исправляют» 𝑃𝑁 приближения.
Диффузионное приближение может рассматриваться как 𝐷0 приближение. 𝐷𝑁 при-
ближения получаются, если коэффициенты 𝜓𝑚

𝑛 , 𝑛 > 𝑁 +1, в разложении (2) считать
пренебрежимо малыми, а коэффициенты 𝜓𝑚

𝑁+1 — квазистационарными. Было обна-
ружено [Garrett and Hauck, 2013], что качественное поведение 𝐷𝑁 и 𝑃𝑁−1 решений
похоже, но 𝐷𝑁 решения ослабляют колебательный характер 𝑃𝑁−1 решений. Таким
образом, двойником 𝑃1 приближения является 𝐷2 приближение, а двойник у 𝐷1 при-
ближения отсутствует, поскольку не существует 𝑃0 приближения. Возникает вопрос:
может ли 𝐷1 приближение улучшить диффузионное приближение?

𝐷1 приближение описывается уравнением в частных производных третьего по-
рядка, выведенным в [13],

𝜏𝜕2𝑡 𝑢+ (1 + 𝜏𝛾) 𝜕𝑡𝑢− 𝜏𝒟1𝜕𝑡∆𝑢− [(1 + 𝜏𝛾)𝒟1 + 𝒟2] ∆𝑢+ 𝛾𝑢 = 𝐹 + 𝜏𝜕𝑡𝐹 − 𝜏𝒟1∆𝐹,

где

𝜏 =
1

𝜅+ 𝜎1

1

𝑣
, 𝒟1 + 𝒟2 =

1

𝜅+ 𝜎1

𝑣

3
, 𝒟1 =

4

5(𝜅+ 𝜎2)

𝑣

3
, 𝛾 = 𝑣𝜅, 𝜎𝑛 = 𝜎s (1 −𝐾𝑛) .

При 𝜏 = 0 получается диффузионное приближение (уравнение диффузии).
Сравним приближения к уравнению Больцмана с изотропным рассеянием и почти

мгновенным сосредоточенным источником с решением задачи Коши для него. Рис. 1
демонстрирует решение задачи Коши для 𝐷1 приближения с параметрами 𝑣 = 1,
𝜅 = 0 и 𝜎s = 1. Рисунок демонстрирует также диффузионное и 𝑃1/3 приближения.
Во всех случаях поглощение отсутствует, источник 𝐹 один и тот же. 𝑃1 приближение
на рисунке не представлено, поскольку 𝑃1/3 приближение лучше, и нефизичное пове-
дение 𝑃1 приближения выражено гораздо сильнее. 𝐷1 приближение демонстрирует
фактически «неотрицательное» поведение. Поведение 𝐷1 приближения кардиналь-
но отличается от 𝑃1/3 приближения, которое демонстрирует явную нефизичность с
отрицательными значениями. Мы оценили, насколько хорошо 𝐷1 решения аппрок-
симируют решения линейного уравнения Больцмана, полученные методом Монте
Карло, в сравнении с 𝐷0 (диффузионное приближение) и 𝑃1/3 решениями. Невязка
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вычислялась в 𝐿2 норме. Невязка для 𝐷1 приближения в несколько раз меньше, чем
невязка для 𝑃1/3 приближения. Кроме того, невязка для 𝐷1 приближения сравни-
ма с таковой для диффузионного приближения при малых временах и значительно
меньше при бо́льших.

Таким образом, 𝐷1 приближение может быть предложено в качестве уточнения
диффузионного приближения к линейному уравнению Больцмана. Тем не менее тре-
буется более глубокое исследование 𝐷1 приближения в более широком круге задач.
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Рис. 1. Диффузионное, 𝑃1/3 и 𝐷1 приближения в сравнении с решением задачи Коши для
линейного уравнения Больцмана.

Глава 3. Методы численного решения задач переноса излучения в об-
ластях с зеркальными границами. Построены квадратурные схемы метода дис-
кретных ординат («дискретных» направлений), использующие квазилинейную ин-
терполяцию на единичной сфере, и разработаны схемы численного решения осесим-
метричных задач переноса излучения в областях с зеркальными непрозрачными и
прозрачными границами, основанные на методе характеристик.

В первом разделе построены квадратурные схемы, которые используют квази-
линейную интерполяцию на единичной сфере S2 [1]. Эти схемы дают квадратурные
формулы на сфере для вычисления интеграла рассеяния и объемной плотности энер-
гии излучения, и квадратурные формулы на полусферах для вычисления потока из-
лучения на границах. Благодаря аналитическому представлению угловой зависимо-
сти, формулировка краевых условий в случае зеркального отражения и преломления
на границе становится простой.

Принципиальной проблемой в методе дискретных ординат является построение
квадратур на сфере. Основной принцип построения квадратур был сформулирован
С.Л.Соболевым: если область интегрирования инвариантна относительно некоторой
группы преобразований, то квадратура должна быть инвариантна относительно этой
же группы. В случае метода дискретных ординат естественно строить квадратуры,
инвариантные относительно группы 𝐺*

𝑉 𝐼𝐼𝐼 — группы симметрии октаэдра.
Квадратуры, используемые в методе дискретных ординат, не предполагают какого-

либо аналитического представления интегрируемой функции, поэтому, для того, что-
бы решать задачи переноса излучения с зеркальными границами, нужны квадрату-
ры, которые предоставляли бы возможности для интерполяции на сфере. Простей-
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шая интерполяция — кусочно-линейная. На плоскости такая интерполяция может
быть легко реализовна. На сфере, однако, кусочно-линейные функции не могут быть
определены. Тем не менее, можно определить на сфере кусочно-квазилинейные функ-
ции. Для этого необходимо построить такие триангуляции сферы, чтобы узловые
точки были распределены по сфере как можно более равномерно.

С.Л.Соболевым были построены квадратуры Ньютона–

Рис. 2. Октаэдр.

Котеса на сфере, инвариантные относительно группы 𝐺*
𝑉 𝐼𝐼𝐼 .

В этих квадратурах узловые точки образуют сетки двух ти-
пов, которые связаны с двумя типами триангуляции на сфе-
ре. Триангуляция и соответствующая сетка на сфере полу-
чается проецированием таковых с октаэдра на сферу. При-
меры триангуляций обоих типов на грани октаэдра даны на
рис. 3, 4. Квазилинейная интерполяция, основанная на этих
триангуляциях, может быть реализована следующим обра-
зом. Строится многогранник, вписанный в сферу, вершины

которого совпадают с вершинами сферических треугольников. Пусть (𝑥𝛺, 𝑦𝛺, 𝑧𝛺) —
радиальная проекция точки 𝛺 ∈ S2 на многогранник. Непрерывная функция, за-
данная на сфере S2, называется квазилинейной, если она линейна в координатах
(𝑥𝛺, 𝑦𝛺, 𝑧𝛺) на каждой грани многогранника. В результате квазилинейная интерпо-
ляция на сфере сводится к линейной интерполяции на гранях многогранника. Квад-
ратурные веса вычисляются естественным образом, хотя и трудоемко.

S.A.Rukolaine and V.S.Yuferev  "Discrete ordinate quadrature schemes ..."
Figure 1.  to the paper:

N=2 N=3

Рис. 3. Примеры триангуляции первого
типа на грани октаэдра, 𝑁 = 2, 3.

S.A.Rukolaine and V.S.Yuferev  "Discrete ordinate quadrature schemes ..."
Figure 2. to the paper

N=2 N=3

Рис. 4. Примеры триангуляци второго ти-
па на грани октаэдра, 𝑁 = 2, 3.

Во втором разделе выведено уравнение пе-

x

y

D{y>0}

Ω

Рис. 5. Учет осевой симметрии.

реноса излучения в осесимметричном случае и вы-
ведены различные краевые условия для него: для
непрозрачных и прозрачных, дифузных и зеркаль-
ных границ [2, 6]. При этом уравнение переноса и
краевые условия записаны не в цилиндрических, а
в декартовых координатах, в которых характери-
стики уравнения переноса — прямые линии.

В декартовых координатах перенос излучения в сером приближении (без спек-
тральной зависимости) описывается стационарным уравнением переноса излучения

𝛺 · ∇𝐼 + 𝛽𝐼 ≡ 𝛺𝑥 𝜕𝑥𝐼 +𝛺𝑦 𝜕𝑦𝐼 +𝛺𝑧 𝜕𝑧𝐼 + 𝛽𝐼 = 𝜎s𝒮𝐼 + 𝜅𝐼b,

где 𝐼(𝑟,𝛺) — интенсивность излучения, 𝛺 ≡ (𝛺𝑥, 𝛺𝑦, 𝛺𝑧) = (sin 𝜃 cos𝜙𝛺, sin 𝜃 sin𝜙𝛺,
cos 𝜃) — направление излучения, 𝜅, 𝜎s, 𝛽 = 𝜅 + 𝜎s — коэффициенты поглощения,
рассеяния, ослабления, соответственно, 𝒮𝐼(𝑟) — интеграл рассеяния, 𝐼b(𝑟) — интен-
сивность излучения черного тела.

В случае осевой симметрии (вокруг оси 𝑧) решение уравнения переноса доста-
точно искать в половине {𝑦 > 0} трехмерной осесимметричной области 𝐷 и только
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для направлений 𝛺 = (sin 𝜃, 0, cos 𝜃), см. рис. 5. В результате уравнение переноса
принимает вид

𝛺 · ∇𝐼 + 𝛽𝐼 ≡ sin 𝜃 𝜕𝑥𝐼 + cos 𝜃 𝜕𝑧𝐼 + 𝛽𝐼 = 𝜎s𝒮𝐼 + 𝜅𝐼b,

где 𝐼 ≡ 𝐼(𝑟, 𝜃).
На непрозрачной зеркально отражающей границе краевое условие имеет вид

𝐼(𝑟, 𝜃) = 𝜌s𝐼(�̂�, 𝜃) + (1 − 𝜌s)𝐼b,s, 𝛺n < 0,

где 𝜌s — коэффициент зеркального отражения для неполяризованного излучения, 𝜃
— полярный угол направления �̂� луча, падающего на границу, и зеркально отражен-
ного в направлении 𝛺, задаваемом полярным углом 𝜃. Вообще говоря, луч падает
на границу и отражается от нее в одной и той же точке, и вектора 𝛺 и �̂� связаны
законом зеркального отражения �̂� = 𝛺 − 2𝛺n𝑛, где 𝛺n = 𝛺 · 𝑛, 𝑛 — нормаль к
границе в этой точке. Однако в принятом способе интерпретации осевой симметрии
точка �̂� падения луча в направлении �̂� на поверхность и точка 𝑟 отражения луча в
краевом условии отличаются, см. рис. 6.

На прозрачной зеркальной границе раздела между двумя средами с показателями
преломления 𝑛1 и 𝑛2 краевые условия имеют вид

𝐼out(𝑟, 𝜃) = 𝜌s,𝑛(𝛼)𝐼 inc(�̂�, 𝜃) + [1 − 𝜌s,𝑛(𝛼)]𝑛2𝐼 inc(�̂�′, 𝜃′), 𝛺n < 0,

𝐼out(𝑟, 𝜃) = 𝜌s,1/𝑛(𝛼)𝐼 inc(�̂�, 𝜃) + [1 − 𝜌s,1/𝑛(𝛼)]𝑛−2𝐼 inc(�̂�′, 𝜃′), 𝛺n > 0,

где 𝜃′ — полярный угол направления �̂�
′

луча, падающего на границу и прелом-
ленного в направлении 𝛺, задаваемом полярным углом 𝜃, 𝜌s,𝑛(𝛼) — коэффициент
зеркального отражения для неполяризованного излучения (выражается формулой
Френеля), 𝑛 = 𝑛1/𝑛2 — относительный коэффициент преломления, 𝛼 = arccos(|𝛺n|),
𝛺n = 𝛺 · 𝑛. Вообще говоря, луч падает на границу и преломляется от нее в одной и
той же точке, и вектора 𝛺 и �̂�

′
связаны законом преломления (законом Снеллиуса)

𝑛×
(︁
𝑛1𝛺 − 𝑛2�̂�

′)︁
= 0, где 𝑛 — внешняя по отношению к среде 1 нормаль к границе

раздела сред. Однако в принятом способе интерпретации осевой симметрии точка
�̂�′ падения луча в направлении �̂�

′
на поверхность и точка 𝑟 преломления луча в

краевых условиях отличаются, см. рис. 6.
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Рис. 6. Иллюстрация зеркального отражения и преломления на вертикальной прозрачной
зеркальной границе раздела сред с учетом осевой симметрии.

В третьем разделе представлена упрощенная численная схема решения осе-
симметричных задач переноса излучения [2]. В этой схеме цилиндрические и кони-
ческие грани ячеек, на которые разбивается пространственная область, заменяются
на плоские, см. рис. 7, 8, 9. В противном случае характеристика могла бы пересекать
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Fig. 3. A typical cell. Fig. 4. Illustration of “discrete” specular boundary
conditions.

of the cylindrical domain in the coordinates r; z. In the RTE the angle � is a parameter and hereafter
we shall consider the projection Drz’ of the domain D into the space (r; z; ’). In passing from the
“cylindrical” coordinates r; z; ’ to the “Cartesian” ones x; y; z the domain Drz’ transforms into a
domain Dxyz, which is the half of the 3D cylindrical domain. The domain Dxyz is subdivided into
3D cells in the following way. The subdivision is based on a general triangulation of the domain
Drz. A sample of the triangulation is shown in Fig. 1 (see, also, Fig. 9b). In the space (r; z; ’)
the cells have the form drz × (’i−1; ’i), where drz is 2-dimensional cell from the triangulation,
’i = �i=N’; i=1; : : : ; N’; N’ is even. These cells are mapped into the space (x; y; z) and then conic
and cylindrical surfaces are replaced by plane ones. This replacement simpli3es the application of
the characteristic method because excludes situations when the same characteristic crosses the same
face of a cell twice.
The cross-section of a typical subdivision in the plane x; y is shown in Fig. 2 and a typical cell

in Fig. 3.

3.2. Solution procedure (basic relations)

At a characteristic the RTE takes the form
dI
ds
+ �I = �Ib; (10)

where s is a coordinate along the characteristic.

Рис. 7. Пример триангуляции сече-
ния осесимметричной области в ко-
ординатах 𝑟 =

√︀
𝑥2 + 𝑦2, 𝑧.
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Fig. 3. A typical cell. Fig. 4. Illustration of “discrete” specular boundary
conditions.

of the cylindrical domain in the coordinates r; z. In the RTE the angle � is a parameter and hereafter
we shall consider the projection Drz’ of the domain D into the space (r; z; ’). In passing from the
“cylindrical” coordinates r; z; ’ to the “Cartesian” ones x; y; z the domain Drz’ transforms into a
domain Dxyz, which is the half of the 3D cylindrical domain. The domain Dxyz is subdivided into
3D cells in the following way. The subdivision is based on a general triangulation of the domain
Drz. A sample of the triangulation is shown in Fig. 1 (see, also, Fig. 9b). In the space (r; z; ’)
the cells have the form drz × (’i−1; ’i), where drz is 2-dimensional cell from the triangulation,
’i = �i=N’; i=1; : : : ; N’; N’ is even. These cells are mapped into the space (x; y; z) and then conic
and cylindrical surfaces are replaced by plane ones. This replacement simpli3es the application of
the characteristic method because excludes situations when the same characteristic crosses the same
face of a cell twice.
The cross-section of a typical subdivision in the plane x; y is shown in Fig. 2 and a typical cell

in Fig. 3.

3.2. Solution procedure (basic relations)

At a characteristic the RTE takes the form
dI
ds
+ �I = �Ib; (10)

where s is a coordinate along the characteristic.

Рис. 8. Сечение типичного
разбиения в плоскости 𝑥, 𝑦.
Число секторов равно 𝑁𝜙.
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Fig. 3. A typical cell. Fig. 4. Illustration of “discrete” specular boundary
conditions.

of the cylindrical domain in the coordinates r; z. In the RTE the angle � is a parameter and hereafter
we shall consider the projection Drz’ of the domain D into the space (r; z; ’). In passing from the
“cylindrical” coordinates r; z; ’ to the “Cartesian” ones x; y; z the domain Drz’ transforms into a
domain Dxyz, which is the half of the 3D cylindrical domain. The domain Dxyz is subdivided into
3D cells in the following way. The subdivision is based on a general triangulation of the domain
Drz. A sample of the triangulation is shown in Fig. 1 (see, also, Fig. 9b). In the space (r; z; ’)
the cells have the form drz × (’i−1; ’i), where drz is 2-dimensional cell from the triangulation,
’i = �i=N’; i=1; : : : ; N’; N’ is even. These cells are mapped into the space (x; y; z) and then conic
and cylindrical surfaces are replaced by plane ones. This replacement simpli3es the application of
the characteristic method because excludes situations when the same characteristic crosses the same
face of a cell twice.
The cross-section of a typical subdivision in the plane x; y is shown in Fig. 2 and a typical cell

in Fig. 3.

3.2. Solution procedure (basic relations)

At a characteristic the RTE takes the form
dI
ds
+ �I = �Ib; (10)

where s is a coordinate along the characteristic.

Рис. 9. Типичная
ячейка.

одну и ту же неплоскую грань ячейки дважды. Такое «разбиение» пространственной
области упрощает применение метода характеристик, но, как показывают тестовые
задачи, обеспечивает достаточную во многих случаях точность численных решений.

В качестве «дискретных» направлений выбираются 𝛺𝑗 = (sin 𝜃𝑗, 0, cos 𝜃𝑗), 𝑗 =
1, . . . , 𝑁𝜃, где cos 𝜃𝑗 равномерно распределены на интервале (−1, 1).

Пространственная дискретизация уравнения переноса осуществляется так же,
как в методе дискретных ординат. При помощи интегрирования уравнения переноса
по ячейке 𝑛 и использования формулы Гаусса-Остроградского получается соотноше-
ние

𝛺𝑗 ·
∑︁

𝑘∈𝛯𝑛

𝑛𝑘𝑛𝑆𝑘𝐼
inc,out
𝑘𝑗 + 𝛽𝑉𝑛𝐼𝑛𝑗 = 𝑉𝑛𝐹𝑛, (4)

где 𝛯𝑛 — множество граней ячейки 𝑛, 𝑛𝑘𝑛 — нормаль к грани 𝑘, внешняя по отноше-
нию к ячейке 𝑛, 𝑆𝑘 — площадь грани 𝑘, 𝐼 inc,out𝑘𝑗 — средняя интенсивность излучения
в направлении 𝛺𝑗, падающего (incident) на грань 𝑘 и излучаемого (outgoing) этой
гранью, соответственно, 𝑉𝑛 — объем ячейки 𝑛, 𝐼𝑛𝑗 — средняя интенсивность излуче-
ния в направлении 𝛺𝑗 в ячейке 𝑛, 𝐹𝑛 — среднее значение 𝐹 ≡ 𝜎s𝒮𝐼 + 𝜅𝐼b в ячейке 𝑛,
которое вычисляется по формуле

𝐹𝑛 = 𝜎s𝑆𝑛 + 𝜅𝐼b,𝑛, (5)

среднее значение интеграла рассеяния в ячейке 𝑛 вычисляется по формуле

𝑆𝑛 = (2𝜋)−1
∑︁𝑁𝜃

𝑗=1
𝑤𝑗

∑︁
𝑚∈𝛥𝑛

𝐼𝑚𝑗, (6)

𝑤𝑗 — квадратурные веса, 𝛥𝑛 — множество ячеек, которые могут быть совмещены с
ячейкой 𝑛 вращением вокруг оси 𝑧, 𝐼b,𝑛 — среднее значение интенсивности черного
тела в ячейке 𝑛.

Уравнение (4) связывает среднюю интенсивность в ячейке 𝐼𝑛𝑗 со средними ин-
тенсивностями на ее гранях 𝐼 inc,out𝑘𝑗 (𝑗 фиксировано, 𝐹𝑛 задано). Для однозначного
определения интенсивностей требуются дополнительные соотношения между ними.
В методе дискретных ординат существуют различные способы задания таких со-
отношений, но использование большинства из них для ячеек нерегулярной формы
проблематично. В диссертации применяется метод характеристик.

При помощи интегрирования уравнения переноса вдоль характеристик, парал-
лельных направлениям 𝛺𝑗, и усреднения интенсивности излучения на гранях ячеек,
получается соотношение между интенсивностями на гранях

𝐼 inc𝑘𝑗 =
∑︁

𝑙∈𝛯𝑛𝑗

𝑐𝑘𝑙𝑗𝐼
out
𝑙𝑗 + 𝑑𝑘𝑗𝐹𝑛, (7)
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где 𝑘 = 1, . . . , 𝑁f , 𝑗 = 1, . . . , 𝑁𝜃, 𝑁f — общее число граней, суммирование ведется по
множеству 𝛯𝑛𝑗 граней ячейки 𝑛, излучающих в направлении 𝛺𝑗, коэффициенты 𝑐𝑘𝑙𝑗,
𝑑𝑘𝑗 вычисляются (несложно, хотя и трудоемко) аналитически (некоторые из коэф-
фициентов 𝑐𝑘𝑙𝑗 могут быть равны нулю, если излучение с грани 𝑙 в направлении 𝛺𝑗

не попадает на грань 𝑘).
Если грань 𝑘 не принадлежит границе двух сред с различными показателями

преломления, то
𝐼out𝑘𝑗 = 𝐼 inc𝑘𝑗 . (8)

Уравнения для интенсивностей дополняются «дискретными» краевыми условиями.
Процедура численного решения:

0. Задается начальное приближение для средних интенсивностей 𝐼𝑛𝑗.
1. Вычисляются значения 𝐹𝑛 по формулам (5), (6).
2. Вычисляются средние значения интенсивностей 𝐼 inc,out𝑘𝑗 на гранях ячеек при помо-

щи формул (7), (8) и краевых условий. Значения 𝐼 inc,out𝑘𝑗 вычисляются при помощи
последовательных приближений до сходимости.

3. Вычисляется очередное приближение для интенсивностей 𝐼𝑛𝑗 по формуле (4).
Если разница (в заданной норме) между этим и предыдущим приближениями
превышает заданную величину, то возврат к шагу 1.
Тестовая задача. (Это лишь одна из нескольких тестовых задач.) Вычисля-

ется эффективный коэффициент черноты цилиндрической полости с зеркальными
стенками и открытой верхней границей. Высота цилиндра равна 𝐿, радиус равен
𝑅. Среда внутри цилиндра прозрачная. Все стенки, кроме открытой верхней грани-
цы, непрозрачные зеркальные с постоянным коэффициентом зеркального отраже-
ния 𝜌s и холодные (𝑇s = 0). Эффективный коэффициент черноты полости опреде-
ляется следующим образом. На верхней границе задается краевое условие 𝐼 = 𝐼b,s,
𝛺n < 0. В результате решения задачи вычисляется средний поток излучения 𝑞inc, па-
дающий на верхнюю границу. Эффективный коэффициент черноты полости равен
𝜀eff = 1− 𝑞inc/𝑞b,s, 𝑞b,s = 𝜋𝐼b,s, 0 6 𝜀eff 6 1. Вычисленные коэффициенты черноты для
различных значений 𝐿/𝑅 и 𝜌s представлены в таблице 1. Вычисленные коэффици-
енты совпадают с точными.

Таблица 1. Эффективный коэффициент 𝜀eff черноты цилиндрической полости.

𝐿/𝑅 𝑁𝑟𝑧 ×𝑁𝜙 ×𝑁𝜃 𝜌s = 0.1 𝜌s = 0.5 𝜌s = 0.9

1 4× 8× 8 0.978 0.779 0.253

2 8× 8× 8 0.994 0.883 0.362

3 12× 8× 8 0.998 0.932 0.446

4 16× 8× 8 0.999 0.958 0.514

В четвертом разделе представлена численная схема [6], которая отличается
от упрощенной тем, что в ней пространственные ячейки остаются без изменений,
см. рис. 10, 11. Дискретизация уравнения переноса в этой схеме осуществляется ана-
логично его дискретизации в упрощенной схеме. Различие вызвано тем, что теперь
грани ячеек могут иметь коническую или цилиндрическую форму, и поэтому харак-
теристика может пересекать одну и ту же грань дважды. В этом случае грань ячейки
разбивается на две части: первая испускает излучение, на вторую излучение падает.
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Эти части граней рассматриваются как разные грани. Отметим, что различные на-
правления 𝛺𝑗 делят одну и ту же грань различным образом, или не делят ее совсем.
Уравнения (4)–(8) по форме не отличаются, но теперь множество граней, вообще го-
воря, другое, поскольку одна и та же неплоская грань может разбиваться на две, одна
из которых испускает, а вторая принимает излучение. Кроме того, теперь из-за более
сложной формы граней коэффициенты 𝑐𝑘𝑙𝑗, 𝑑𝑘𝑗 в уравнении (7) не могут быть вычис-
лены аналитически, и их требуется находить численно. Все это заметно усложняет
алгоритм модифицированной схемы, но повышает точность получаемых численных
решений. Процедура численного решения не отличается от таковой в упрощенной
схеме.

376 S.A. Rukolaine et al. / Journal of Quantitative Spectroscopy & Radiative Transfer 84 (2004) 371–382

Fig. 3. A sample of the triangulation in the coordinates r, z.

Fig. 4. Cross-section of a typical subdivision in the plane (x; y).

Fig. 5. A typical cell.

3.2. Solution procedure

The solution procedure is reduced to the solution of the problem without scattering; therefore, at
,rst we write down the RTE (2) in the form

sin �
@I
@x

+ cos �
@I
@z

+ �I = F; F ≡ 	sS + �Ib; (2′)

and suppose, that the right hand side F of the RTE is determined.

Рис. 10. Сечение типичного разбиения в
плоскости 𝑥, 𝑦. Число секторов равно 𝑁𝜙,𝑗 .
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Fig. 3. A sample of the triangulation in the coordinates r, z.

Fig. 4. Cross-section of a typical subdivision in the plane (x; y).

Fig. 5. A typical cell.

3.2. Solution procedure

The solution procedure is reduced to the solution of the problem without scattering; therefore, at
,rst we write down the RTE (2) in the form

sin �
@I
@x

+ cos �
@I
@z

+ �I = F; F ≡ 	sS + �Ib; (2′)

and suppose, that the right hand side F of the RTE is determined.

Рис. 11. Типичная ячейка.

Тестовые задачи 1, 2. (Это лишь две из нескольких тестовых задач.) Перенос
теплового излучения в конусе, содержащем серую прозрачную среду (𝜅 = 0, 𝐼b = 0,
𝜎s = 0). Радиус основания конуса равен 𝑅 = 1, высота равна 𝑍 = 1. Основание
конуса излучает с постоянной интенсивностью 𝐼b,s = 4/𝜋, оно непрозрачное и чер-
ное (𝜌d = 0). Окружающая конус среда прозрачна. В задаче 1 боковая поверхность
конуса — прозрачная диффузная граница раздела с коэффициентом диффузного от-
ражения изнутри, равном 𝜌d,1 = 0.8, коэффициент диффузного отражения снаружи
равен 𝜌d,2 = 0.2. В задаче 2 боковая поверхность конуса — прозрачная зеркальная
граница раздела, показатель преломления среды в конусе равен 𝑛1 = 2, окружающей
среды — 𝑛2 = 1. Распределения результирующих потоков теплового излучения на бо-
ковой поверхности конуса и его основании в задачах 1, 2 представлены на рис. 12, 13.
Прозрачные зеркальные (френелевские) границы раздела приводят к заметно боль-
шей ошибке в численном решении. Эта ошибка вызвана ложной диффузией из-за
фактически разрывного коэффициента зеркального отражения в окрестности кри-
тического угла. Процедура численного решения аналогична таковой в упрощенной
схеме.

В пятом разделе представлена модифицированная численная схема решения
осесимметричных задач переноса излучения в областях с зеркальными границами [8].

В задачах со слабым рассеянием значительное влияние на численное решение
оказывает ложная диффузия (аналогичная численной вязкости в вычислительной
гидродинамике), которая вызвана пространственной дискретизацией уравнения пе-
реноса. Вместе с зеркальным отражением и преломлением это приводит к существен-
ному искажению численного решения.

Модифицированная численная схема устраняет ошибку, связанную с ложной диф-
фузией. Пространственное разбиение области в этой схеме точно такое же, как и в
численной схеме предыдущего раздела. В отличие от описанных выше численных
схем в модифицированной схеме интенсивность излучения задается постоянными
значениями не на всех гранях всех ячеек, а только на тех гранях, которые при-
надлежат внешним границам или границам раздела сред. В вышеописанных схемах
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Thus, the whole procedure proceeds as follows: Step 1. An initial guess for the intensities Î nj

is set. Step 2. The values Fnj are calculated by the formula (12). Step 3. The intensities Ikj are
calculated via the system of equations (8) and “discrete boundary conditions” (like (9) or (10)).
Step 4. The next approximation for the intensities Î nj is calculated from relations (11). If discrepancy
between these new values and the previous ones exceeds a prescribed value, then the calculations
are continued from the Step 2, otherwise the calculations are stopped.

4. Test results

The presented numerical scheme was applied to the solution of various test problems. Obtained
results con,rm higher accuracy of the scheme compared to the scheme described in Ref. [13].
The aforementioned test problems are standard. Of considerable interest are more complex test

problems that re9ect various peculiarities of real problems. In this paper we propose new test prob-
lems, they describe radiative heat transfer in domains with transparent Fresnel interfaces between
media with di-erent refraction indices. These problems re9ect some peculiarities of radiative heat
transfer in the Czochralski semitransparent crystal growth process. They admit analytic solutions and
can be used as benchmark problems.
Problems 1, 2. Radiative transfer in a cone containing a gray non-absorbing, non-emitting and

non-scattering medium (� = 0; Ib = 0 and 	s = 0). The cone is surrounded by a medium, which
also does not absorb, emit and scatter. Radius of the base of the cone is R = 1, its height is Z = 1.
The bottom of the cone emits with constant intensity Ib; s = 4=�, it is opaque and black (�d = 0). In
Problem 1 the side surface of the cone is a transparent di-use interface and di-use re9ectivity from
the internal side of the cone is �d = 0:8. In Problem 2 the side surface is a transparent specular
interface; the refraction index of the medium in the cone is n = 2 and that of environment is n = 1.
The results of the numerical solution of the problems are presented in Figs. 6, 7, where net radiant

heat 9uxes on the side surface and bottom of the cone are shown. Analytic solutions are calculated
by the mirror-image method [16]. Comparison of the results shows that the presence of Fresnel
interface leads to an appreciably larger error in numerical solution. One may suppose that this error
is resulted from interpolation or extrapolation in the boundary conditions (10). Consider another
problem, in which the error of interpolation or extrapolation is absent.
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Fig. 6. Calculated net radiant heat 9uxes on the side (a) and bottom (b) surfaces of the cone for various angular
discretizations. Di-use interface.

Рис. 12. Диффузная граница раздела. Вычисленные распределения результирующих пото-
ков теплового излучения на боковой поверхности конуса (a) и его основании (b). 𝑁meshes ≡
𝑁𝑟𝑧 — количество ячеек триангуляции сечения 𝐷𝑟𝑧.380 S.A. Rukolaine et al. / Journal of Quantitative Spectroscopy & Radiative Transfer 84 (2004) 371–382
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Fig. 7. Exact and calculated net radiant heat 9uxes on the side (a) and bottom (b) surfaces of the cone for various angular
discretizations. Fresnel interface.
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Fig. 8. Exact and calculated net radiant heat 9uxes on the bottom of the cylinder for various heights. Fresnel interface.

Problem 3. Radiative transfer in a cylinder also containing a gray non-absorbing, non-emitting
and non-scattering medium, surrounded by a medium, which does not absorb, emit and scatter.
Radius of the cylinder is R=1, its height is Z =H . The bottom of the cylinder emits with constant
intensity Ib; s = 4=�, it is opaque and black (�d = 0), the top and the side surface of the cylinder are
transparent specular interfaces; the refraction index of the medium in the cylinder is n = 2 and that
of environment is n = 1.
Calculated net radiant heat 9uxes on the bottom of the cylinder are shown in Fig. 8.
In this problem interpolation or extrapolation in the boundary conditions (10) are not needed

since the direction of a specularly “re9ected” beam coincides with the direction from the discrete
set. Nevertheless, the numerical error does not decrease; moreover, it increases with the height of
the cylinder.
We suppose that this error is connected with the peculiarity of the Fresnel re9ectivity, which is

in fact discontinuous near the critical angle. This is in some way similar to discontinuous boundary
conditions, which, as it is well known, through numerical di-usion lead to the distortion of numerical
solution. “Discontinuity” of the Fresnel re9ectivity also leads to the additional distortion of numerical
solution.

Рис. 13. Зеркальная граница раздела. Точные и вычисленные распределения результи-
рующих потоков теплового излучения на боковой поверхности конуса (a) и его основании
(b).

уравнение переноса интегрировалось вдоль характеристик внутри каждой ячейки. В
модифицируемой численной схеме уравнение переноса интегрируется вдоль характе-
ристик внутри каждой подобласти, ограниченной внешними границами или грани-
цами раздела сред. В результате интегрирования уравнения переноса и усреднения
интенсивности излучения на граничных гранях получается соотношение

𝐼 inc𝑘𝑗 = 𝑐𝑘𝑗𝐼
out
𝑙𝑘𝑗𝑗

+ 𝐹𝑘𝑗,

здесь пишется 𝑙𝑘𝑗, чтобы подчеркнуть зависимость 𝑙 от 𝑘 и 𝑗, коэффициенты 𝑐𝑘𝑗 и сво-
бодные члены 𝐹𝑘𝑗 зависят от значений 𝐹 и 𝜅 в ячейках, через которые проходит луч.
Дополнительную связь между значениями интенсивности излучения, падающего на
грани, принадлежащие границе, и исходящего с них, дают «дискретные» краевые
условия. Поскольку в этой схеме интенсивности задаются своими значениями толь-
ко на граничных гранях, воспользоваться формулой (4) для нахождения средних
интенсивностей в ячейках, вообще говоря, нельзя. Поэтому приближенное значение
средней интенсивности 𝐼𝑛𝑗 внутри ячейки 𝑉𝑛 находится процедурой усреденения ин-
тенсивностей лучей, проходящих через ячейку, при этом полученная формула точна,
если интенсивности постоянны.

Тестовая задача. (Это лишь одна из нескольких тестовых задач.) Перенос теп-
лового излучения в конусе, содержащем серую прозрачную среду с показателем пре-
ломления 𝑛 = 2. Радиус основания конуса равен 𝑅 = 1, его высота равна 𝑍 = 1.
Основание конуса непрозрачное и черное (𝜌d = 0), оно излучает с постоянной интен-
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сивностью 𝐼b,s = 4/𝜋. Боковая поверхность конуса — прозрачная зеркальная (френе-
левская) граница раздела. Конус окружен прозрачной средой с показателем прелом-
ления 𝑛 = 1. На рис. 14 показано распределение результирующего потока теплового
излучения на основании конуса (точное и вычисленные распределения при различ-
ных значениях 𝑁𝜃). Видно, что при малых 𝑁𝜃 лучевой эффект проявляется очень
сильно, однако с ростом числа направлений различие между численным решени-
ем и точным распределением становится мало. Здесь важно отметить, что решение
этой задачи при помощи численной схемы предыдущего раздела дает существенное
расхождение (вызванное ложной диффузией) с точным распределением, см. рис. 13.

В шестом разделе описано применение
 

 
 

 

 

Рис.7. 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

Рис.8. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 
1,0 

1,2 

1,4 

1,6 

1,8 

2,0 

  

  

r 

q 
rad  H=1  

 H=4  

 Exact(H=1) 

 Exact(H=100) 

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 

0,5 

1,0 

1,5 

2,0 

2,5 

3,0 

3,5 
  

  q 
rad 

r 

  N 
 =8 

  N 
 =16 

  N 
 =32 

  N 
 

=64 

 Exact 

Рис. 14. Распределение результирующе-
го потока теплового излучения на осно-
вании конуса (точное и вычисленные при
различных значениях 𝑁𝜃).

разработанных численных методов при мо-
делировании роста полупрозрачных кристал-
лов из расплава [4, 5].

В процессе роста кристалла Bi4Ge3O12 из
расплава низкоградиентным методом Чох-
ральского на начальном этапе роста кристал-
ла фронт кристаллизации был сильно вы-
гнут в расплав, при этом качество кристалла
было неудовлетворительно, позднее фронт кри-
сталлизации становился более плоским, и ка-
чество кристалла становилось хорошим. Тре-
бовалось построить количественную матема-
тическую модель, объясняющую такой рост.
На основе описанных в этой главе методов
был разработан комплекс программ решения

осесимметричных задач переноса излучения (представлен в Приложении), который
был встроен в программный комплекс моделирования сложного тепло- и массобме-
на [4, 5]. Результаты моделирования, см. рис. 15, показали, что такая форма фронта
кристаллизации вызвана прозрачной зеркальной границей между кристаллом и га-
зом [5].

Глава 4. Оптимальное проектирование в задачах переноса излучения.
В первом разделе рассматриваются задачи оптимального проектирования гра-

ничных значений для уравнения переноса излучения в декартовой системе коорди-
нат [9].

Рассматривается стационарный перенос теплового излучения в трехмерной обла-
сти 𝐷, содержащей серую (то есть без спектральной зависимости) поглощающую и
излучающую среду (рассеянием для простоты пренебрегаем). В этом случае перенос
излучения описывается стационарным уравнением переноса излучения (УПИ)

𝛺 · ∇𝐼 + 𝜅𝐼 = 𝜅𝐼b. (9)

Граница области состоит из поверхности нагревателя (heater) 𝑆h, нагреваемой по-
верхности (design surface) 𝑆d и свободной от оптимизации поверхности (free) 𝑆f . Все
поверхности серые и диффузно отражающие. В этом случае краевые условия на всех
поверхностях имеют вид

𝐼(𝑟,𝛺) = (1 − 𝜀)𝑞inc(𝑟)/𝜋 + 𝜀𝐼b,s(𝑟), 𝑟 ∈ 𝑆h ∪ 𝑆d ∪ 𝑆f , 𝛺n < 0,

где 𝑞inc(𝑟) =
∫︀
𝛺′

n>0
𝛺′

n 𝐼(𝑟,𝛺′) d𝛺′ — поток теплового излучения, падающий на по-
верхность, 𝜀 — коэффициент черноты поверхности, 𝛺n = 𝛺 ·𝑛, 𝑛 — внешняя нормаль
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temperature by 2.4K for variant 2 and 7–9K for
variants 1, 3, 4. The positive temperature shift DT

leads to an additional decrease of convexity of the
crystallization front (Fig. 8a) and, consequently, to
its greater deviation from the experimental inter-
face. Variations of the melt–solid interface as
crystal is pulled remained non-monotonic,
although the non-monotonicity was diminished.
In the case of specular reflection the shape of

solid–liquid interface and its variations with
crystal growth are surprisingly similar to that
represented in Fig. 2. It is seen that the deflections
of the crystallization front in Fig. 2a and 7a are
rather close to each other. Moreover, in both
figures the interface is teardrop-shaped with
narrow concave part near a triple point. Growth
rates for the right-side pictures in Fig. 7 are equal
to 6.1, 1.9, 6.7, 6.6 and 6.9mm/h for variants 1–5,
respectively and exceed the growth rates in the case
of diffuse reflection. The latter is quite natural
since specular reflection increases the heat removal
from the crystallization front (Fig. 6b). Growth
rate 1.5mm/h is reached at the positive tempera-
ture displacements, which are also higher than DT

for diffuse reflection. Such significant values of DT

seem to be extremely large and are probably
resulting from the fact that we have used the
experimental crucible wall temperature in conjunc-
tion with the assumptions of axial symmetry and
quasi-steady-state behavior. However, formation
of solid–liquid interface significantly deflected
toward the melt means that at the initial stage of
the pulling the actual growth rate is greater than
1.5mm/h and varied with time. This has led to the
decrease of DT in variant 1. On the other hand,
formation of the large facets /1 1 2S at the
crystallization front must increase the heat fluxes
from the melt to the interface because rotation of
the crystal with the faceted front leads to the rise
of convective stirring. As a result, the magnitude
of DT in variants 3–5 has also to be diminished.
The positive temperature shift DT leads to the
decrease of the convexity of the interface toward
the melt. Nevertheless, this decrease is not too
significant and does not change the similarity
between calculated and experimental solid–liquid
interfaces. Note that in contrast to diffuse reflec-
tion, variations of solid–melt interface with crystal
length in the case of specular reflection turn out
monotonic (compare Figs. 8a and b).

Fig. 7. Evolution of crystallization front and temperature field in crystal during the growth. Left side of each figure corresponds to

diffuse reflection, and right side to the specular one. (a–e) Variants 1–5, respectively. DT ¼ 0: Contour spacing for temperature is equal
to 1K for all variants.

V.S. Yuferev et al. / Journal of Crystal Growth 253 (2003) 383–397394

Рис. 15. Эволюция фронта кристаллизации и температурное поле в процессе роста кри-
сталла Bi4Ge3O12 (численное моделирование) [5]. На каждом рисунке слева — диффузная
прозрачная граница кристалла и газа (форма фронта неправильная), справа — зеркальная
прозрачная граница кристалла и газа (форма фронта правильная).

к поверхности, 𝐼b,s — интенсивность черного тела на поверхности. Диффузно отра-
жающие границы рассматриваются здесь лишь для простоты. Включение в краевые
условия зеркального отражения не представляет сложностей.

Предполагаются известными все свойства среды и поверхностей, то есть все коэф-
фициенты и параметры, входящие в уравнение переноса излучения и краевые усло-
вия.

В прямой задаче требуется найти интенсивность излучения, если известно распре-
деление температуры внутри и на границе области. Прямая задача математически
корректна. После того, как прямая задача решена, могут быть найдены, например,
тепловые потоки на границах.

Предположим теперь, что на нагреваемой поверхности задана не только темпера-
тура, но и желаемое распределение теплового потока, и требуется найти температуру
на поверхности нагревателя, которая обеспечивала бы такое распределение теплового
потока. Задача оптимального проектирования формулируется следующим образом:
пусть температуры на нагреваемой и свободной от оптимизации поверхностях зада-
ны, требуется найти такое распределение температуры на поверхности нагревателя,
которое обеспечивало бы заданное распределение теплового потока на нагреваемой
поверхности.

Задача оптимального проектирования может быть поставлена в операторном ви-
де. Обозначим коэффициенты черноты поверхности нагревателя, нагреваемой и сво-
бодной от оптимизации поверхностей символами 𝜀h, 𝜀d и 𝜀f , соответственно. Введем
поток черного тела на поверхности нагревателя 𝑞h(𝑟) = 𝜋𝐼b,s(𝑟), 𝑟 ∈ 𝑆h. Краевые
условия принимают вид

𝐼(𝑟,𝛺) =
[︀
(1 − 𝜀h)𝑞inc(𝑟) + 𝜀h𝑞h(𝑟)

]︀
/𝜋, 𝑟 ∈ 𝑆h, 𝛺n < 0, (10a)

𝐼(𝑟,𝛺) = (1 − 𝜀d)𝑞inc(𝑟)/𝜋 + 𝜀d𝐼b,s(𝑟), 𝑟 ∈ 𝑆d, 𝛺n < 0, (10b)
𝐼(𝑟,𝛺) = (1 − 𝜀f)𝑞

inc(𝑟)/𝜋 + 𝜀f𝐼b,s(𝑟), 𝑟 ∈ 𝑆f , 𝛺n < 0. (10c)

Определим оператор 𝐴— оператор прямой задачи — соотношением 𝐴(𝑞h) = 𝑞d, где

16



𝑞d(𝑟) = 𝜀d𝑞
inc(𝑟), 𝑟 ∈ 𝑆d, — поток теплового излучения, поглощенный нагреваемой

поверхностью. Оператор 𝐴 вычисляется в результате решения прямой задачи для
уравнения переноса (9) с краевыми условиями (10).

Задача оптимального проектирования формулируется во введенных обозначени-
ях как обратная задача: дан тепловой поток 𝑞d, найти тепловой поток 𝑞h. Главная
проблема поставленной обратной задачи заключается не в обращении оператора 𝐴,
а в том, что она математически некорректна, то есть решение 𝑞h неустойчиво отно-
сительно возмущений в исходных данных 𝑞d.

Обратная задача может быть сформулирована как задача минимизации: найти
решение 𝑞h, минимизирующее целевой функционал

𝐽(𝑞h) = ‖𝐴(𝑞h) − 𝑞d‖2𝐿2(𝑆d)
,

где ‖𝑢‖2𝐿2(𝑆d)
=
∫︀
𝑆d

|𝑢(𝑠)|2 d𝑠. Задача минимизации также некорректна.
Для решения обратной задачи используются вариационные методы регуляриза-

ции, а именно, метод регуляризации Тихонова, итерационную регуляризацию и па-
раметрическую регуляризацию, поскольку они позволяют учитывать разнообразную
априорную информацию об искомом решении.

Метод регуляризации Тихонова заключается в минимизации сглаживающего функ-
ционала 𝑇𝛼(𝑞h) ≡ 𝐽(𝑞h) + 𝛼𝛺(𝑞h) → min

𝑞h

, где 𝛼 > 0 — параметр регуляризации,

𝛺 — стабилизирующий функционал нулевого или первого порядка, соответственно:
𝛺(𝑞h) =

∫︀
𝑆h
𝑞2h(𝑠) d𝑠 или 𝛺(𝑞h) =

∫︀
𝑆h

{︀
𝑞2h(𝑠) + [𝑞′h(𝑠)]2

}︀
d𝑠.

Итерационная регуляризация заключается последовательной минимизации целе-
вого функционала градиентным методом: 𝐽(𝑞h) → min

𝑞h

, при этом правило остановки

процесса минимизации выбирается в соответствии с принципом невязки. Итераци-
онный процесс может быть построен на основе таких градиентных методов как ме-
тод наискорейшего спуска или метод сопряженных градиентов, причем последний,
вообще говоря, значительно эффективнее первого. Однако последний не позволяет,
вообще говоря, учитывать нетривиальные ограничения. Поэтому используется метод
наискорейшего спуска.

Параметрическая регуляризация основана на представлении искомой функции в
параметрическом виде конечным числом параметров 𝑞h(𝑟) = 𝑞𝜃(𝑟), где 𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑝)

— параметры, и заключается в решении задачи минимизации 𝐽(𝜃) → min
𝜃∈𝛩

, где

𝐽(𝜃) =
⃦⃦⃦
𝐴(𝜃) − 𝑞d

⃦⃦⃦2
𝐿2(𝑆d)

,

𝐴(𝜃) = 𝐴(𝑞𝜃), 𝛩 — ограниченное множество в R𝑝.
Для решения задач минимизации используются градиентные методы. Поэтому

ключевым пунктом в предлагаемом подходе является нахождение градиента функ-
ционалов 𝐽 и 𝐽 .

Градиент функционала 𝐽 имеет вид

𝐽 ′(𝑞h) = 2(𝐴′)* [𝐴(𝑞h) − 𝑞d] ,

где (𝐴′)* — оператор, сопряженный к оператору 𝐴′, производной Фреше оператора
𝐴. Оператор 𝐴′ определяется соотношением 𝐴′𝑞h = ̃︀𝑞d, где поток ̃︀𝑞d(𝑟) = 𝜀d𝑞

inc(𝑟),
𝑟 ∈ 𝑆d, находится в результате решения так называемой инфинитезимальной задачи
(sensitivity problem). Сопряженный оператор (𝐴′)* задается равенством

(𝐴′)*̃︀𝑞d = 𝑞*h,
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где поток
𝑞*h(𝑟) = 𝜀h𝑞

*,inc(𝑟), 𝑟 ∈ 𝑆h, (11)
находится в результате решения сопряженной задачи, которая состоит из уравнения

𝛺 · ∇𝐼* + 𝜅𝐼* = 0,

и краевых условий

𝐼*(𝑟,𝛺) = (1 − 𝜀h)𝑞*,inc(𝑟)/𝜋, 𝑟 ∈ 𝑆h, 𝛺n < 0,

𝐼*(𝑟,𝛺) =
[︀
(1 − 𝜀d)𝑞*,inc(𝑟) + 𝜀d̃︀𝑞d(𝑟)

]︀
/𝜋, 𝑟 ∈ 𝑆d, 𝛺n < 0,

𝐼*(𝑟,𝛺) = (1 − 𝜀f)𝑞
*,inc(𝑟)/𝜋, 𝑟 ∈ 𝑆f , 𝛺n < 0,

𝑞*,inc(𝑟) =
∫︀
𝛺′

n>0
𝛺′

n 𝐼
*(𝑟,𝛺′) d𝛺′ — поток излучения, падающий на границу.

Градиент функционала 𝐽 имеет вид

𝐽 ′(𝜃) = 2
[︁
𝐴′(𝜃)

]︁* [︁
𝐴(𝜃) − 𝑞d

]︁
.

Линейный оператор 𝐴′(𝜃) это производная Фреше оператора 𝐴 в точке 𝜃. Сопряжен-
ный оператор [𝐴′(𝜃)]* определяется равенством[︁

𝐴′(𝜃)
]︁* ̃︀𝑞d =

(︃(︂
𝜕𝑞𝜃
𝜕𝜃1

, 𝑞*h

)︂
𝐿2(𝑆h)

. . .

(︂
𝜕𝑞𝜃
𝜕𝜃𝑝

, 𝑞*h

)︂
𝐿2(𝑆h)

)︃T

,

где поток 𝑞*h определяется по формуле (11).
Тестовая задача. (Это лишь одна из нескольких тестовых задач.) Перенос теп-

лового излучения в «двухмерной» области, см. рис. 16, заполненной прозрачной сре-
дой (𝜅 = 0). Коэффициенты черноты поверхностей: 𝜀h = 0.9, 𝜀d = 0.5, 𝜀f = 0. Поток
черного тела на нагреваемой поверхности равен 𝜋𝐼b,s = 1. Требуется найти поток теп-
лового излучения 𝑞h(𝑠) на поверхности нагревателя, при котором результирующий
тепловой поток на нагреваемой поверхности равен 𝑞netd (𝑠) ≡ 𝜀d[𝜋𝐼b,s − 𝑞incd (𝑠)] = −2.

На границе области задается па-

Design surface:
d= 0.5,  Ib=1

        qnet
d

 = -2

s = 1

s = 0.8 s = 0.6

s = 0.4s = 0.35

s = 0.25s = 0.15

s = 0.05

Heater: h= 0.9, q
h
= ?

0
=0

0
=0

s = 0

 =0

Рис. 16. Тестовая задача. (Свободная от опти-
мизации поверхность имеет индекс 0.)

раметр 𝑠 так, что поверхность нагре-
вателя 𝑆h = (0.4, 1), нагреваемая по-
верхность 𝑆d = (0.05, 0.35), свободная
от оптимизации поверхность 𝑆f = (0, 0.05)
∪ (0.35, 0.4), см. рис. 16.

На рис. 17 показано решение зада-
чи, полученное модифицированной ре-
гуляризацией Тихонова первого поряд-
ка с ограничением 𝑞neth ≡ 𝜀h[𝜋𝐼b,s −
𝑞inch (𝑠)] > 0. Модификация заключа-
ется в том, что стабилизирующий функ-
ционал представляется в виде суммы
интегралов по интервалам
(0.4, 0.6), (0.6, 0.8), (0.8, 1). Основыва-
ясь на этом решении, можно сделать
заключение о возможных кусочно-постоянных

решениях: число интервалов, начальные приближения для параметров. На рис. 17
показаны также кусочно-постоянные решения, полученные параметрической регу-
ляризацией с ограничением 𝑞neth > 0: Par555i – по 5 интервалов на каждом из трех
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Рис. 17. Распределения теплового потока
𝑞h на поверхности нагревателя.
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Рис. 18. Распределения суммарного тепло-
вого потока 𝑞netd ≡ 𝜀d[𝜋𝐼b,s − 𝑞incd (𝑠)] на на-
греваемой поверхности.

сегментов поверхности нагревателя, Par434i – 4+3+4 интервалов, Par313i – 3+1+3
интервалов (точки разрыва внутри сегментов — параметры).

Представленные результаты иллюстрируют принципиальное отличие обратных
задач оптимального проектирования от обратных задач идентификации параметров.
В рассматриваемых задачах имеется свобода в выборе решения, наиболее подходя-
щего с инженерной точки зрения, при этом цель проектирования 𝑞netd изменяется
незначительно.

Полученные решения были сопоставлены с решениями этой же задачи, но без
ограничения 𝑞neth > 0. Оказалось, что решения без ограничений дают практически
такие же распределения суммарного теплового потока 𝑞netd на нагреваемой поверхно-
сти, как и решения с ограничением 𝑞neth > 0.

Описанный подход непосредственно распространяется на задачи со сложным теп-
лообменом. Его преимущество заключается, во-первых, в том, что регуляризации
подвергается исходная обратная задача целиком, а не ее части, а, во-вторых, регуля-
ризация осуществляется при помощи решения «прямых» задач (исходной и сопря-
женной). При этом сопряженная задача всегда линейна, даже если исходная прямая
задача нелинейна. Прямые задачи могут быть решены любым достаточно точным
и быстрым методом. Сопряженная задача может решаться той же программой (па-
кетом программ), что и исходная прямая. Поэтому градиент целевого функционала
может быть вычислен любой доступной программой, способной обеспечить необхо-
димую точность. Таким образом обратные задачи можно решать на той же вычис-
лительной сетке, что и прямые.

Во втором разделе рассматриваются задачи оптимального проектирования гра-
ничных значений для уравнения переноса излучения в осесимметричных задачах [10].
Такие задачи составляют важный и обширный класс задач переноса излучения, так
как многие высокотемпературные установки (системы) имеют осевую симметрию или
могут с высокой степенью точности рассматриваться как осесимметричные. В этом
разделе рассматриваются задачи, аналогичные или близкие к тем, которые изуча-
лись в первом разделе. Эти задачи отражают некоторые особенности реальных задач.
Для решения применяются те же методы, что и в первом разделе.

В третьем разделе рассматриваются задачи оптимизации формы области в
задачах переноса излучения с диффузными и зеркальными границами [12, 14].

Рассматривается стационарный перенос теплового излучения в трехмерной обла-
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сти 𝐷, содержащей серую поглощающую и излучающую среду (рассеянием для про-
стоты пренебрегаем). В этом случае перенос излучения описывается стационарным
уравнением переноса излучения (9). Граница области 𝐷 состоит из оптимизируемой
поверхности 𝑆o, нагреваемой поверхности 𝑆d и свободной от оптимизации поверхно-
сти 𝑆f . Все поверхности серые и диффузно-зеркально-отражающие. В этом случае
краевые условия на всех поверхностях имеют вид

𝐼(𝑟,𝛺) = 𝜌s𝐼(𝑟, �̂�) + 𝜌d𝑞
inc(𝑟)/𝜋 + 𝜀𝐼b,s(𝑟), 𝑟 ∈ 𝑆o ∪ 𝑆d ∪ 𝑆f , 𝛺n < 0, (12)

где 𝜌s ≡ 𝜌s(𝑟), 𝜌d ≡ 𝜌d(𝑟) и 𝜀 ≡ 𝜀(𝑟) — коэффициенты зеркального и диффузного
отражения и коэффициент черноты, соответственно, причем имеет место равенство
𝜌s + 𝜌d + 𝜀 = 1, �̂� = 𝛺 − 2𝛺n𝑛 — закон зеркального отражения.

Задача оптимизации формы формулируется следующим
So

qincd

A

Sd

Sf Sf

Рис. 19. Оператор пря-
мой задачи.

образом: пусть заданы температуры на всех поверхностях,
требуется найти форму оптимизируемой поверхности 𝑆o,
которая обеспечивала бы заданный поток теплового излу-
чения на нагреваемой поверхности 𝑆d. Чтобы поставить
задачу формально, введем оператор 𝐴 прямой задачи:

𝐴(𝑆o) = 𝑞incd ,

где 𝑞incd (𝑟) = 𝑞inc(𝑟), 𝑟 ∈ 𝑆d, — поток теплового излучения,
падающий на нагреваемую поверхность. В общем случае оператор 𝐴 зависит не толь-
ко от формы поверхности 𝑆o, но также и от распределения интенсивности черного
тела 𝐼b,s на ней.

Задача геометрической оптимизации ставится во введенных обозначениях как
обратная задача: пусть задан тепловой поток 𝑞incd на нагреваемой поверхности 𝑆d,
найти форму оптимизируемой поверхности 𝑆o такую, что 𝐴(𝑆o) = 𝑞incd . Обратная
задача может быть сведена к задаче минимизации: найти форму поверхности 𝑆o из
некоторого заданного класса, которая минимизирует целевой функционал

𝐽(𝑆o) =
⃦⃦
𝐴(𝑆o) − 𝑞incd

⃦⃦2
𝐿2(𝑆d)

.

Предполагается, что нагреваемая поверхность диффузно отражающая, то есть на
ней коэфициент зеркального отражения равен нулю: 𝜌s = 0.

Градиентные методы минимизации требуют задания в том или ином виде гра-
диента целевого функционала. Проблема заключается в том, что целевой функцио-
нал 𝐽 зависит от поверхности 𝑆o. Однако множество поверхностей не имеет никакой
естественной структуры линейного векторного пространства, поскольку поверхно-
сти нельзя складывать как вектора, и, поэтому, обычное определение градиента не
может быть использовано. Тем не менее, градиент функционала 𝐽 относительно ва-
риаций поверхности 𝑆o может быть определен как обобщение понятия производной
по направлению в рамках вариационного исчисления поверхностей (shape sensitivity
analysis).

В вариационном исчислении поверхностей область 𝐷 подвергается возмущению
преобразованием 𝜙𝑡 : R3 → R3, имеющем вид 𝜙𝑡(𝑟) = 𝑟 + 𝑡𝑣(𝑟), где 𝑣 — гладкое
векторное поле (поле скоростей), определенное в окрестности области 𝐷, параметр
𝑡 > 0 достаточно мал так, что обратное преобразование 𝜓𝑡 = 𝜙−1

𝑡 определено (см.
рис. 20). В рассматриваемых задачах поле 𝑣 отлично от нуля только в окрестности
поверхности 𝑆o, остальные поверхности, в частности нагреваемая поверхность 𝑆d,
остаются неизменными.
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Рис. 20. Возмущение области 𝐷. Интенсивность 𝐼𝑡 ≡ 𝐼𝑡(𝑟,𝛺), 𝑟 ∈ 𝐷𝑡, — решение прямой
задачи в возмущенной области 𝐷𝑡. Интенсивность 𝐼𝑡 ≡ 𝐼𝑡(𝑟,𝛺) = 𝐼𝑡(𝜙𝑡(𝑟),𝛺) — то же самое
решение, но представленное как функция точки 𝜙𝑡(𝑟), где 𝑟 ∈ 𝐷, то есть интенсивность 𝐼𝑡

определена в исходной (невозмущенной) области 𝐷.

Обобщение понятия производной по направлению в вариационном исчислении по-
верхностей дается эйлеровой производной (Eulerian derivative) или дифференциалом
(shape differential) функционала 𝐹 (𝐷) вдоль векторного поля 𝑣:

d𝑣𝐹 (𝐷)
def
= lim

𝑡→0+

𝐹 (𝐷𝑡) − 𝐹 (𝐷)

𝑡
≡ d

d𝑡
𝐹 (𝐷𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0+

,

где 𝐷𝑡 = 𝜙𝑡(𝐷) — возмущенная область. Эйлерова производная d𝑣𝐹 это прежде всего
дифференциал функционала 𝐹 относительно поля 𝑣 (d𝑣𝐹 зависит от 𝑣 линейно),
поэтому используется термин дифференциал.

Целевой функционал зависит, вообще говоря, от области 𝐷. Но мы обозначаем
его символом 𝐽(𝑆o), чтобы подчеркнуть его зависимость от 𝑆o.

Введем вариационную производную (shape derivative) 𝐼 ′ интенсивности 𝐼:

𝐼 ′(𝑟,𝛺)
def
= lim

𝑡→0+

𝐼𝑡(𝑟,𝛺) − 𝐼(𝑟,𝛺)

𝑡
≡ d

d𝑡
𝐼𝑡(𝑟,𝛺)

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0+

, 𝑟 ∈ 𝐷,

где интенсивность 𝐼𝑡 ≡ 𝐼𝑡(�̃�,𝛺), �̃� ∈ 𝐷𝑡, это решение прямой задачи (9), (12), но не в
исходной области 𝐷, а в возмущенной области 𝐷𝑡, см. рис. 20.

Дифференциал функционала 𝐽(𝑆o) может быть представлен в виде

d𝑣𝐽 = 2
(︁
𝐴(𝑆o) − 𝑞incd , 𝑞′,incd

)︁
𝐿2(𝑆d)

, (13)

где 𝑞′,incd (𝑟) = 𝑞′,inc(𝑟), 𝑟 ∈ 𝑆d, и 𝑞′,inc(𝑟) =
∫︀
𝛺n>0

𝛺n 𝐼
′(𝑟,𝛺) d𝛺, 𝑟 ∈ 𝑆, — падающий

поток, соответствующий интенсивности 𝐼 ′.
Вариационная производная 𝐼 ′ зависит от векторного поля 𝑣 линейно. Поэто-

му поток 𝑞′,incd , который линейно зависит от 𝐼 ′, может быть представлен в виде
𝑞′,incd = [𝐴′(𝑆o)]𝑣o, где 𝑣o ≡ 𝑣|𝑆o

и 𝐴′(𝑆o) — линейный оператор, который отобража-
ет векторное поле 𝑣o (определенное на поверхности 𝑆o) в поток 𝑞′,incd (определенный
на поверхности 𝑆d). Оператор 𝐴′(𝑆o) можно рассматривать как «производную» опе-
ратора 𝐴 в «точке» 𝑆o. Оператор 𝐴′(𝑆o) не может быть, вообще говоря, выражен
аналитически, но он может быть выражен через вариационную производную 𝐼 ′ и
инфинитезимальную задачу (sensitivity problem). В результате получим, что

d𝑣𝐽 = (𝐽 ′(𝑆o),𝑣o)𝐿2(𝑆o)
,

где
𝐽 ′(𝑆o) = 2 [𝐴′(𝑆o)]

*
[𝐴(𝑆o) − 𝑞incd ],

[𝐴′(𝑆o)]
* — оператор, сопряженный к𝐴′(𝑆o). Следовательно 𝐽 ′(𝑆o) это градиент (shape

gradient) функционала 𝐽(𝑆o). Градиент 𝐽 ′(𝑆o) отображает поверхность 𝑆o в вектор-
ное поле на ней же, поскольку сопряженный оператор [𝐴′(𝑆o)]

* отображает поток
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на нагреваемой поверхности 𝑆d в векторное поле на 𝑆o. Это векторное поле (то есть
𝐽 ′(𝑆o)) можно рассматривать как «направление» наискорейшего возрастания функ-
ционала 𝐽 в «точке» 𝑆o.

При выводе инфинитезимальной задачи (sensitivity problem), задающей вариа-
ционную производную 𝐼 ′, используется субстанциальная производная (material or
Lagrangian derivative):

𝐼(𝑟,𝛺)
def
= lim

𝑡→0+

𝐼 𝑡(𝑟,𝛺) − 𝐼(𝑟,𝛺)

𝑡
≡ d

d𝑡
𝐼 𝑡(𝑟,𝛺)

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0+

, 𝑟 ∈ 𝐷,

где 𝐼 𝑡 ≡ 𝐼 𝑡(𝑟,𝛺) = 𝐼𝑡(𝜙𝑡(𝑟),𝛺), 𝑟 ∈ 𝐷 (см. рис. 20).
Вариационная и субстанциальная производные связаны соотношением

𝐼 = 𝐼 ′ + ∇𝐼 · 𝑣.
Первый шаг при выводе градиента целевого функционала 𝐽 ′(𝑆o) — нахождение

субстанциальной производной 𝐼, которая определяется интегральным тождеством.
На следующем шаге выводится вариационная производная 𝐼 ′, также определяемая
интегральным тождеством. Вариационная производная задает оператор 𝐴′(𝑆o). На
заключительном шаге выводится сопряженная задача, которая задает сопряженный
оператор [𝐴′(𝑆o)]

*.
Сопряженный оператор [𝐴′(𝑆o)]

* определяется выражением [𝐴′(𝑆o)]
* 𝑞d = 𝑢o, где

векторное поле 𝑢o вычисляется в результате решения сопряженной задачи. Сопря-
женная задача состоит из уравнения

𝛺 · ∇𝐼* + 𝜅𝐼* = 0, 𝑟 ∈ 𝐷, 𝛺 ∈ S2, (14)

где 𝐼* ≡ 𝐼*(𝑟,𝛺), и краевых условий

𝐼*(𝑟,𝛺) = 𝜌s𝐼
*(𝑟, �̂�) + 𝜌d𝑞

*,inc(𝑟)/𝜋, 𝑟 ∈ 𝑆o ∪ 𝑆f , 𝛺n < 0, (15a)

𝐼*(𝑟,𝛺) = 𝜌s𝐼
*(𝑟, �̂�) + 𝜌d𝑞

*,inc(𝑟)/𝜋 + 𝑞d(𝑟), 𝑟 ∈ 𝑆d, 𝛺n < 0, (15b)

где 𝑞*,inc(𝑟) =
∫︀
𝛺n>0

𝛺n 𝐼
*(𝑟,𝛺) d𝛺.

Векторное поле 𝑢o имеет вид

𝑢o(𝑟) = 𝑢(0)
o (𝑟) + 𝑢(1)

o (𝑟) + 𝑢(2)
o (𝑟), 𝑟 ∈ 𝑆o, (16)

𝑢(0)
o (𝑟) =

∫︁
𝛺n>0

𝛺n𝜒(𝑟,−𝛺)𝐼*(𝑟,𝛺) d𝛺 =

−
{︂

(∇𝜏𝜌s)

∫︁
𝛺n>0

𝛺n 𝐼(𝑟,−�̂�) 𝐼*(𝑟,𝛺) d𝛺 +

[︂
(∇𝜏𝜌d)

𝑞inc(𝑟)

𝜋
+ ∇𝜏

[︀
𝜀𝐼b,s(𝑟)

]︀ ]︂
𝑞*,inc

}︂
+

+

∫︁
𝛺n>0

{︂
𝛺𝜏 · ∇𝜏

[︂
𝜌s𝐼(𝑟,−�̂�) + 𝜌d

𝑞inc(𝑟)

𝜋
+ 𝜀𝐼b,s(𝑟)

]︂
−

− 𝜅

[︂
𝜌s𝐼(𝑟,−�̂�) + 𝜌d

𝑞inc(𝑟)

𝜋
+ 𝜀𝐼b,s(𝑟) − 𝐼b(𝑟)

]︂
+

+ 𝜌s

[︁
𝛺𝜏 · ∇𝜏𝐼(𝑟,−�̂�) − 𝜅

(︁
𝐼(𝑟,−�̂�) − 𝐼b(𝑟)

)︁ ]︁}︂
𝐼* d𝛺𝑛−

− 𝜌d

[︂
div𝜏𝛼+ 𝜅

(︂∫︁
𝛺n>0

𝐼(𝑟,𝛺) d𝛺 − 2𝜋𝐼b

)︂]︂
𝑞*,inc

𝜋
𝑛, 𝑟 ∈ 𝑆o, (17)
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𝑢(1)
o (𝑟) = −2

{︂
div𝜏

[︂
𝜌s

∫︁
𝛺n>0

𝛺n𝜔(𝑟,−𝛺)𝐼* d𝛺

]︂
𝑛+

+ 𝜌s

[︂ ∫︁
𝛺n>0

𝛺n [(𝐽𝑛)𝜏𝜔(𝑟,−𝛺)] 𝐼* d𝛺

]︂}︂
+

+ div𝜏

[︂
𝜌d𝛼

𝑞*,inc

𝜋

]︂
𝑛+ 𝜌d [(𝐽𝑛)𝜏𝛼]

𝑞*,inc

𝜋
, 𝑟 ∈ 𝑆o, (18)

𝑢(2)
o (𝑟) =

[︂∫︁
{𝛺n=0, 𝑘(𝑟,−𝛺)<0}

[𝐼]𝑆(𝑟,−𝛺)𝑘(𝑟,−𝛺)𝐼*(𝑟,𝛺) d𝛺

]︂
𝑛, 𝑟 ∈ 𝑆o. (19)

В результате градиент целевого функционала вычисляется по формуле

𝐽 ′(𝑆o) = 2𝑢o,

где векторное поле 𝑢o вычисляется по формулам (16)–(19), 𝐼* — решение сопряжен-
ной задачи (14), (15), в которой 𝑞d = 𝐴(𝑆o) − 𝑞incd .

Пусть оптимизируемая поверхность 𝑆o задана конечным числом параметров в
виде 𝑆o(𝑝), где 𝑝 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑚) — параметры, 𝑚 — число параметров. В этом случае
целевой функционал является функцией 𝑚 параметров:

𝐽(𝑝) ≡ 𝐽(𝑆o(𝑝)) =
⃦⃦
𝐴(𝑆o(𝑝)) − 𝑞incd

⃦⃦2
𝐿2(𝑆d)

,

и задача сводится к нахождению его градиента ∇𝐽(𝑝) ≡
(︁
𝜕𝑝1𝐽, . . . , 𝜕𝑝𝑚𝐽

)︁
. Каждый

из параметров 𝑝𝑖 порождает однопараметрическое преобразование оптимизируемой
поверхности 𝑆o, которое обозначим символом 𝜙

(𝑖)
𝑝𝑖 . Пусть векторное поле 𝑣𝑖 задано

формулой

𝑣𝑖(𝑟) =
d𝜙

(𝑖)
𝑝𝑖 (𝑟)

d𝑝𝑖
≡

d𝜙
(𝑖)
𝑝𝑖+𝑡(𝑟)

d𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡=0+

, 𝑟 ∈ 𝑆o(𝑝).

Вывод дифференциала (13) целевого функционала остается справедлив и для такого
векторного поля 𝑣. Частная производная 𝜕𝐽/𝜕𝑝𝑖 является дифференциалом целевого
функционала 𝐽(𝑆o), где 𝑆o ≡ 𝑆o(𝑝), относительно векторного поля 𝑣𝑖, и, следователь-
но, задается формулой

𝜕𝑝𝑖𝐽 = (𝐽 ′(𝑆o(𝑝)),𝑣𝑖)𝐿2(𝑆o(𝑝))
≡ 2 (𝑢o,𝑣𝑖)𝐿2(𝑆o(𝑝))

, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚,

где 𝐽 ′(𝑆o) — градиент функционала 𝐽(𝑆o), векторное поле 𝑢o, определенное форму-
лами (16)–(19), вычисляется в результате решения сопряженной задачи (14), (15), в
которой 𝑞d = 𝐴(𝑆o(𝑝)) − 𝑞incd .

Целевой функционал может иметь не один локальный минимум, поэтому исполь-
зовался следующий алгоритм поиска глобального минимума:
1. Простой случайный поиск (глобальный метод) используется для нахождения на-

чального приближения для градиентного метода.
2. Градиентный метод (метод сопряженных градиентов) используется для нахож-

дения минимума. Градиент целевого функционала вычисляется при помощи ре-
шения сопряженной задачи.
В тестовых задачах, имевших несколько локальных минимумов, при случайном

поиске оказалось достаточно 100 вычислений целевого функционала (иногда было
достаточно 50 вычислений). В результате приблизительно 150–200 вычислений целе-
вого функционала было достаточно, чтобы найти глобальный минимум. Здесь подра-
зумевается, что решение сопряженной задачи не сложнее решения исходной прямой
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задачи, то есть вычисление целевого функционала и его градиента не сложнее двух
вычислений целевого функционала. Важно отметить, что глобальные методы мини-
мизации требуют для нахождения глобального минимума многих тысяч вычислений
минимизируемого функционала. То есть предложенный алгоритм требует в десят-
ки раз меньше вычислений целевого функционала.

Тестовая задача. (Это лишь одна из нескольких тестовых задач.) Область пока-
зана на рис. 21. Граница области состоит из вертикальной поверхности нагревателя
(коэффициент черноты 𝜀 = 1, поток черного тела на поверхности нижнего нагре-
вателя 𝑞b,s = 1, на поверхности верхнего — 𝑞b,s = 2), горизонтальной нагреваемой
поверхности (коэффициент черноты 𝜀 = 1, поток черного тела 𝑞b,s = 0), и двух
зеркально-диффузных поверхностей рефлекторов (коэффициент зеркального отра-
жения 𝜌s = 0.65, коэффициент диффузного отражения 𝜌d = 0.25, коэффициент чер-
ноты 𝜀 = 0.1, поток черного тела 𝑞b,s = 0). Среда поглощающая с коэффициентом
поглощения 𝜅 = 0.1 и холодная, то есть 𝐼b = 0. Форма области контролируется тремя
параметрами: (𝑝1, 𝑝2) — координаты ребра между рефлекторами, параметр 𝑝3 опре-
деляет точку (1, 𝑝3) на поверхности нагревателя, разделяющую разные нагреватели.
Цель оптимизации — найти координаты (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3), при которых тепловой поток на
нагреваемой поверхности равен 𝑞incd = 0.8.

(1, p03) qb,s = 2

Heater
ε = 1

Design surface
ε = 1, qb,s = 0

(1, popt3 )

(0, 0) (1, 0)

(1, 1)

(popt1 , popt2 )
qb,s = 1

Рис. 21. Начальная и оптимальная фор-
мы области.
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Рис. 22. Оптимальное распределение тепло-
вого потока.

Случайным поиском в качестве начального приближения для градиентного мето-
да была найдена точка 𝑝0 = (0.078, 0.443, 0.713), значение целевого фунционала в ней
равно 𝐽(𝑝0) = 8.4 × 10−4. Конечной точкой градиентной минимизации была 𝑝opt =

(0.037, 0.588, 0.636), значение целевого фунционала в ней равно 𝐽(𝑝opt) = 1.0 × 10−5.
Глава 5. Обобщенное линейное уравнение Больцмана, описывающее

неклассический перенос, и асимптотическое приближение к нему [16].
В первом разделе описывается модель переноса, в которой распределение дли-

ны свободного пробега частиц произвольно. Эта модель обобщает классическую мо-
дель переноса частиц (излучения), в которой коэффициенты ослабления и рассеяния
(или полное сечение и сечение рассеяния) не зависят от длины свободного пробега
частиц. В обобщенной модели эти коэффициенты зависят от длины свободного про-
бега. В этом случае фазовая плотность частиц принимает вид 𝜉(𝑟, 𝑡,𝑣, 𝑙), где 𝑟 —
координата, 𝑡 — время, 𝑣 — вектор скорости, 𝑙 — длина свободного пробега частиц.
Рассматривается перенос в 𝑑-мерном пространстве: 𝑟 ∈ R𝑑, 𝑣 ∈ V ⊂ R𝑑, V — «про-
странство» скоростей. Фазовая плотность удовлетворяет уравнению [W. Alt, 1980]

𝜕𝑡𝜉 + 𝑣𝜕𝑙𝜉 + 𝑣 · ∇𝜉 + 𝑣𝜎𝜉 = 0, (20)
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где ∇— градиент по пространственной переменной 𝑟, 𝜎 ≡ 𝜎(𝑟,𝑣, 𝑙) — коэффициент
ослабления (или полное сечение рассеяния), 𝑣 = |𝑣|. Это уравнение описывает плот-
ность невзаимодействующих частиц, движущихся в точке 𝑟 со скоростью 𝑣 так, что
они прекращают свободное движение (рассеиваются или поглощаются) с вероятно-
стью в единицу времени 𝑣𝜎.

Уравнение (20) дополняется условием, которое описывает плотность частиц, на-
чинающих свободное движение,

𝜉|𝑙=0 ≡ 𝜂(𝑟, 𝑡,𝑣) = 𝒮
[︂∫︁ ∞

0

𝜎s(𝑟,𝑣, 𝑙
′) 𝜉(𝑟, 𝑡,𝑣, 𝑙′) d𝑙′

]︂
+

1

𝑣
𝐹 (𝑟, 𝑡,𝑣)

(модифицировано из [W.Alt, 1980]), где

𝒮𝑓(𝑟, 𝑡,𝑣)
def
=

∫︁
V
𝐾(𝑟,𝑣,𝑣′)𝑓(𝑟, 𝑡,𝑣′) d𝑣′

— оператор рассеяния, 𝐾(𝑟,𝑣,𝑣′) ≡ 𝐾(𝑟,𝑣′ → 𝑣) — ядро рассеяния (𝐾 > 0 и∫︀
V𝐾(𝑟,𝑣,𝑣′) d𝑣 = 1), 𝜎s ≡ 𝜎s(𝑟,𝑣, 𝑙) — коэффициент рассеяния, 𝜎s 6 𝜎, 𝐹 — плот-

ность источников частиц.
В начальный момент времени 𝑡 = 0 все частицы начинают свободное движение.

В этом случае начальное условие принимает вид

𝜉|𝑡=0 = 𝜒(𝑟,𝑣)𝛿(𝑙),

где 𝛿(·) дельта-функция Дирака.
Во втором разделе выводится обобщенное линейное уравнение Больцмана, ко-

торое описывает поведение плотности

𝜓(𝑟, 𝑡,𝑣) =

∫︁ ∞

0

𝜉(𝑟, 𝑡,𝑣, 𝑙) d𝑙.

Эта плотность удовлетворяет обобщенному линейному уравнению Больцмана

𝜕𝑡𝜓 + 𝑣 · ∇𝜓 =

∫︁
V
𝐾(𝑟,𝑣,𝑣′)

[︂
(𝑣′)2

∫︁ 𝑡

0

𝜑s(𝑟,𝑣
′, 𝑣′𝜏)𝜓(𝑟 − 𝑣′𝜏, 𝑡− 𝜏,𝑣′) d𝜏

]︂
d𝑣′

− 𝑣2
∫︁ 𝑡

0

𝜑(𝑟,𝑣, 𝑣𝜏)𝜓(𝑟 − 𝑣𝜏, 𝑡− 𝜏,𝑣) d𝜏 + 𝐹 (𝑟, 𝑡,𝑣), (21)

где
ℒ𝜑(𝑟,𝑣, 𝜆)

def
= ℒ𝑝(𝑟,𝑣, 𝜆)/ℒ𝑆(𝑟,𝑣, 𝜆) (22)

— ядро памяти (memory kernel), ℒ𝑓(𝜆) =
∫︀∞
0

e−𝜆𝑙 𝑓(𝑙) d𝑙 — преобразование Лапласа,

𝑆(𝑟,𝑣, 𝑙) = exp

{︂
−
∫︁ 𝑙

0

𝜎(𝑟 −𝛺(𝑙 − 𝑙′),𝑣, 𝑙′) d𝑙′
}︂

— вероятность дожития (survival probability),

𝑝(𝑟,𝑣, 𝑙) = 𝜎(𝑟,𝑣, 𝑙)𝑆(𝑟,𝑣, 𝑙).

Ядро 𝜑 определяется аналогично с заменой 𝜎 на 𝜎s.
Начальное условие:

𝜓|𝑡=0 = 𝜒(𝑟,𝑣).
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Если коэффициенты ослабления и рассеяния не зависят от длины свободного про-
бега, то уравнение (21) превращается в обыкновенное линейное уравнение Больцма-
на.

В третьем разделе выводится интегральное уравнение для плотности 𝜓.
Уже решение линейного уравнения Больцмана представляет значительные слож-

ности. Это тем более справедливо для обобщенного уравнения Больцмана. В некото-
рых случаях диффузионное приближение к линейному уравнению Больцмана ока-
зывается адекватным. Представляет интерес вывод аналогичного приближения для
обобщенного уравнения Больцмана. В четвертом разделе в предположении, что
первый и второй моменты распределения длины свободного пробега частиц конеч-
ны, выводится асимптотическое решение задачи Коши для обобщенного уравнения
Больцмана при малой средней длине свободного пробега частиц. Для простоты рас-
сматривается перенос в трехмерном пространстве R3. Обобщение на 𝑑-мерное про-
странство не представляет сложностей.

Предполагается, что среда изотропна, то есть ядро рассеяния имеет вид𝐾(𝑟,𝑣,𝑣′) ≡
𝐾(𝑟,𝛺 ·𝛺′, 𝑣, 𝑣′), где 𝛺 = 𝑣/𝑣, 𝑣 = |𝑣|, и аналогично для 𝛺′. Кроме того, предпо-
лагается, что ядро ограничено снизу и сверху: 0 < 𝐾min 6 𝐾 6 𝐾max < ∞, то есть∫︀
V

∫︀
V |𝐾(·,𝑣,𝑣′)|2 d𝑣′ d𝑣 < ∞. Предполагается также, что «пространство» скоростей

V ⊂ R3 ограничено и инвариантно относительно вращений, и что все частицы имеют
ненулевые скорости. Множество абсолютных величин скоростей обознается через 𝑉 .

Предполагается, что коэффициенты ослабления и рассеяния не зависят от 𝑟, и
коэффициент рассеяния равен 𝜎s(𝑣, 𝑙) = 𝜔𝜎(𝑣, 𝑙), где 𝜔 — альбедо рассеяния (оба
коэффициента зависят от абсолютной скорости 𝑣, а не вектора скорости 𝑣, поскольку
среда изотропна).

Если средняя длина свободного пробега мала и имеет порядок 𝜀, где 𝜀 — малый
параметр, то коэффициент ослабления представляется в виде 𝜎(𝑣, 𝑙) = 𝜀−1 �̄�(𝑣, 𝜀−1𝑙),
где коэффициент ослабления �̄� не зависит от 𝜀. В этом случае ядро 𝜑 (22) имеет
вид 𝜑(𝑣, 𝑙) = 𝜀−2 𝜑(𝑣, 𝜀−1𝑙), где ядро 𝜑 не зависит от 𝜀. Предполагается, что альбедо
рассеяния имеет вид 𝜔 = 1 − 𝜀2𝛼. Это означает, что рассеяние в среде доминирует,
а поглощение мало и имеет порядок 𝜀2. Предполагается, что плотность источников
мала, имеет порядок 𝜀, и представляется в виде 𝐹 = 𝜀𝐹 .

Для нахождения асимптотического решения плотность представляется в виде

𝜓(𝑟, 𝑡,𝑣) = 𝜓o(𝑟, 𝑡o,𝑣) + 𝜓i(𝑟, 𝑡i,𝑣),

где 𝑡o = 𝜀𝑡, 𝑡i = 𝑡/𝜀, 𝜓o и 𝜓i — внешнее и внутреннее решения, соответственно.
Внешнее решение аппроксимирует плотность вне начального пограничного слоя, а
внутреннее решение — внутри пограничного слоя.

Внешнее решение 𝜓o представляется в виде асимптотического ряда

𝜓o ∼ 𝜓o
0 + 𝜓o

1𝜀+ 𝜓o
2𝜀

2 + . . . при 𝜀→ 0.

Нулевой член асимптотического ряда имеет вид

𝜓o
0(𝑟, 𝑡o, 𝑣) = 𝛶 (𝑟, 𝑣)𝜌(𝑟, 𝑡o),

где
𝛶 (𝑟, 𝑣) = [𝐶(𝑟)]−1 𝛹(𝑟, 𝑣)/(𝜑0𝑣),

𝛹 — положительное решение интегрального уравнения 2-го рода (ℐ − 𝒮)𝛹 = 0,

𝐶(𝑟) =

∫︁
V
𝛹/(𝜑0𝑣) d𝑣 ≡ 4𝜋

∫︁
𝑉

𝛹𝑣/𝜑0 d𝑣

26



— нормирующий коэффициент. Выполняется соотношение

𝜌(𝑟, 𝑡o) =

∫︁
V
𝜓o
0(𝑟, 𝑡o, 𝑣) d𝑣 ≡ 4𝜋

∫︁
𝑉

𝜓o
0(𝑟, 𝑡o, 𝑣)𝑣2 d𝑣,

то есть 𝜌 это суммарная плотность частиц в точке 𝑟.
Плотность 𝜌 удовлетворяет уравнению диффузии со сносом, поглощением и ис-

точниками
𝜕𝑡o𝜌− div

(︀
�̄�∇𝜌

)︀
+ div (�̄�𝜌) + 𝛾𝜌 = 𝑓,

где коэффициент диффузии, вектор сноса, коэффициент поглощения и плотность
источников имеют вид, соответственно,

�̄�(𝑟) =
4𝜋

3

∫︁
𝑉

1

𝜑0

𝒪(𝑣𝛶 )𝑣2 d𝑣, �̄�(𝑟) = −4𝜋

3

∫︁
𝑉

1

𝜑0

𝒪(𝑣∇𝛶 )𝑣2 d𝑣,

𝛾(𝑟) = 4𝜋𝛼

∫︁
𝑉

𝜑0𝛶𝑣
3 d𝑣, 𝑓(𝑟, 𝑡o) =

∫︁
V
𝐹 d𝑣,

𝒪 = (ℐ − 𝒮1)
−1 + 𝜑1ℐ. Начальное условие имеет вид

𝜌
⃒⃒
𝑡=0

=
⟨︀
𝜑0𝑣𝜒, 𝛹

⟩︀
𝐿2(V)

⧸︁⟨︀
𝜑0𝑣𝛶, 𝛹

⟩︀
𝐿2(V)

.

Выведены также уравнение и начальное условие для нулевого члена 𝜓i
0 асимпто-

тического ряда для внутреннего решения 𝜓i.
В пятом разделе рассматривается частный случай: приближение к односкорост-

ному обобщенному уравнению Больцмана. В этом случае асимптотическое решение
оказывается диффузионным приближением.

Поправка к коэффициенту диффузии из-за неэкспоненциального распределения
длины свободного пробега может быть весьма значительной. Это иллюстрируется
на рис. 23. Рис. 23a показывает различные плотности: плотность экспоненциального
распределения 𝑝(𝑙) = 𝜎 e−𝜎𝑙 и плотность степенного распределения 𝑝(𝑙) = 𝜎𝜈/(𝜈 −
1) [1 + 𝜎𝑙/(𝜈 − 1)]−(𝜈+1). Оба распределения имеют одинаковые средние, равные 1/𝜎.
Рис. 23b показывает решения задачи Коши для уравнения диффузии в трехмерном
пространстве 𝜕𝑡𝑢 − 𝐷∆𝑢 = 0 с начальным условием 𝑢|𝑡=0 = 𝛿(𝑟) (рассеяние изо-
тропно). Коэффициент диффузии, соответствующий степенному распределению при
𝜈 = 3, оказывается в этом случае в два раза больше коэффициента диффузии, соот-
ветствующего экспоненциальному распределению. При 𝜈 = 2.5 отношение коэффи-
циентов диффузии равно трем, а при 𝜈 = 2.1 — одиннадцати.

В Заключении перечислены основные результаты работы и сформулированы
выводы.

В Приложении приведены исходные тексты комплекса программ на языке For-
tran90 для решения осесимметричных задач переноса излучения. Эти программы (за
исключением главной программы) были встроены в программный комплекс модели-
рования сложного тепло- и массобмена и использовались для численного моделиро-
вания роста полупрозрачных кристаллов из расплава [4, 5].

Выводы

∙ Решенные задачи демонстрируют, что 𝐷1 приближение к линейному уравнению
Больцмана оказывается, вообще говоря, лучше диффузионного, которое можно счи-
тать 𝐷0 приближением. При этом, как показано в других работах, 𝐷𝑁 приближения
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Рис. 23. (a) Экспоненциальное и степенное (𝜈 = 3) распределения с одинаковыми средни-
ми. (b) Соответствующие решения задачи Коши для уравнения диффузии в трехмерном
пространстве.

при 𝑁 > 2 демонстрируют очевидное нефизичное поведение. Тем не менее требуется
более глубокое исследование 𝐷1 приближения в более широком круге задач.

∙ Несмотря на большое число методов решения задач переноса излучения, задачи
с зеркальными границами и прозрачными зеркальными (френелевскими) границами
раздела сред с отличающимися показателями преломления тем не менее представ-
ляют проблему.

Построенные квадратурные схемы на единичной сфере используют квазилиней-
ную интерполяцию и предназначены в первую очередь для решения задач переноса
излучения с зеркальными границами. Они несколько уступают по точности квадра-
турным схемам, используемым в задачах переноса с диффузными границами, однако
использование последних в задачах с зеркальными границами весьма проблематич-
но.

Разработанные численные схемы решения прямых задач переноса излучения в
осесимметричных областях в областях сложной формы, также направлены в первую
очередь на задачи, в которых имеются зеркальные границы и прозрачные зеркальные
(френелевские) границы раздела сред с отличающимися показателями преломления.
Эти численные схемы были использованы при численном моделировании роста по-
лупрозрачных кристаллов из расплава.

∙ Задачи оптимизации граничных значений или формы области в задачах пере-
носа излучения представляют большой практический интерес. В то же время такие
задачи сложны и до сих пор решаются в значительной степени методом проб и оши-
бок. Единого подхода к решению таких задач до сих пор не существовало. Отдельные
задачи решались методами и приемами, применимость которых была ограничена ре-
шаемыми задачами, или которые могли быть распространены на довольно узкий
класс задач. Предложенный единый подход к решению задач оптимизации комби-
нирует глобальный и градиентный (локальный) методы минимизации. Сам по себе
этот подход не нов, но в задачах переноса излучения он до сих пор не применялся
из-за их сложности.

Известно, что использование градиентных методов для нахождения глобального
минимума проблематично, а глобальные методы требуют очень много вычислений
минимизируемой функции. В используемом подходе глобальный метод используется
для нахождения окрестности глобального минимума, а градиентный метод исполь-
зуется для более эффективного поиска самого минимума. Для нахождения гради-
ента целевого функционала используется метод сопряженной задачи, позволяющий
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вычислить градиент при помощи решения сначала исходной (прямой), а затем со-
пряженной задачи, причем этот метод используется как в «краевых» (нахождение
оптимальных краевых условий), так и в «геометрических» (нахождение оптимальной
формы области) задачах. Отметим, что как определение, так и вычисление «гради-
ента» функционала, зависящего от формы области, представляет из себя нетриви-
альную задачу.

Важно подчеркнуть, что решение сопряженной задачи не сложнее решения исход-
ной, поскольку сопряженная всегда линейна, даже если исходная нелинейна. Кроме
того, значение целевого функционала в точке, в которой ищется градиент, все равно
вычисляется, то есть решается исходная задача. Поэтому цена вычисления градиента
в этой точке фактически оказывается равной цене решения сопряженной задачи.

Принципиальное достоинство предложенного подхода заключается в том, что он
может быть непосредственно распространен на еще более сложные задачи оптимиза-
ции систем сложного тепло- и массопереноса (когда присутствуют несколько разных
видов тепло- и массопереноса).

∙ Линейное уравнение Больцмана это мезоскопическая модель переноса частиц,
основанная на предположении, что распределение длины свободного пробега частиц
подчиняется экспоненциальному закону. Если такое распределение действительно
экспоненциально, то достаточно оценить среднюю длину свободного пробега, все
остальные моменты экспоненциального распределения выражаются через его сред-
нее. Однако распределение длины свободного пробега экспоненциально далеко не
всегда. Ошибка, вызванная неверным представлением об этом распределении, мо-
жет быть значительной. Выведенное обобщенное линейное уравнение Больцмана яв-
ляется моделью переноса частиц, в которой распределение длины свободного пробега
частиц произвольно.

Уже решение линейного уравнения Больцмана представляет значительные слож-
ности. Это тем более справедливо для обобщенного уравнения Больцмана. В пред-
положении, что первый и второй моменты распределения длины свободного пробега
частиц конечны, выведено асимптотическое решение задачи Коши для обобщенно-
го уравнения Больцмана при малой средней длине свободного пробега частиц. При
этом внешнее асимптотическое решение, приближающее решение вне начального по-
граничного слоя, описывается уравнением диффузии со сносом, поглощением и ис-
точниками.
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